Łăł ďĺťťěřěŋűĺřőćăšĳ ůĺśńă?

Řěÿěŋĺ£ ğăďăů 7, 12 { 14, 15ce, 16ă.

Ğăďăůă 7. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă M, šăłă£ ůšő i(n) < M ďń£ ń¿ąőčő n. Řăśśňőšĺň ćśě ŕřőśšżě ůĺśńă, ŋě ŕřěćőśţőď£źĺě n. Ĺţ łőńĺůěśšćő őąőğŋăůĺň π(n), šőčďă ůĺśńő ĺţ ŕăř, ćłń¿ůă£ ŕăřż řăćŋżţ, ąşďěš^{π(n)(π(n)+1)}_2 ¿ π(n)2 2 . Łăęďă£ šăłă£ ŕăřă (p, q) ś śşňňőľ s 6 2n ďăěš řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ x^′ = s:

(pq)^′ = p + q = s. Ŕő¡šőňş łőńĺůěśšćő ŕăř ś ďăŋŋőľ śşňňőľ s ŋě ŕřěćőśţőďĺš M, ă ćśěčő śşňň ňěŋĳÿě, ůěň 2n, őšłşďă őąźěě ůĺśńő ŕăř ňěŋĳÿě, ůěň 2nM. Ĺğ ŋěřăćěŋśšćă 2nM >^{π(n)2}_2 śńěďşěš, ůšő π(n) < 2 √ Mn, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ĺğćěśšŋőľ őűěŋłě π(n) ¿ C^n_{log n} .

Ğăďăůă 12. Ŕşśšĳ n = p^{α1}_1 p^{α2}_2 · . . . · p^{αk}_k ĺ n^′ = n ∑_{αi} pi = 0. Őšłşďă

α_1p_2 · . . . · p_k + α_2p_1p_3 · . . . · p_k + . . . + α_kp_1p_2 · . . . · p_{k−1} = 0.

Ćśě śńăčăěňżě łřőňě i-čő ďěń£šś£ ŋă p_i, ğŋăůĺš α_i ďőńęŋő ďěńĺšś£ ŋă p_i. Őąőğŋăůĺň α_i = β_ip_i ĺ ŕěřěŕĺÿěň şřăćŋěŋĺě ć ćĺďě p_1p_2 ·. . .·p_k(β_1 +β_2 +. . .+β_k) = 0. Ĺšăł, ůšőąż ŕřőĺğćőďŋă£ ůĺśńă ążńă řăćŋă ŋşń¿, őŋő ďőńęŋő ĺňěšĳ ćĺď n = p^{β1p1}_1 p^{β2p2}_2 · . . . · p^{βkpk}_k , čďě ∑ β_i = 0. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ćśě ůĺśńă šăłőčő ćĺďă £ćń£¿šś£ řěÿěŋĺ£ňĺ.

Ğăďăůă 13. Ŕşśšĳ x^′ = αx, čďě x = p^{α1}_1 p^{α2}_2 · . . . · p^{αk}_k . Šőčďă x^′ = x k∑ i=1 α_i p_i ĺ α = k∑ i=1 α_i p_i = a p_1p_2 · . . . · p_k , čďě a { ŋěłőšőřőě űěńőě ůĺśńő. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ŕřĺ

α =^a_b şřăćŋěŋĺě x^′ = αx ĺňěěš řěÿěŋĺě, šő ć řăğńőęěŋĺě ůĺśńă b ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ ćţőď£š ŋě ąőńěě ůěň ć ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ. Ŕőłăęěň, ůšő ¡šő şśńőćĺě £ćń£ěšś£ ĺ ďőśšăšőůŋżň. Ďń£ ¡šőčő ŕő ďăŋŋőňş α =^a_b , čďě b = p_1p_2 ·. . .·p_k, ŋăľďěň řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő x, £ćń£¿źěěś£ řěÿěŋĺěň śőőšćěšśšćş¿źěčő şřăćŋěŋĺ£. Ŕőłăęěň ĺŋďşłűĺěľ ŕő ůĺśńş ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěńěľ ğŋăňěŋăšěń£, ůšő ůĺśńő ćĺďă^a_{p1p2·...·pk} ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě śşňňż ůĺśěń^{αi}_{pi} . Ć ¡šőň śńşůăě x = p^{α1}_1 p^{α2}_2 ·. . .·p^{αk}_k ĺ ąşďěš řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£ x^′ = αx. Ěśńĺ ŕřőśšőľ ňŋőęĺšěńĳ őďĺŋ, šő ŕřěďśšăćńěŋĺě ŕőńşůěŋő. Ŕőłăęěň ďń£^a_{p1p2·...·pk+1} .

Šăł łăł (p_1p_2 ·. . .·p_k, p_{k+1}) = 1, ĺğ ăńčőřĺšňă Ěćłńĺďă śńěďşěš, ůšő śşźěśšćş¿š šăłĺě űěńżě ůĺśńă c ĺ d, ůšő c (p_1p_2 · . . . · p_k) + dp_{k+1} = 1, őšłşďă^c_{pk+1} +^d_{p1p2·...·pk} =^1_{p1p2·...·pk+1} . Őąă śńăčăěňżţ ńěćőľ ůăśšĺ ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ŕřěďśšăćń£¿šś£ ć šřěąşěňőň ćĺďě. Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ¡šĺň ŕřěďśšăćńěŋĺěň ĺ ďőňŋőęĺć őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă ŋă a ŕőńşůĺň šřěąşěňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě.

Őŕĺÿěň ćśě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ x^′ = αx. Ŕşśšĳ a, b { łăłĺě-šő řěÿěŋĺ£ (łăł ŕőłăğăŋő ćżÿě, ţőš£ ąż őďŋő řěÿěŋĺě ŋăľďěšś£). Šőčďă (_a b )_′ =^{a0 b−ab0}_{b2} =^{αab−aαb}_{b2} = 0 ĺ^a_b { řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ y^′ = 0, ĺ ŋăőąőřőš, ěśńĺ y { řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ y^′ = 0, ă x_0 { řěÿěŋĺe şřăćŋěŋĺ£ x^′ = αx, šő (x_0y)^′ = αx_0y + 0 · x_0 ĺ x_0y { řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ x^′ = αx. Šăłĺň őąřăğőň ćśě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ x^′ = αx ĺňě¿š ćĺď x_0y, čďě x_0 { ŋěłőšőřőě řěÿěŋĺě x^′ = αx, ă y { ŕřőĺğćőńĳŋőě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ y^′ = 0.

Ğăďăůă 14. Őšćěš: ŋěćěřŋő. Ďőłăęěň ¡šő, ŋě ĺśŕőńĳğş£ ŕőśšşńăš Ąěřšřăŋă. Łăęďőě ŕřőśšőě ůĺśńő p ńěęĺš ňěęďş ŕőśńěďőćăšěńĳŋżňĺ śšěŕěŋ£ňĺ ďćőľłĺ, ĺ, şćěńĺůĺćă£ p, ňőęŋő śďěńăšĳ ŕőłăğăšěńĺ śšěŕěŋěľ śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿĺňĺ. Ğăťĺłśĺřşěň ŋăšşřăńĳŋőě n, ĺ ćżąěřěň p šăł, ůšőąż ŕőłăğăšěńĺ śšăńĺ ąőńĳÿě n. Šőčďă

2^{k+n} < p < 2^{k+n+1}, čďě k { ŋěłőšőřőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő. Őšś¿ďă^1_{2n+1} <^{2k}_p <^1_{2n} , šő ěśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ďřőąěľ^{2k}_p śšřěňĺšś£ ł 0. Ŕřőďĺťťěřěŋűĺřşěň ¡šĺ ďřőąĺ: (^{2k}_p )^′ =^{2k}_p (^k_2 −^1_p ). Ŕřĺ ćőğřăśšăŋĺĺ p śńăčăěňőě^1_p śšřěňĺšś£ ł 0, ă śńăčăěňőě^k_2 { ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ, ŕő¡šőňş ňőęŋő ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ ŋěřăćěŋśšćő k 2 −^1_p > 2^{n+1}. Šőčďă (^{2k}_p )^′ > 1, šő ěśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřőĺğćőďŋżţ ł 0 ŋě śšřěňĺšś£.

(Ďń£ ŕřĺďĺř: ŕő ğăďăŋŋőňş n ćżąěřěň ŋăĺňěŋĳÿěě ŕřőśšőě p_n > 2^{2n+2+n+1}, őąőğŋăůĺň k_n ŋăĺąőńĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, šăłőě ůšő p_n > 2^{kn+n+1}, ĺ ŕőńőęĺň x_n = 2^{kn}p_n . Şąěďĺšěśĳ śăňĺ, ůšő ćśě őąěźăŋŋżě ŋěřăćěŋśšćă ćżŕőńŋ£¿šś£.)

Ğăďăůă 15ś. ( − 1 16 )_′ = 1 8 ( − 21 16 )_′ = − 16 · 10 − 21 · 32 16^2

= 2; ( − 43 64 )_′ = − 64 · 1 − 43 · 192 64^2 = 2 Ğăďăůă 15e. Ňőęěš. Ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ ń¿ąőě šăłőě a ≠ 0, ůšőąż a^′ = 0. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ŕřőśšőčő p ŕřőĺğćőďŋă£ (pa)^′ = 1 · a + pa^′ = a, ůšő ďăěš ŋăň ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ x^′ = a.

Ğăďăůă 16a. Şšćěřęďěŋĺě ńěčłő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ćśě ůĺśńă x^{(k)} ňőčşš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋż łăł ďřőąĺ ś őďĺŋăłőćżňĺ ğŋăňěŋăšěń£ňĺ. Ĺšăł, ŕşśšĳ x =^a_b , čďě b = p_1 · . . . · p_n (p_i { ŕřőśšżě ůĺśńă, ćőğňőęŋő řăćŋżě). Šőčďă ć łăůěśšćě ěďĺŋőčő ğŋăňěŋăšěń£ ňőęŋő ćğ£šĳ ůĺśńő M = p^{p1}_1 . . . p^{pn}_n . Šăł łăł b|M, šő x =^{C0}_M , čďě C_0 { űěńőě. Ŕőłăęěň, ůšő šőčďă ĺ x^′ =^{C1}_M , čďě C_1 { űěńőě. Ć śăňőň ďěńě, ŕőśłőńĳłş M^′ = nM, šő x^′ = (_{C0} M )_′ =^{C 00M−C0M 0}_{M2} =^{C 00−C0n}_M , ĺ ůĺśńő C^′_0 − C_0n, őůěćĺďŋő, űěńőě.

Ĺŋďşłűĺěľ ŕő k ŕőłăğżćăěň, ůšő x^{(k)} =^{Ck}_M , čďě C_k { űěńőě.

Şňŋőęĺň šěŕěřĳ ćś¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋă M. Ŕőśłőńĳłş őŋă śţőďĺńăśĳ, šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ űěńżţ ůĺśěń C_k šőęě śţőďĺšś£. Ŕő¡šőňş, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő ŋőňěřă, ćśě C_k, ă ğŋăůĺš ĺ x^{(k)}, śšăŋşš řăćŋżňĺ.