Ăńčěąřă ŕăřłěšőć. Ŕřőňěęşšőůŋżľ ťĺŋĺÿ

Ĺ.Ĺ. Ąőčďăŋőć, Č.Ř. Ůěńŋőłőć

August 4, 2003

Ĺśŕřăćńěŋĺ£ ĺ ďőŕőńŋěŋĺ£ ł şśńőćĺ£ň

ĆŊĹŇĂŊĹĚ!!! Şśńőćĺě ğăďăůĺ 6c) ĺśŕřăćńěŋő!!!

6c). Ďőłăęĺšě, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ťĺčşřłă śęĺňăěňă ńĺąő ć p řăğ, ńĺąő ć n/p řăğ. 7. Řăśśňăšřĺćă¿šś£ ŕăřłěšż ŋă łńěšůăšőň łćăďřăšě řăğňěřă p × p, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě śšőřőŋż łőšőřőčő őšőęďěśšćńěŋż (p { ŕřőśšőě; šăłőě łńěšőůŋőě ňŋőęěśšćő ňż ć ďăńĳŋěľÿěň ąşďěň ŋăğżćăšĳ šőřőň p × p). (İłćĺćăńěŋšŋă£ ŕěřěťőřňşńĺřőćłă: řăśśňăšřĺćă¿šś£ ŕőłřżšĺ£ łńěšůăšőľ ŕńőśłőśšĺ, śăňőśőćňěźă¿źĺěś£ łăł ŕřĺ ŕěřěŋőśě ŋă p łńěšőł ććěřţ, šăł ĺ ŕřĺ ŕěřěŋőśě ŋă p łńěšőł ćńěćő.)

Ŕşśšĳ F { p-ťĺčşřłă ŋă ¡šőň šőřě. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ řăćŋőśĺńĳŋż: (i) ŋă šőř ňőęŋő ŕőńőęĺšĳ ŋěśłőńĳłő šřăŋśń£šőć F šăł, ůšő łăęďă£ łńěšłă ŕőłřżšă řőćŋő k šřăŋśń£šăňĺ (k < p);

(ii) ŋă šőřě śşźěśšćşěš F-ŕăřłěš;

(iii) łńěšłĺ šőřă ňőęŋő šăł řăśłřăśĺšĳ ć p űćěšőć, ůšő ć łăęďőň F-šřăŋśń£šě ćśě űćěšă řăğńĺůŋż.

Řěÿěŋĺ£

Ŕřőŋşňěřşěň łńěšłĺ ťĺčşřłĺ F ůĺśńăňĺ őš 1 ďő n (n { ůĺśńő łńěšőł ťĺčşřłĺ). Šěŕěřĳ ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ďăŋŋă£ łńěšłă ĺňěěš ŋőňěř i őšŋőśĺšěńĳŋő ďăŋŋőčő šřăŋśń£šă, ěśńĺ ďăŋŋżľ šřăŋśń£š ŋăłřżćăěš ěě łńěšłőľ, śőőšćěšśšćş¿źěľ i-ľ łńěšłě ťĺčşřłĺ.

1. Ńěňňă 1. Őšňěšĺň ć ťĺčşřłě ŋěłőšőřş¿ łńěšłş. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő šăłĺţ łńěšőł, ůšő, ěśńĺ šřăŋśń£š F ńěęĺš őšňěůěŋŋőľ łńěšłőľ ŋă ŋăÿěľ, šő őŋ ŕőłřżćăěš łńěšłş A. Šőčďă ¡šő ňŋőęěśšćő ěśšĳ šřăŋśń£š ťĺčşřłĺ F, ş łőšőřőčő őšňěůěŋŋă£ łńěšłă ńěęĺš ŋă A.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő V ćěłšőřőć, śőěďĺŋ£¿źĺţ őšňěůěŋŋş¿ łńěšłş ťĺčşřłĺ śő ćśěňĺ ěě łńěšłăňĺ. Šőčďă őąă őŕĺśăŋŋżţ ňŋőęěśšćă łńěšőł, őůěćĺďŋő, śőćŕăďă¿š ś ňŋőęěśšćőň šăłĺţ łńěšőł X, ůšő ćěłšőř −→XA ńěęĺš ć V .

1a). Ŕřĺćěďěň ąĺěłűĺ¿ ňěęďş šřăŋśćěřśăń£ňĺ ťĺčşřłĺ F (ĺţ, őůěćĺďŋő, śšőńĳłő ęě, śłőńĳłő ĺ ş F) ĺ ŕăřłěšăňĺ ťĺčşřłĺ F. Ŕőńőęĺň ŋă łăęďş¿ łńěšłş ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă T ťĺčşřłş F őšňěůěŋŋőľ łńěšłőľ. Śőčńăśŋő Ńěňňě 1, łăęďă£ łńěšłă ŕőłřżšă śšőńĳłő řăğ, śłőńĳłő łńěšőł ňŋőęěśšćă T ŕőŕăďăěš ć śőőšćěšśšćş¿źĺľ šřăŋśń£š ťĺčşřłĺ F, š. ě. ňż ŕőńşůĺň F-ŕăřłěš řőćŋő šőčďă, łőčďă T ążńő šřăŋśćěřśăńĳ¿ ďń£ F.

1b). Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šřăŋśćěřśăńĳ. Ć łńěšłĺ šřăŋśćěřśăńĺ ŕőśšăćĺň ůĺśńă n−1, ă ć őśšăńĳŋżě −1. Ć łăęďżľ šřăŋśń£š ŕőŕăńő řőćŋő őďŋő ůĺśńő n − 1. (Ğďěśĳ n { ŕńőźăďĳ ťĺčşřłĺ.)

1c). Ŕăřłěš őďŋőğŋăůŋő ğăďăěšś£ śćőĺň ňŋőęěśšćőň ćżďěńěŋŋżţ łńěšőł, łőšőřőě £ćń£ěšś£ šřăŋśćěřśăńĳ¿ ďń£ F; ŕő ¡šőľ šřăŋśćěřśăńĺ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĄŤ ďń£ F. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ śńěďş¿źĺľ ŕşŋłš.

1d). Ŕşśšĳ řăśśšő£ŋĺě ňěęďş łřăľŋĺňĺ łńěšłăňĺ ťĺčşřłĺ řăćŋő d. Šőčďă ŕő ğŋăůěŋĺ£ň ĄŤ ŋă őšřěğłě ďńĺŋż d őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćă¿šś£ ćśě ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ. Ŕőśłőńĳłş ŋăąőřőć ğŋăůěŋĺľ łőŋěůŋőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺĺ ŋă łőŋěůŋőň őšřěğłě ěśšĳ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő, ŋăąőřż ğŋăůěŋĺľ ŋă ďćşţ őšřěğłăţ śőćŕăďşš. Ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś, śőćňěźă¿źĺľ ¡šĺ őšřěğłĺ, śăňőśőćňěźăěš ťşŋłűĺ¿.

1e)^♯. Śőčńăśŋő řěÿěŋĺ¿ ŕşŋłšă 1a), ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ć łăęďőň šřăŋśń£šě ŕăřłěšă ďń£ F ćżďěńĺšĳ őďŋş ĺ šş ęě łńěšłş, šő ŕőńşůĺšś£ šřăŋśćěřśăńĳ ďń£ F. Ŕőśšăćĺň ć łńěšłĺ ŕřőśšřăŋśšćă ůĺśńă őš 1 ďő n: ć łăęďş¿ łńěšłş ŕőśšăćĺň ŋőňěř ŕőŕăćÿěľ ŋă ŋěě łńěšłĺ šřăŋśń£šă. Ŕőłăęěň, ůšő ć ń¿ąőň šřăŋśń£šě ćśě ůĺśńă řăğńĺůŋż; őšś¿ďă, őůěćĺďŋő, ąşďěš śńěďőćăšĳ šřěąşěňőě.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ć ŋěłőšőřżľ šřăŋśń£š ŕőŕăńő ďćă őďĺŋăłőćżţ ůĺśńă (ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ { ěďĺŋĺűż). Ŕşśšĳ őŋĺ ŕőŕăńĺ ŋă łńěšłĺ A ĺ B, ğăŋşňěřőćăŋŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ŋăÿěčő šřăŋśń£šă ůĺśńăňĺ i ĺ j. Řăśśňőšřĺň śńěďş¿źĺě šřăŋśń£šż ŕăřłěšă: F_1 { šřăŋśń£š, ŕěřćă£ łńěšłă łőšőřőčő ŋăłřżćăěš łńěšłş A, F_2 { šřăŋśń£š, ŕěřćă£ łńěšłă łőšőřőčő ŋăłřżćăěš łńěšłş B. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő j-£ łńěšłă šřăŋśń£šă F_1 ĺ i-£ łńěšłă šřăŋśń£šă F_2 ŋăłřżćă¿š őďŋş ĺ šş ęě łńěšłş ŕřőśšřăŋśšćă, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš šőňş, ůšő šřăŋśń£šż ŕřĺŋăďńěęăš ŕăřłěšş.

2a). Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ŋőňěř šřăŋśń£šă { ¡šő ŋőňěř ěčő śăňőľ ńěćőľ łńěšłĺ. Ďń£ ŋşńěćőčő šřăŋśń£šă śşňňă řăćŋă ŋşń¿ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ łőřŋ£. Śşňňă ďń£ k-čő šřăŋśń£šă őšńĺůăěšś£ őš śşňňż ďń£ ŋşńěćőčő ďőňŋőęěŋĺěň ŋă ε^k, šő ěśšĳ šőęě řăćŋă ŋşń¿.

Ŕőłăęěň, ůšő ďěńăšĳ ś ťĺčşřłőľ ŋă ŕńőśłőśšĺ. Śŋăůăńă őŕřěďěńĺň ďń£ ťĺčşřłĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ śőőšćěšśšćş¿źĺľ ěľ ňŋőčőůńěŋ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň. Ğăŋşňěřşěň łńěšłĺ ŕńőśłőśšĺ ŕăřăňĺ űěńżţ ůĺśěń (łőőřďĺŋăšăňĺ śőőšćěšśšćş¿źěľ łńěšłĺ), ĺ řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋ P_F (x,y) = ∑ i,j: (i,j)-£ łńěšłă ŕřĺŋăďńěęĺš F x^iy^j Ŕőśłőńĳłş ňŋőčőůńěŋż, őšńĺůă¿źĺěś£ ďřşč őš ďřşčă ďőňŋőęěŋĺěň ŋă ňőŋőň x^ky^ℓ, śőőšćěšśšćş¿š šřăŋśń£šăň őďŋőľ ĺ šőľ ęě ťĺčşřłĺ, ňż ćřěň£ őš ćřěňěŋĺ ąşďěň őšőęďěśšćń£šĳ šăłĺě ňŋőčőůńěŋż.

Řăśśňőšřĺň ń¿ąş¿ ŕăřş łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń x_0 ≠0 ĺ y_0 ≠0, ůšő P_F (x_0,y_0)=0 (őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ¡šő şśńőćĺě śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ďőňŋőęěŋĺĺ P_F (x_0,y_0) = 0 ŋă űěńş¿ śšěŕěŋĳ ĺłśă ĺńĺ ĺčřěłă). Řăśśšăćĺň ć łńěšłĺ ŕńőśłőśšĺ ůĺśńă šăł: ć łńěšłş (i,j) ŕőśšăćĺň ůĺśńő x^i_0y^j_0. Ŕő śőőąřăęěŋĺ£ň, ăŋăńőčĺůŋżň őďŋőňěřŋőňş śńşůă¿, ŕőńşůăěň ąăřĳěřŋş¿ ťşŋłűĺ¿.

2b). Ŕşśšĳ F { n-ŕăřłěšŋă£ ťĺčşřłă. Řăśśňőšřĺň őšřěğőł ďńĺŋż n, őšňěšĺň ŋă ŋěň łńěšłĺ, ŋă łőšőřżţ ńěęăš ńěćżě łńěšłĺ ťĺčşřőł ŕăřłěšă, ĺ ŋăğőćěň ¡šő ňŋőęěśšćő łńěšőł \ţăřăłšěřőň ŕăřłěšă" G. Šőčďă şśńőćĺě, ůšő ďăŋŋőě ňŋőęěśšćő F-šřăŋśń£šőć őąřăğşěš ŕăřłěš, řăćŋőśĺńĳŋő śńěďş¿źěňş: ďń£ ń¿ąőčő 0 6 m 6 n − 1 ŋăľďşšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżě k,ℓ šăłĺě, ůšő k-£ ĺ ℓ-£ łńěšłĺ ŕřĺŋăďńěęăš śőőšćěšśšćěŋŋő ťĺčşřłăň F ĺ G, ŕřĺůěň k + ℓ = m; ŕřĺ őśšăńĳŋżţ ęě m šăłőľ ŕăřż ŋě śşźěśšćşěš. Ŋă £ğżłě ňŋőčőůńěŋőć ¡šő şšćěřęďěŋĺě ğăŕĺśżćăěšś£ šăł: P_F (x)P_G(x) = 1+x+···+x^{n−1}. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůĺńĺ, ůšő ňŋőčőůńěŋ P_F (x) £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň 1 + x + ··· + x^{n−1} = ∏ d|n, d>1 F_d(x), ćśě ňŋőęĺšěńĺ ŋěŕřĺćőďĺňż, ĺ ĺţ řőćŋő d(n), őšłşďă ĺ śńěďşěš šřěąşěňőě.

Ğăňěůăŋĺě. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ğăőďŋő ňż ďőłăğăńĺ śńěďş¿źěě: ń¿ąă£ n-ŕăřłěšŋă£ ťĺčşřłă śĺňňěšřĺůŋă (ĺąő ćśě ňŋőęĺšěńĺ śĺňňěšřĺůŋż) ĺ ŕőłřżšĺě ě¿ őšřěğłă ďńĺŋż n ěďĺŋśšćěŋŋő.

3. Ńěňňă 2. Ŕşśšĳ ε_1,...,ε_n { ćśě łőřŋĺ ĺğ 1 śšěŕěŋĺ n. Šőčďă ε^k_1 + ···+ ε^k_n = 0 ŕřĺ ń¿ąőň

1 6 k 6 n−1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ε_k = cos 2^{πk}_n +isin 2^{πk}_n = ε^k_1; šőčďă n∑ i=1 ε^k_i = n∑ i=1 ε^i_k = ε^{n+1}_k −ε_k ε_k −1 , ůšő řăćŋő ŋşń¿, š. ł. ε^n_k = 1, ŋő ε_k ≠ 1.

3a). Ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ć ćĺďě (1) ŕřěďśšăćń£¿šś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (b^{(i)}_k ) ćĺďă

b^{(i)}_k = { 1, ěśńĺ k −i . . n, 0, ĺŋăůě,

ŕőśłőńĳłş łăęďă£ n-ŕěřĺőďĺůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ěśšĳ ĺţ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£. Šřěąşěňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ĺňěěš ćĺď b^{(i)}_k = 1 n ( ε^{−i}_1 ε^k_1 +···+ε^{−i}_n ε^k_n ) śőčńăśŋő Ńěňňě 2.

3b). Ŕşśšĳ (a_k) { ŋăÿă ąăřĳěřŋă£ ťşŋłűĺ£. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ (a^{(i)}_k ) řăśśšăŋőćłş, ŕőńşůěŋŋş¿ ĺğ ŋěě śďćĺčőň ŋă i ćŕřăćő: a^{(i)}_k = a_{k−i}; ŕőŋ£šŋő, ůšő őŋă šăłęě £ćń£ěšś£ ąăřĳěřŋőľ ťşŋłűĺěľ ťĺčşřłĺ F. Śńěďőćăšěńĳŋő, ąăřĳěřŋőľ ąşďěš ĺ ťşŋłűĺ£

c^{(i)}_k = a_k +a^{(1)}_k ε_i +a^{(2)}_k ε^2_i +···+a^{(n−1)}_k ε^{n−1}_i ,

ŕőśłőńĳłş ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ąăřĳěřŋżţ ťşŋłűĺľ šăłęě £ćń£ěšś£ ąăřĳěřŋőľ. Őďŋăłő, ŕőďśšăćĺć £ćŋżľ ćĺď ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (a_k) ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ, ŕőńşůăěň

c^{(i)}_k = n−1∑ u=0 a_{k−u}ε^u_i = n−1∑ u=0 n∑ w=1 α_wε^{k−u}_w ε^u_i = n∑ w=1 α_wε^k_w n−1∑ u=0 ε^u_{i−w}. Őďŋăłő ŕřĺ ε_j ≠ 1 ĺňěěň ∑_{n−1} u=0 ε^u_j = 0, ŕőśłőńĳłş ε_j £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă x^n −1 = (x−1)(1+ ··· + x^{n−1}); ěśńĺ ęě ε_j = 1, šő ∑_{n−1} u=0 ε^u_j = n. Ŕő¡šőňş c^{(i)}_k = nα_iε^k_i £ćń£ěšś£ ąăřĳěřŋőľ ťşŋłűĺěľ, ŕő¡šőňş, ěśńĺ α_i ≠ 0, šő ε_i { łőřěŋĳ P_F , ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

3c). Ŕşśšĳ ŋěłőšőřżľ ŕăřłěš ĺňěěš ŕěřĺőď n. Ąăřĳěřŋă£ ťşŋłűĺ£, śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕăřłěšş, ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě (1). Ŕő¡šőňş ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ń¿ąă£ łőřŋěćă£ ťşŋłűĺ£, şůăśšćş¿źă£ ć ¡šőň řăğńőęěŋĺĺ, ŊŐŁ(n_i)-ŕěřĺőďĺůŋă.

Ŕşśšĳ ŕńőźăďĳ ťĺčşřłĺ řăćŋă m. Ğăňěšĺň, ůšő ŋőňěřă ćśěţ łńěšőł ťĺčşřłĺ ďă¿š řăğŋżě őśšăšłĺ ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă n, ĺŋăůě őďŋă łńěšłă ąşďěš ŕőłřżšă ďćşň£ ťĺčşřłăňĺ. Řăśśňőšřĺň ćśě ťĺčşřłĺ ŕăřłěšă, ńěćżě łńěšłĺ łőšőřżţ ńěęăš ŋă łńěšłăţ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő őśšăšłă. Łăęďă£ šăłă£ ťĺčşřłă ŕőłřżćăěš m łńěšőł, ĺňě¿źĺţ (ťĺłśĺřőćăŋŋżě!) řăğńĺůŋżě őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă n. Šőčďă ¡šĺ ťĺčşřłĺ ŕőłřżćă¿š ŕőńŋőśšĳ¿ łńěšłĺ ¡šĺţ őśšăšłőć, ĺ ć łăęďőň őšřěğłě ďńĺŋż n ¡šĺňĺ ťĺčşřłăňĺ ŕőłřżšő řőćŋő m łńěšőł. Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő ćśě łńěšłĺ ń¿ąőčő őšřěğłă ďńĺŋż n řăğąĺćă¿šś£ ŋă šăłĺě m-łĺ.

3d). Řăśśňőšřĺň ąăřĳěřŋş¿ ťşŋłűĺ¿, śőőšćěšśšćş¿źş¿ ŋăÿěľ šřăŋśćěřśăńĺ. Őŋă ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě (1), čďě ε_i { łőřŋĺ ĺğ 1, £ćń£¿źĺěś£ łőřŋ£ňĺ P_F . Šőčďă ůĺśńă ε_i = ε^{−1}_i £ćń£¿šś£, őůěćĺďŋő, łăł łőřŋ£ňĺ P_F , šăł ĺ łőřŋ£ňĺ P_F . Ŕő¡šőňş ŋăÿă ťşŋłűĺ£ £ćń£ěšś£ ąăřĳěřŋőľ ďń£ F, š. ě. šřăŋśćěřśăńĳ £ćń£ěšś£ šřăŋśćěřśăńĳ¿ ďń£ F, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.