Ăńčěąřă ŕăřłěšőć

Ĺ.Ĺ. Ąőčďăŋőć, Č.Ř. Ůěńŋőłőć

August 8, 2003

Ňż řăśśňăšřĺćăěň ąěśłőŋěůŋş¿ ć őąě śšőřőŋż łńěšůăšş¿ ŕőńőśłş ÿĺřĺŋż 1 (ă ć ğăďăůăţ 1 ĺ 2 { šăłęě łńěšůăšżě ŕńőśłőśšĳ ĺ ŕřőśšřăŋśšćő).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ťĺčşřłă ěśšĳ ŕřőĺğćőńĳŋőě łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő łńěšőł (ŋě őą£ğăšěńĳŋő ść£ğŋőě!). Šřăŋśń£šőň ťĺčşřłĺ ŋăğżćăěšś£ ěě őąřăğ ŕřĺ ŕăřăńńěńĳŋőň ŕěřěŋőśě (ŋă űěńżľ ćěłšőř). Ŕăřłěš { ¡šő ğăňőźěŋĺě ŕőńőśłĺ (ŕńőśłőśšĺ, ŕřőśšřăŋśšćă) šřăŋśń£šăňĺ őďŋőľ ťĺčşřłĺ. Ěśńĺ śşźěśšćşěš ŕăřłěš ĺğ šřăŋśń£šőć ďăŋŋőľ ťĺčşřłĺ, šő ťĺčşřłă ŋăğżćăěšś£ ŕăřłěšŋőľ.

Šřăŋśćěřśăńĳ¿ ťĺčşřłĺ F ŋăğżćăěšś£ šăłőě ňŋőęěśšćő łńěšőł, ůšő ć ń¿ąőň šřăŋśń£šě F śőďěřęĺšś£ řőćŋő őďŋă łńěšłă ¡šőčő ňŋőęěśšćă. Ąăřĳěřŋőľ ťşŋłűĺěľ ťĺčşřłĺ F ŋăğżćăěšś£ šăłă£ řăśśšăŋőćłă (łőňŕńěłśŋżţ) ůĺśěń ć łńěšłăţ, ůšő śşňňă ůĺśěń ć ń¿ąőň šřăŋśń£šě řăćŋă ŋşń¿. Řăśśšăŋőćłă ůĺśěń ŋăğżćăěšś£ őčřăŋĺůěŋŋőľ, ěśńĺ śşźěśšćşěš šăłőě M, ůšő ćśě ůĺśńă ŋě ŕřěćőśţőď£š M ŕő ňőďşń¿.

Ŕşŋłšż ŕőćżÿěŋŋőľ šřşďŋőśšĺ őšňěůěŋż ğćěğďőůłőľ. Ŕşŋłšż, ŋě £ćń£¿źĺěś£ ŋěőąţőďĺňżňĺ ďń£ ŕřőďćĺęěŋĺ£ ŕő čńăćŋőľ ńĺŋĺĺ ğăďăůĺ, őšňěůěŋż ğŋăłőň ♯.

1. Ć ¡šőň ŕşŋłšě ňż řăśśňăšřĺćăěň ŕăřłěšż ŋă łńěšůăšőň ŕřőśšřăŋśšćě ŕřőĺğćőńĳŋőľ řăğňěřŋőśšĺ.

1a). Ťĺčşřłă ŕăřłěšŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ş ŋěě ěśšĳ šřăŋśćěřśăńĳ; ąőńěě šőčő, ş ŋěě śšőńĳłő ęě řăğńĺůŋżţ ŕăřłěšőć (ň.ą. ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő!), śłőńĳłő řăğńĺůŋżţ šřăŋśćěřśăńěľ.

1b). Ěśńĺ ťĺčşřłă ŕăřłěšŋă, šő ş ŋěě ěśšĳ ŋěšřĺćĺăńĳŋă£ őčřăŋĺůěŋŋă£ ąăřĳěřŋă£ ťşŋłűĺ£. 1c). Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă őďŋőňěřŋőľ ŕőńőśłě ń¿ąőľ ŕăřłěš ŕěřĺőďĺůěŋ. 1d). Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă őďŋőňěřŋőľ ŕőńőśłě ń¿ąă£ ąăřĳěřŋă£ ťşŋłűĺ£ ťĺčşřłĺ, ŕřĺŋĺňă¿- źă£ łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő ğŋăůěŋĺľ, ŕěřĺőďĺůŋă.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ F ťĺčşřłş, ŕőńşůěŋŋş¿ ĺğ F űěŋšřăńĳŋőľ śĺňňěšřĺěľ (őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ ś ŕőńşűěńżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ).

1e)^♯. Šřăŋśćěřśăńĳ ďń£ ťĺčşřłĺ F £ćń£ěšś£ šăłęě šřăŋśćěřśăńĳ¿ ďń£ F. 1f)^♯. (Ğăďăůă Ă.§. Ąěńőćă ś 19 Šşřŋĺřă Čőřőďőć) Śăńťěšłă ĺňěěš ťőřňş ňŋőčőşčőńĳŋĺłă.

Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ řăćŋőśĺńĳŋż:

(i) Łăł ŋĺ ŕőńőęĺšĳ ŋěśłőńĳłő šřăŋśń£šőć šăłőľ śăńťěšłĺ ŋă śšőń, ćśěčďă ňőęŋő ćąĺšĳ ŋěśłőńĳłő čćőğďěľ šăł, ůšő łăęďă£ śăńťěšłă ŕřĺąĺšă řőćŋő őďŋĺň čćőğďěň;

(ii) Ĺğ šřăŋśń£šőć śăńťěšłĺ ňőęŋő ćżńőęĺšĳ ŕăřłěš.

2. Ğăŋşňěřşěň łńěšłĺ ŕőńőśłĺ űěńżňĺ ůĺśńăň ŕő ŕőř£ďłş šăł, ůšőąż śăňă£ ńěćă£ łńěšłă ťĺčşřłĺ ĺňěńă ŋőňěř 0. Śőŕőśšăćĺň ťĺčşřłě F ňŋőčőůńěŋ

P_F (x) = ∑ i: i-£ łńěšłă ŕřĺŋăďńěęĺš F x^i 2a). Ŕşśšĳ ε { łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă P_F (ğăňěšĺň, ůšő ε ≠ 0). Řăśśšăćĺň ć łńěšłĺ ůĺśńă šăł:

ć i-¿ łńěšłş ŕőśšăćĺň ε^i. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńşůěŋŋă£ řăśśšăŋőćłă £ćń£ěšś£ ąăřĳěřŋőľ ťşŋłűĺěľ ťĺčşřłĺ F. Šăłş¿ ąăřĳěřŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ łőřŋěćőľ. Śťőřňşńĺřşľšě ĺ ďőłăęĺšě ăŋăńőč ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ďń£ łńěšůăšőľ ŕńőśłőśšĺ.

2b)^♯. Ťĺčşřłă ŋăğżćăěšś£ n-ŕăřłěšŋőľ, ěśńĺ ěě ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ šřăŋśń£šăňĺ ňőęŋő ŕőłřżšĳ ŕőńőśłş ďńĺŋż n. Ďőłăęĺšě, ůšő łőńĺůěśšćő n-ŕăřłěšŋżţ ťĺčşřőł ŋě ąőńĳÿě, ůěň 2^{d(n)} (ğďěśĳ d(n) { łőńĺůěśšćő ŋăšşřăńĳŋżţ ďěńĺšěńěľ n, ňěŋĳÿĺţ n).

2c)^♯. Řăśśňăšřĺćăěšś£ łńěšůăšă£ ŕńőśłőśšĳ. Ťĺčşřłă F śőśšőĺš ĺğ ćśěţ łńěšőł (a,b):

0 6 a,b 6 2k; ťĺčşřłă G śőśšőĺš ĺğ ćśěţ łńěšőł (2a,2b): 0 6 a,b 6 2k. Ďőłăęĺšě, ůšő

ń¿ąă£ ąăřĳěřŋă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ F £ćń£ěšś£ šăłęě ąăřĳěřŋőľ ťşŋłűĺěľ ďń£ G.

2d)^♯. Řăśśňőšřĺň řăśśšăŋőćłĺ ć łńěšłăţ ŕńőśłőśšĺ őśšăšłőć ŕő ňőďşń¿ 2. Ŋăľďĺšě ćśě šăłĺě n, ůšő ń¿ąă£ řăśśšăŋőćłă, £ćń£¿źă£ś£ ąăřĳěřŋőľ ďń£ \şčőńłă" , £ćń£ěšś£ šăłęě ąăřĳěřŋőľ

ďń£ \šřěşčőńĳŋĺłă" śő śšőřőŋőľ n.

Ďăńěě ćő ćśěţ ğăďăůăţ řăśśňăšřĺćă¿šś£ šőńĳłő ğăňőźěŋĺ£ őďŋőňěřŋőľ ŕőńőśłĺ.

3. Łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő ε ŋăğżćă¿šś£ łőřŋěň n-ľ śšěŕěŋĺ ĺğ ěďĺŋĺűż, ěśńĺ ε^n = 1. Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ n { ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő šăłőě, ůšő ε^n = 1, šő ε ŋăğżćăěšś£ ŕřĺňĺšĺćŋżň łőřŋěň n-ľ śšěŕěŋĺ ĺğ ěďĺŋĺűż, ă n { śšěŕěŋĳ¿ ¡šőčő łőřŋ£. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕřĺňĺšĺćŋżţ łőřŋěľ n-ľ śšěŕěŋĺ ĺğ 1 ąşďěň őąőğŋăůăšĳ R_n.

3a). Ŕşśšĳ ěśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ a_k, ŕěřĺőďĺůŋă£ ś ŕěřĺőďőň ďńĺŋż n. Ďőłăęĺšě, ůšő őŋă ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě

a_k = α_1ε^k_1 +α_2ε^k_2 +...+α_nε^k_n, (1)

čďě ůĺśńă ε_i { ¡šő ćśě łőřŋĺ n-ľ śšěŕěŋĺ ĺğ ěďĺŋĺűż, α_i { ťĺłśĺřőćăŋŋżě (łőňŕńěłśŋżě) ůĺśńă.

3b). Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąă£ ŕěřĺőďĺůŋă£ ąăřĳěřŋă£ ťşŋłűĺ£ ťĺčşřłĺ F ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě (1), čďě ε_i ŕřőąěčă¿š ňŋőęěśšćő łőřŋěľ ĺğ ěďĺŋĺűż, £ćń£¿źĺţś£ łőřŋ£ňĺ ňŋőčőůńěŋă P_F .

3c). Ŕşśšĳ n_i { śšěŕěŋĺ łőřŋěľ ĺğ ěďĺŋĺűż, £ćń£¿źĺţś£ łőřŋ£ňĺ ňŋőčőůńěŋă ťĺčşřłĺ. Šőčďă ŕěřĺőď ń¿ąőčő ŕăřłěšă ďěńĺš ŊŐŁ(n_i) ĺ ďěńĺšś£ ŋă ŕńőźăďĳ ťĺčşřłĺ.

3d). Łăł ŕřĺ ŕőňőźĺ ¡šőľ šěţŋĺłĺ ďőłăğăšĳ ŕşŋłš 1e) (ďń£ ŕőńőśłĺ)?

4. (Őąőąźěŋĺě ğăďăůĺ Ś.Ń. Ąěřńőćă ś X łőŋťěřěŋűĺĺ ŠşřČőřă.) Ğďěśĳ ňż ţőšĺň ŋăľšĺ łřĺšěřĺľ ŕăřłěšŋőśšĺ ťĺčşřłĺ ĺğ p łńěšőł (p { ŕřőśšőě). Ťĺčşřłĺ ĺğ p łńěšőł ňż ć ďăńĳŋěľÿěň ąşďěň ŋăğżćăšĳ p-ťĺčşřłăňĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ťĺčşřłă ŋăğżćăěšś£ ŋěśęĺňăěňőľ, ěśńĺ ŕőŕăřŋżě řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş ěě łńěšłăňĺ ćğăĺňŋő ŕřőśšż ć śőćőłşŕŋőśšĺ (š.ě., ěśńĺ ŋěńĳğ£ ćżąřăšĳ \řăğřěęěŋĺě" ŋăÿěľ ŕőńőśłĺ, ć łőšőřőň ťĺčşřłă űěńĺłőň ńěęĺš). Ŕőŋ£šŋő, ůšő ďőśšăšőůŋő ĺśśńěďőćăšĳ ŕăřłěšŋőśšĳ ńĺÿĳ ŋěśęĺňăěňżţ ťĺčşřőł.

4a). Ş ňŋőčőůńěŋă p-ťĺčşřłĺ ěśšĳ łőřŋĺ ∈ R_pk , ŋě ąőńěě ůěň ďń£ őďŋőčő k. (Ŋăŕőňŋĺň, ůšő R_n { ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕřĺňĺšĺćŋżţ łőřŋěľ śšěŕěŋĺ n ĺğ 1.)

4b). Ěśńĺ ş p-ťĺčşřłĺ ěśšĳ łőřěŋĳ ∈ R_pk ŕřĺ k > 1, šő őŋă śęĺňăěňă. 4c)^∗. Ŕşśšĳ F { ŕăřłěšŋă£ ťĺčşřłă ŕńőźăďĺ n, ŕřőśšőě ůĺśńő p ďěńĺš n. Śłőńĳłő śşźěśšćşěš šăłĺţ k, ůšő ş ňŋőčőůńěŋă F ěśšĳ łőřŋĺ ∈ R_pk ?

4d). Ŋěśęĺňăěňă£ p-ťĺčşřłă ŕăřłěšŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŋőňěřă ćśěţ ěě łńěšőł ĺňě¿š řăğŋżě őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă p.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ (łőňŕńěłśŋżňĺ, etc.) łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ćżřăęěŋĺľ X_1, ..., X_n ŋăğżćăěšś£ ćżřăęěŋĺě ćĺďă a_1X_1 +...+a_nX_n, čďě a_i { řăűĺőŋăńĳŋżě (łőňŕńěłśŋżě, etc.) ůĺśńă.

5. Ğďěśĳ ňż śőąĺřăěňś£ ĺśśńěďőćăšĳ őąńăśšĳ, ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď (ĺ šőńĳłő!) ŋě ĺňě¿źş¿ ŋĺůěčő őąźěčő ś ŕőśńěďş¿źĺň. Ĺňěŋŋő, ňż ąşďěň ĺśśńěďőćăšĳ ňŋőčőůńěŋż ćĺďă P (x) = a_0 + a_1x+...+a_{n−1}x^{n−1} ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ šăłĺě, ůšő P (α) = 0, čďě α { ŕřĺňĺšĺćŋżľ łőřěŋĳ n-ľ śšěŕěŋĺ ĺğ 1. Šăłĺě ňŋőčőůńěŋż ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ n-łőřŋěćżňĺ.

Ŕşśšĳ n ďěńĺšś£ ŋă ŕřőśšőě p, n=pm. p-şčőńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ňŋőčőůńěŋ ćĺďă x^i +x^{i+m} +···+x^{i+(p−1)m}, i < m. 5a). Ďőłăęĺšě, ůšő p-şčőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ £ćń£ěšś£ n-łőřŋěćżň.

5b). Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ n-łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ ŕřěďśšăćń£ěšś£ łăł ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£

p-şčőńĳŋżţ (ŕřĺ řăğńĺůŋżţ p, ďěń£źĺţ n).

5c). Ěśńĺ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ĺśţőďŋőčő ňŋőčőůńěŋă ążńĺ űěńżňĺ, šő ěčő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ p-şčőńĳŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

5d). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ, ş łőšőřőčő ńĺÿĳ k łő¡ťťĺűĺěŋšőć őšńĺůŋż őš ŋşń£, £ćń£ěšś£ n-łőřŋěćżň, šő őŋ ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě łőňąĺŋăűĺĺ p-şčőńĳŋżţ ŕřĺ řăğńĺůŋżţ p 6 k.

5e)^♯. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ śşňňă ŕ£šĺ łőřŋěľ ĺğ 1 řăćŋă ŋşń¿, šő ¡šő ńĺąő ćěřÿĺŋż ŕřăćĺńĳŋőčő 5-şčőńĳŋĺłă, ńĺąő ćěřÿĺŋż ŕřăćĺńĳŋőčő 3-şčőńĳŋĺłă ĺ łőŋűż ďĺăňěšřă őłřşęŋőśšĺ |z| = 1. 5f)^♯. (Śťőřňşńĺřőćăŋ Ł.Ă. Łŋőŕőň) Ďăŋ ŕřăćĺńĳŋżľ n-şčőńĳŋĺł. Őŕĺÿĺšě ćśě ŕăřż šřěşčőńĳŋĺłőć, ćěřÿĺŋż łőšőřżţ £ćń£¿šś£ ćěřÿĺŋăňĺ n-şčőńĳŋĺłă, ă šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ňěďĺăŋ śőćŕăďă¿š.

6. Űěńĳ ďăŋŋőľ śěřĺĺ { ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ŋěśęĺňăěňőľ ŕăřłěšŋőľ p-ťĺčşřłĺ ěśšĳ ŋě ąőńěě őďŋőčő ŕăřłěšă (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă).

6a). Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő śőśšăćŋőčő n ěśšĳ ŋěśęĺňăěňă£ ťĺčşřłă ŕńőźăďĺ n, ďń£ łőšőřőľ śşźěśšćşěš ąőńěě őďŋőčő ŕăřłěšă.

6b). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ş p-ťĺčşřłĺ ěśšĳ ąőńěě őďŋőčő ŕăřłěšă, šő ş ěě ňŋőčőůńěŋă ěśšĳ łőřěŋĳ ŕőř£ďłă, ďěń£źěčőś£ ŋă p ĺ ąőńĳÿěčő p. Őąőğŋăůĺň ¡šőš ŕőř£ďőł n.

6c). Ďőłăęĺšě, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ťĺčşřłă śęĺňăěňă ńĺąő ć p řăğ, ńĺąő ć n/p řăğ.

7. (Ğăďăůă ążńă ďőąăćńěŋă ŋă ŕřőňěęşšőůŋőň ťĺŋĺÿě.) Řăśśňăšřĺćă¿šś£ ŕăřłěšż ŋă łńěšůăšőň łćăďřăšě řăğňěřă p×p, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě śšőřőŋż łőšőřőčő őšőęďěśšćńěŋż (p { ŕřőśšőě; šăłőě łńěšőůŋőě ňŋőęěśšćő ňż ć ďăńĳŋěľÿěň ąşďěň ŋăğżćăšĳ šőřőň p × p). (İłćĺćăńěŋšŋă£ ŕěřěťőřňşńĺřőćłă: řăśśňăšřĺćă¿šś£ ŕőłřżšĺ£ łńěšůăšőľ ŕńőśłőśšĺ, śăňőśőćňěźă¿- źĺěś£ łăł ŕřĺ ŕěřěŋőśě ŋă p łńěšőł ććěřţ, šăł ĺ ŕřĺ ŕěřěŋőśě ŋă p łńěšőł ćńěćő.)

Ŕşśšĳ F { p-ťĺčşřłă ŋă ¡šőň šőřě. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ řăćŋőśĺńĳŋż: (i) ŋă šőř ňőęŋő ŕőńőęĺšĳ ŋěśłőńĳłő šřăŋśń£šőć F šăł, ůšő łăęďă£ łńěšłă ŕőłřżšă řőćŋő k šřăŋśń£šăňĺ (k < p);

(ii) ŋă šőřě śşźěśšćşěš F-ŕăřłěš;

(iii) łńěšłĺ šőřă ňőęŋő šăł řăśłřăśĺšĳ ć p űćěšőć, ůšő ć łăęďőň F-šřăŋśń£šě ćśě űćěšă řăğńĺůŋż.

Śńěďş¿źĺňĺ ťăłšăňĺ ňőęŋő ŕőńĳğőćăšĳś£ ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă. Ă ňőęŋő ĺ ďőłăğăšĳ ... Ťăłš. a). Ňŋőčőůńěŋ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň řăśłńăďżćăěšś£ ŋă ŋěřăğńőęĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ±1 ĺ ŕěřěśšăŋőćłĺ śőňŋőęĺšěńěľ). Ňŋőčőůńěŋ ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ćĺďă a(x−x_1)...(x−x_n) (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěśšăŋőćłĺ śőňŋőęĺšěńěľ).

b). Łőřŋ£ňĺ ňŋőčőůńěŋă F_pk (x) = 1+x^{pk} �1 +x^{2pk} �1 +...+x^{(p−1)pk} �1 £ćń£ěšś£ ćśě ¡ńěňěŋšż R_pk ĺ šőńĳłő őŋĺ. İšőš ňŋőčőůńěŋ ŋěŕřĺćőďĺň (ŋăď Z), ŕő¡šőňş, ěśńĺ ş ňŋőčőůńěŋă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ěśšĳ łőřěŋĳ, ŕřĺŋăďńěęăźĺľ R_pk , šő őŋ ďěńĺšś£ ŋă F_pk .

c)^∗. Ňŋőčőůńěŋ F_n(x) = ∏ ε∈Rn (x−ε) ŋěŕřĺćőďĺň (ŋăď Z).

Řěÿěŋĺ£

Ŕřőŋşňěřşěň łńěšłĺ ťĺčşřłĺ F ůĺśńăňĺ őš 1 ďő n (n { ůĺśńő łńěšőł ťĺčşřłĺ). Šěŕěřĳ ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ďăŋŋă£ łńěšłă ĺňěěš ŋőňěř i őšŋőśĺšěńĳŋő ďăŋŋőčő šřăŋśń£šă, ěśńĺ ďăŋŋżľ šřăŋśń£š ŋăłřżćăěš ěě łńěšłőľ, śőőšćěšśšćş¿źěľ i-ľ łńěšłě ťĺčşřłĺ.

1. Ńěňňă 1. Őšňěšĺň ć ťĺčşřłě ŋěłőšőřş¿ łńěšłş. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő šăłĺţ łńěšőł, ůšő, ěśńĺ šřăŋśń£š F ńěęĺš őšňěůěŋŋőľ łńěšłőľ ŋă ŋăÿěľ, šő őŋ ŕőłřżćăěš łńěšłş A. Šőčďă ¡šő ňŋőęěśšćő ěśšĳ šřăŋśń£š ťĺčşřłĺ F, ş łőšőřőčő őšňěůěŋŋă£ łńěšłă ńěęĺš ŋă A.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő V ćěłšőřőć, śőěďĺŋ£¿źĺţ őšňěůěŋŋş¿ łńěšłş ťĺčşřłĺ śő ćśěňĺ ěě łńěšłăňĺ. Šőčďă őąă őŕĺśăŋŋżţ ňŋőęěśšćă łńěšőł, őůěćĺďŋő, śőćŕăďă¿š ś ňŋőęěśšćőň šăłĺţ łńěšőł X, ůšő ćěłšőř −→XA ńěęĺš ć V .

1a). Ŕřĺćěďěň ąĺěłűĺ¿ ňěęďş šřăŋśćěřśăń£ňĺ ťĺčşřłĺ F (ĺţ, őůěćĺďŋő, śšőńĳłő ęě, śłőńĳłő ĺ ş F) ĺ ŕăřłěšăňĺ ťĺčşřłĺ F. Ŕőńőęĺň ŋă łăęďş¿ łńěšłş ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă T ťĺčşřłş F őšňěůěŋŋőľ łńěšłőľ. Śőčńăśŋő Ńěňňě 1, łăęďă£ łńěšłă ŕőłřżšă śšőńĳłő řăğ, śłőńĳłő łńěšőł ňŋőęěśšćă T ŕőŕăďăěš ć śőőšćěšśšćş¿źĺľ šřăŋśń£š ťĺčşřłĺ F, š. ě. ňż ŕőńşůĺň F-ŕăřłěš řőćŋő šőčďă, łőčďă T ążńő šřăŋśćěřśăńĳ¿ ďń£ F.

1b). Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šřăŋśćěřśăńĳ. Ć łńěšłĺ šřăŋśćěřśăńĺ ŕőśšăćĺň ůĺśńă n−1, ă ć őśšăńĳŋżě −1. Ć łăęďżľ šřăŋśń£š ŕőŕăńő řőćŋő őďŋő ůĺśńő n − 1. (Ğďěśĳ n { ŕńőźăďĳ ťĺčşřłĺ.)

1c). Ŕăřłěš őďŋőğŋăůŋő ğăďăěšś£ śćőĺň ňŋőęěśšćőň ćżďěńěŋŋżţ łńěšőł, łőšőřőě £ćń£ěšś£ šřăŋśćěřśăńĳ¿ ďń£ F; ŕő ¡šőľ šřăŋśćěřśăńĺ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĄŤ ďń£ F. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ śńěďş¿źĺľ ŕşŋłš.

1d). Ŕşśšĳ řăśśšő£ŋĺě ňěęďş łřăľŋĺňĺ łńěšłăňĺ ťĺčşřłĺ řăćŋő d. Šőčďă ŕő ğŋăůěŋĺ£ň ĄŤ ŋă őšřěğłě ďńĺŋż d őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćă¿šś£ ćśě ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ. Ŕőśłőńĳłş ŋăąőřőć ğŋăůěŋĺľ łőŋěůŋőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺĺ ŋă łőŋěůŋőň őšřěğłě ěśšĳ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő, ŋăąőřż ğŋăůěŋĺľ ŋă ďćşţ őšřěğłăţ śőćŕăďşš. Ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś, śőćňěźă¿źĺľ ¡šĺ őšřěğłĺ, śăňőśőćňěźăěš ťşŋłűĺ¿.

1e)^♯. Śőčńăśŋő řěÿěŋĺ¿ ŕşŋłšă 1a), ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ć łăęďőň šřăŋśń£šě ŕăřłěšă ďń£ F ćżďěńĺšĳ őďŋş ĺ šş ęě łńěšłş, šő ŕőńşůĺšś£ šřăŋśćěřśăńĳ ďń£ F. Ŕőśšăćĺň ć łńěšłĺ ŕřőśšřăŋśšćă ůĺśńă őš 1 ďő n: ć łăęďş¿ łńěšłş ŕőśšăćĺň ŋőňěř ŕőŕăćÿěľ ŋă ŋěě łńěšłĺ šřăŋśń£šă. Ŕőłăęěň, ůšő ć ń¿ąőň šřăŋśń£šě ćśě ůĺśńă řăğńĺůŋż; őšś¿ďă, őůěćĺďŋő, ąşďěš śńěďőćăšĳ šřěąşěňőě.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ć ŋěłőšőřżľ šřăŋśń£š ŕőŕăńő ďćă őďĺŋăłőćżţ ůĺśńă (ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ { ěďĺŋĺűż). Ŕşśšĳ őŋĺ ŕőŕăńĺ ŋă łńěšłĺ A ĺ B, ğăŋşňěřőćăŋŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ŋăÿěčő šřăŋśń£šă ůĺśńăňĺ i ĺ j. Řăśśňőšřĺň śńěďş¿źĺě šřăŋśń£šż ŕăřłěšă: F_1 { šřăŋśń£š, ŕěřćă£ łńěšłă łőšőřőčő ŋăłřżćăěš łńěšłş A, F_2 { šřăŋśń£š, ŕěřćă£ łńěšłă łőšőřőčő ŋăłřżćăěš łńěšłş B. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő j-£ łńěšłă šřăŋśń£šă F_1 ĺ i-£ łńěšłă šřăŋśń£šă F_2 ŋăłřżćă¿š őďŋş ĺ šş ęě łńěšłş ŕřőśšřăŋśšćă, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš šőňş, ůšő šřăŋśń£šż ŕřĺŋăďńěęăš ŕăřłěšş.

1f)^♯. Ůěśšŋő čőćőř£, ăćšőřż, ćżďăćă£ ¡šş ğăďăůş, ŋě ćŕőńŋě őśőğŋăćăńĺ, ś łăłĺňĺ šěţŋĺůěśłĺňĺ šřşďŋőśš£ňĺ śőŕř£ęěŋő ěě řěÿěŋĺě (šěň ŕřĺ£šŋěě, ůšő ŋă łőŋťěřěŋűĺĺ ěě řěÿĺńĺ, ţőš£ ĺ ŋě ś ňăłśĺňăńĳŋőľ śšřőčőśšĳ¿) ...

Őąőğŋăůĺň śăńťěšłş F. Ŕěřěťőřňşńĺřşěň ğăďăůş śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Őšňěšĺň ć śăńťěšłě ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ šőůłş. Ňŋőęěśšćő őšňěůěŋŋżţ šőůěł šěţ śăńťěšőł, łőšőřżě ğăďěšż ďăŋŋżň čćőğďěň, őąřăğş¿š šřăŋśń£š śăńťěšłĺ F, ńěęăźĺľ őšňěůěŋŋőľ šőůłőľ ŋă čćőğďě. Ŕő¡šőňş şśńőćĺě (i) ňőęŋő ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ šăł:

(iii) Łăł ŋĺ őšňěšĺšĳ ŋěśłőńĳłő šőůěł ŋă ŕńőśłőśšĺ, ŋăľďşšś£ šăłĺě šřăŋśń£šż śăńťěšłĺ F, ůšő łăęďş¿ őšňěůěŋŋş¿ šőůłş ŕőłřżćăěš řőćŋő őďĺŋ šřăŋśń£š.

Ŕőŋ£šŋő, ůšő ěśńĺ śşźěśšćşěš F-ŕăřłěš (š. ě. ćżŕőńŋ£ěšś£ (ii)), šő ćżŕőńŋ£ěšś£ šăłęě ĺ (iii). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ňż ŕěřěŋěśěň ŕăřłěš šăł, ůšő ŋĺ őďŋă ĺğ őšňěůěŋŋżţ šőůěł ŋě ńěčńă ŋă čřăŋĺűş ťĺčşřłĺ, šő ŕőśńě ¡šőčő ňőęŋő ćżąřăšĳ šě ťĺčşřłĺ, ć łőšőřżţ ěśšĳ őšňěůěŋŋżě šőůłĺ. Ňŋőęěśšćő \ğăŕřěźěŋŋżţ" ŕěřěŋőśőć ďń£ őďŋőľ šőůłĺ ěśšĳ čřăŋĺűă ťĺčşřőł ŕăřłěšă. Ŕőŋ£šŋő (ŕőůěňş?), ůšő ŋěśłőńĳłő šăłĺţ ňŋőęěśšć ŋě ňőčşš ŕőłřżšĳ ŕńőśłőśšĳ, ŕő¡šőňş šăł ŕěřěŋěśšĺ ŕăřłěš ňőęŋő.

Ĺďě£ őąřăšŋőčő ŕěřěţőďă ((iii) =⇒ (ii)) šăłęě ŕřőśšă. Őšňěšĺň \őůěŋĳ ŕńőšŋő" šőůłĺ ŋă ąőńĳÿőň łşśłě ŕńőśłőśšĺ. Ćőğĳňěň šřăŋśń£šż, ŕőłřżćă¿źĺě łăęďş¿ ĺğ ŋĺţ ŕő řăğş; šőčďă őŋĺ őąřăğş¿š \ŕőůšĺ ŕăřłěš" ŋă ¡šőň łşśłě. Ğŋăůĺš, ŋăćěřŋőě, ĺ ŕăřłěš ŋăľďěšś£. Ŕőśńěďş¿źă£ ůăśšĳ řěÿěŋĺ£ ŕőść£źěŋă ťőřňăńĺğăűĺĺ ¡šőčő řăśśşęďěŋĺ£.

Ńěňňă ő łőňŕăłšŋőśšĺ. Ďăŋż k ąěśłőŋěůŋżţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ (a^{(i)}n ),

i = 1,...,k. Šőčďă śşźěśšćşěš šăłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺŋďěłśőć j_1,j_2,..., ůšő ŕřĺ łăęďőň i ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ a^{(i)}_{j1} ,a^{(i)}_{j2} ,a^{(i)}_{j3} ,... śţőďĺšś£.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő k. Ďń£ k = 1 şšćěřęďěŋĺě ţőřőÿő ĺğćěśšŋő. Ŕşśšĳ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ (a^{(i)}n ) (i = 1,...,k −1) şęě ŋăľďěŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ p_1,p_2,.... Řăśśňőšřĺň (őčřăŋĺůěŋŋş¿!) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (b_n), b_n = a^{(k)}p_n ĺ ćżąěřěň šăłş¿ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺŋďěłśőć q_1,q_2,..., ůšő (b_{qr} ) śţőďĺšś£. Šőčďă ć łăůěśšćě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (j_d) ňőęŋő ćżąřăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ p_{q1} ,p_{q2} ,....

Ćżąěřěň ěďĺŋĺűş ĺğňěřěŋĺ£ šăł, ůšőąż śăńťěšłă ŕőňěźăńăśĳ ć łćăďřăš 1 × 1; ŕşśšĳ ŕńőźăďĳ śăńťěšłĺ řăćŋă S. Ŕşśšĳ řăśśšăŋőćłă őšňěůěŋŋżţ šőůěł V_i śőśšőĺš ĺğ ćśěţ šőůěł ćŋşšřĺ łćăďřăšă 2i × 2i ś űěŋšřőň ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš ĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ćĺďă (_p 2i ;^q_{2i} ) , čďě p,q ∈ Z; W_i { śőőšćěšśšćş¿źă£ ¡šőľ řăśśšăŋőćłě řăśłńăďłă F-šřăŋśń£šőć. §śŋő, ůšő řăśłńăďłă W_i ąşďěš ŕřăćĺńĳŋőľ řăśłńăďłőľ ďń£ V_ℓ ŕřĺ ℓ < i (šăł łăł V_ℓ ⊂ V_i); ŕő¡šőňş ňż ňőęěň, ěśńĺ ŋăďő, ğăňěŋĺšĳ W_ℓ ŋă W_i. Ňż ąşďěň ŕőńĳğőćăšĳś£ ¡šĺň ć śńěďş¿źěľ śĺšşăűĺĺ: ěśńĺ ćżąřăŋă ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ W_{i1} , W_{i2} , ... (i_1 < i_2 < ···), šő ćśě ŕřőňěęşšőůŋżě W_j ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă śőőšćěšśšćş¿źĺě ůńěŋż ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ąşďěň ¡šő ďěńăšĳ śő ćśěňĺ W_j ŕřĺ j ¿ k, łőčďă ňż ćżŕőńŋ£ěň k-ľ ÿăč.

Ŋă k-ň ÿăčě ğăťĺłśĺřşěň łćăďřăš 2k×2k. Ďń£ ń¿ąőčő W_i ŋăÿ łćăďřăš ŕěřěśěłăěš ŋě ąőńĳÿě, ůěň 4(k+1)^2/S šřăŋśń£šőć ĺğ W_i, š. ł. ń¿ąőľ šăłőľ šřăŋśń£š ńěęĺš ć łćăďřăšě 2(k+1)×2(k+1). Ŕő¡šőňş ňőęŋő ćżąřăšĳ šăłş¿ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ůšő ĺţ łőńĺůěśšćő ŕőśšő£ŋŋő (ĺ, śőčńăśŋő ŕřěďżďşźěňş ğăňěůăŋĺ¿, śůĺšăšĳ, ůšő ćő ćśěţ W_i, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő, ¡šő łőńĺůěśšćő ŕőśšő£ŋŋő). Ŕşśšĳ (x^{(1)}_i ,y^{(1)}_i ),...,(x^{(d)}_i ,y^{(d)}_i ) { łőőřďĺŋăšż őšňěůěŋŋżţ šőůěł ć ¡šĺţ šřăŋśń£šăţ. Šőčďă ŕő Ńěňňě ňőęŋő ćżąřăšĳ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺŋďěłśőć šăłş¿, ůšő ćśě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (x_{ij} ), (y_{ij} ) śţőď£šś£. Śŋőćă ğăňěŋĺň ćśě őśšăńĳŋżě W_j ĺ ŕěřěľďěň ł (k +1)-ňş ÿăčş. Ğăňěšĺň, ůšő ŕřěďěńĳŋőě ŕőńőęěŋĺě šřăŋśń£šőć ŕőśńě k-čő ÿăčă ŕőłřżćăěš ćśě V_k, ŕřĺůěň łăęďă£ šőůłă ĺğ V_k ńĺąő ŕőłřżšă šőńĳłő őďŋĺň šřăŋśń£šőň, ńĺąő ŋě ńěęĺš ćŋşšřĺ ŋĺłăłőčő šřăŋśń£šă.

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŕőśńě k ÿăčőć ŕřőűěśśă ŕěřćżě k ůńěŋőć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕěřěśšă¿š ĺğňěŋ£šĳś£; ŕő¡šőňş ňż ňőęěň čőćőřĺšĳ ő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăśłńăďőł, ŕőńşůĺćÿěľś£ ć řěğşńĳšăšě ŕřőűěśśă. Ďăńěě, ŕőńşůĺćÿĺěś£ ć řěğşńĳšăšě ŕřőűěśśă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ šřăŋśń£šőć, ŕěřěśěłă¿źĺţ łćăďřăš 2k × 2k, śţőď£šś£ (śőąśšćěŋŋő, ¡šőčő-šő ňż ĺ ďőąĺćăńĺśĳ, őřčăŋĺğş£ ¡šőš ŕřőűěśś); ŕő¡šőňş ňőęŋő čőćőřĺšĳ ő ŕřěďěńĳŋőň řăśŕřěďěńěŋĺĺ šřăŋśń£šőć ŕő ćśěľ ŕńőśłőśšĺ (řăśśňőšřĺň ŕřěďěńĳŋőě ŕőńőęěŋĺě ć łćăďřăšě 2×2, řăśÿĺřĺň ěčő ďő ŕřěďěńĳŋőčő ŕőńőęěŋĺ£ ć 4×4 etc.).

Ŕőłăęěň (şť!), ůšő ¡šő ŕăřłěš. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ěśšĳ šőůłă, ŋěŕőłřżšă£ ŋĺ őďŋĺň šřăŋśń£šőň (śłăęěň, ć łćăďřăšě 2k ×2k), šő ŋěŕőłřżš šăłęě ňăńěŋĳłĺľ łřşč ś űěŋšřőň ć ¡šőľ šőůłě; őďŋăłő ć ¡šőň łřşčě ěśšĳ šőůłă łăłőčő-šő ňŋőęěśšćă V_ℓ (ŕřĺ ℓ > k), łőšőřă£ ŕőłřżšă łăłĺň-šő ŕřěďěńĳŋżň šřăŋśń£šőň. Ěśńĺ ęě łăłă£-šő šőůłă ŕőłřżšă ďćăęďż (ćŋşšřěŋŋőśšĳ¿ ďćşţ šřăŋśń£šőć!), šő ěśšĳ ňăńěŋĳłĺľ łřşč, ŕőłřżšżľ ďćăęďż, ůěčő ŋě ňőęěš ążšĳ ŕő šěň ęě śőőąřăęěŋĺ£ň.

2a). Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ŋőňěř šřăŋśń£šă { ¡šő ŋőňěř ěčő śăňőľ ńěćőľ łńěšłĺ. Ďń£ ŋşńěćőčő šřăŋśń£šă śşňňă řăćŋă ŋşń¿ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ łőřŋ£. Śşňňă ďń£ k-čő šřăŋśń£šă őšńĺůăěšś£ őš śşňňż ďń£ ŋşńěćőčő ďőňŋőęěŋĺěň ŋă ε^k, šő ěśšĳ šőęě řăćŋă ŋşń¿.

Ŕőłăęěň, ůšő ďěńăšĳ ś ťĺčşřłőľ ŋă ŕńőśłőśšĺ. Śŋăůăńă őŕřěďěńĺň ďń£ ťĺčşřłĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ śőőšćěšśšćş¿źĺľ ěľ ňŋőčőůńěŋ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň. Ğăŋşňěřşěň łńěšłĺ ŕńőśłőśšĺ ŕăřăňĺ űěńżţ ůĺśěń (łőőřďĺŋăšăňĺ śőőšćěšśšćş¿źěľ łńěšłĺ), ĺ řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋ P_F (x,y) = ∑ i,j: (i,j)-£ łńěšłă ŕřĺŋăďńěęĺš F x^iy^j

Ŕőśłőńĳłş ňŋőčőůńěŋż, őšńĺůă¿źĺěś£ ďřşč őš ďřşčă ďőňŋőęěŋĺěň ŋă ňőŋőň x^ky^ℓ, śőőšćěšśšćş¿š šřăŋśń£šăň őďŋőľ ĺ šőľ ęě ťĺčşřłĺ, ňż ćřěň£ őš ćřěňěŋĺ ąşďěň őšőęďěśšćń£šĳ šăłĺě ňŋőčőůńěŋż.

Řăśśňőšřĺň ń¿ąş¿ ŕăřş łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń x_0 ≠0 ĺ y_0 ≠0, ůšő P_F (x_0,y_0)=0 (őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ¡šő şśńőćĺě śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ďőňŋőęěŋĺĺ P_F (x_0,y_0) = 0 ŋă űěńş¿ śšěŕěŋĳ ĺłśă ĺńĺ ĺčřěłă). Řăśśšăćĺň ć łńěšłĺ ŕńőśłőśšĺ ůĺśńă šăł: ć łńěšłş (i,j) ŕőśšăćĺň ůĺśńő x^i_0y^j_0. Ŕő śőőąřăęěŋĺ£ň, ăŋăńőčĺůŋżň őďŋőňěřŋőňş śńşůă¿, ŕőńşůăěň ąăřĳěřŋş¿ ťşŋłűĺ¿.

2b). Ŕşśšĳ F { n-ŕăřłěšŋă£ ťĺčşřłă. Řăśśňőšřĺň őšřěğőł ďńĺŋż n, őšňěšĺň ŋă ŋěň łńěšłĺ, ŋă łőšőřżţ ńěęăš ńěćżě łńěšłĺ ťĺčşřőł ŕăřłěšă, ĺ ŋăğőćěň ¡šő ňŋőęěśšćő łńěšőł \ţăřăłšěřőň ŕăřłěšă" G. Šőčďă şśńőćĺě, ůšő ďăŋŋőě ňŋőęěśšćő F-šřăŋśń£šőć őąřăğşěš ŕăřłěš, řăćŋőśĺńĳŋő śńěďş¿źěňş: ďń£ ń¿ąőčő 0 6 m 6 n − 1 ŋăľďşšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżě k,ℓ šăłĺě, ůšő k-£ ĺ ℓ-£ łńěšłĺ ŕřĺŋăďńěęăš śőőšćěšśšćěŋŋő ťĺčşřłăň F ĺ G, ŕřĺůěň k + ℓ = m; ŕřĺ őśšăńĳŋżţ ęě m šăłőľ ŕăřż ŋě śşźěśšćşěš. Ŋă £ğżłě ňŋőčőůńěŋőć ¡šő şšćěřęďěŋĺě ğăŕĺśżćăěšś£ šăł: P_F (x)P_G(x) = 1+x+···+x^{n−1}. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůĺńĺ, ůšő ňŋőčőůńěŋ P_F (x) £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň 1 + x + ··· + x^{n−1} = ∏ d|n, d>1 F_d(x), ćśě ňŋőęĺšěńĺ ŋěŕřĺćőďĺňż, ĺ ĺţ řőćŋő d(n), őšłşďă ĺ śńěďşěš šřěąşěňőě.

Ğăňěůăŋĺě. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ğăőďŋő ňż ďőłăğăńĺ śńěďş¿źěě: ń¿ąă£ n-ŕăřłěšŋă£ ťĺčşřłă śĺňňěšřĺůŋă (ĺąő ćśě ňŋőęĺšěńĺ śĺňňěšřĺůŋż) ĺ ŕőłřżšĺě ě¿ őšřěğłă ďńĺŋż n ěďĺŋśšćěŋŋő.

2c). Ğăňěšĺň, ůšő ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ąăřĳěřŋş¿ ťşŋłűĺ¿ (ĄŤ) ňŋőčőůńěŋă. Ŋăň ďőśšăšőůŋő čőćőřĺšĳ, ůšő ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ śőőšćěšśšćşěš ŋěłőšőřőľ ťĺčşřłě (šő ěśšĳ ĺňěěš łő¡ťťĺűĺěŋšż 0 ĺ 1), šő ąăřĳěřŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ¡šőľ ťĺčşřłĺ ňż šăłęě ąşďěň ŋăğżćăšĳ ąăřĳěřŋőľ ťşŋłűĺěľ ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă. Ůĺšăšěń¿ ŕřěďőśšăćń£ěšś£ ŕőďşňăšĳ, łăł őŕřěďěńĺšĳ ąăřĳěřŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă.

Őšňěšĺň, ůšő ěśńĺ ŋěłőšőřă£ řăśśšăŋőćłă ůĺśěń £ćń£ěšś£ ĄŤ ďń£ ňŋőčőůńěŋă P , šő őŋă £ćń£ěšś£ ąăřĳěřŋőľ ĺ ďń£ ňŋőčőůńěŋă P Q ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň ňŋőčőůńěŋě Q (ěśńĺ, łőŋěůŋő, ňż ňőęěň čőćőřĺšĳ ő ĄŤ ňŋőčőůńěŋă P Q). Ć śăňőň ďěńě, ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň ŕőńőęěŋĺĺ ťĺčşřłĺ P Q śşňňă ŕő ŋěľ £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ŋěśłőńĳłĺţ śşňň ďń£ ťĺčşřłĺ P , łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ řăćŋă ŋşń¿.

Ĺšăł: P_F = (1 + x + ···+ x^{2k})(1 + y + ···+ y^{2k}) P_G = (1 + x^2 + x^4 + ··· + x^{4k})(1 + y^2 + y^4 + ···+ y^{4k}). Ğăňěůăŋĺě, ůšő P_G = P_F (1−x+x^2 −···+x^{2k})(1−y +y^2 −···+y^{2k}) ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő.

2d). Őšćěš. Ŕřĺ ń¿ąőň n, ĺňě¿źěň ćĺď n = 2^k −2 ŕřĺ k > 1.

Ŕőłăęěň śŋăůăńă, ůšő n ŕőďţőďĺš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ňŋőčőůńěŋ \šřěşčőńĳŋĺłă" Q_n(x,y) = ∑ i+j6n−1 x^iy^j ďěńĺšś£ ŋă ňŋőčőůńěŋ \şčőńłă" P (x,y) = 1+x+y (ňż śůĺšăěň, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋőć šăłęě ńěęăš ć Z_2). Ěśńĺ ďěńĺšś£, šő şšćěřęďěŋĺě ćěřŋő ŕő śőőąřăęěŋĺ£ň, ăŋăńőčĺůŋżň ŕřěďżďşźěňş řěÿěŋĺ¿. Ŕşśšĳ Q_n(x,y) ŋě ďěńĺšś£ ŋă P (x,y). Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ćżůĺšăŋĺěň ňŋőčőůńěŋă, łřăšŋőčő P (x,y), ňőęŋő ŕőŋĺğĺšĳ śšěŕěŋĳ Q(x,y) ŕő y. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň, ůšő Q_n(x,y) = P (x,y)R(x,y)+T (x), ŕřĺůěň T (x) ≠ 0. Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő ňőęŋő ŋăľšĺ ĄŤ \şčőńłă", ş łőšőřőľ ć ďăŋŋőľ śšřőůłě śšő£š ń¿ążě ŋăŕěřěď ğăďăŋŋżě ůĺśńă (ŋă

śăňőň ďěńě, ĄŤ \şčőńłă" őďŋőğŋăůŋő ğăďăěšś£ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć śńěďş¿źĺţ łńěšłăţ: ); ńěčłő ŕőďőąřăšĳ ¡šĺ ůĺśńă šăł, ůšő şęě ¡šă śšřőůłă ŋě ąşďěš ąăřĳěřŋőľ ďń£ T (x), ă, śńěďőćăšěńĳŋő, ćś£ řăśśšăŋőćłă ŋě £ćń£ěšś£ ąăřĳěřŋőľ ďń£ Q_n(x,y).

Ćż£śŋĺň šěŕěřĳ, ŕřĺ łăłĺţ n ňŋőčőůńěŋ Q_n ďěńĺšś£ ŋă P . Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ ŋěůěšŋőň n őŋ ŋă P ŋě ďěńĺšś£ (ďőśšăšőůŋő ŕőďśšăćĺšĳ x = 1, y = 0). Ŕşśšĳ n ůěšŋő. Šőčďă Q_n(x,y) =

Q_{n/2}(x^2,y^2)P (x,y) + xyQ_{n/2−1}(x^2,y^2). Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő (a + b)^2 = a^2 + b^2 + 2ab = a^2 + b^2 (ćżůĺśńěŋĺ£ ĺďşš ŕő ňőďşń¿ 2), ŕő¡šőňş Q_{n/2−1}(x^2,y^2) = Q_{n/2−1}(x,y)^2. Ŕő¡šőňş, ěśńĺ n ŕőďţőďĺš, šő ĺ n/2 − 1 ŕőďţőďĺš; şůĺšżćă£, ůšő ňĺŋĺňăńĳŋőě ŕőďţőď£źěě n řăćŋő 2, ńěčłő ŕőńşůĺšĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ, ůšő ćśě ŕőďţőď£źĺě n ĺňě¿š ćĺď, şłăğăŋŋżľ ć őšćěšě.

3. Ńěňňă 2. Ŕşśšĳ ε_1,...,ε_n { ćśě łőřŋĺ ĺğ 1 śšěŕěŋĺ n. Šőčďă ε^k_1 + ···+ ε^k_n = 0 ŕřĺ ń¿ąőň

1 6 k 6 n−1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ε_k = cos 2πk n +isin 2πk n = ε^k_1; šőčďă n∑ i=1 ε^k_i = n∑ i=1 ε^i_k = ε^{n+1}_k −ε_k ε_k −1 , ůšő řăćŋő ŋşń¿, š. ł. ε^n_k = 1, ŋő ε_k ≠ 1.

3a). Ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ć ćĺďě (1) ŕřěďśšăćń£¿šś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (b^{(i)}_k ) ćĺďă

b^{(i)}_k = { 1, ěśńĺ k −i.n, 0, ĺŋăůě,

ŕőśłőńĳłş łăęďă£ n-ŕěřĺőďĺůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ěśšĳ ĺţ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£. Šřěąşěňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ĺňěěš ćĺď

b^{(i)}_k = 1 n ( ε^{−i}_1 ε^k_1 +···+ε^{−i}_n ε^k_n ) śőčńăśŋő Ńěňňě 2.

3b). Ŕşśšĳ (a_k) { ŋăÿă ąăřĳěřŋă£ ťşŋłűĺ£. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ (a^{(i)}_k ) řăśśšăŋőćłş, ŕőńşůěŋŋş¿ ĺğ ŋěě śďćĺčőň ŋă i ćŕřăćő: a^{(i)}_k = a_{k−i}; ŕőŋ£šŋő, ůšő őŋă šăłęě £ćń£ěšś£ ąăřĳěřŋőľ ťşŋłűĺěľ ťĺčşřłĺ F. Śńěďőćăšěńĳŋő, ąăřĳěřŋőľ ąşďěš ĺ ťşŋłűĺ£

c^{(i)}_k = a_k +a^{(1)}_k ε_i +a^{(2)}_k ε^2_i +···+a^{(n−1)}_k ε^{n−1}_i ,

ŕőśłőńĳłş ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ąăřĳěřŋżţ ťşŋłűĺľ šăłęě £ćń£ěšś£ ąăřĳěřŋőľ. Őďŋăłő, ŕőďśšăćĺć £ćŋżľ ćĺď ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (a_k) ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ, ŕőńşůăěň

c^{(i)}_k = n−1∑ u=0 a_{k−u}ε^u_i = n−1∑ u=0 n∑ w=1 α_wε^{k−u}_w ε^u_i = n∑ w=1 α_wε^k_w n−1∑ u=0 ε^u_{i−w}. Őďŋăłő ŕřĺ ε_j ≠ 1 ĺňěěň ∑_{n−1} u=0 ε^u_j = 0, ŕőśłőńĳłş ε_j £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă x^n −1 = (x−1)(1+

··· + x^{n−1}); ěśńĺ ęě ε_j = 1, šő ∑_{n−1} u=0 ε^u_j = n. Ŕő¡šőňş c^{(i)}_k = nα_iε^k_i £ćń£ěšś£ ąăřĳěřŋőľ ťşŋłűĺěľ, ŕő¡šőňş, ěśńĺ α_i ≠ 0, šő ε_i { łőřěŋĳ P_F , ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

3c). Ŕşśšĳ ŋěłőšőřżľ ŕăřłěš ĺňěěš ŕěřĺőď n. Ąăřĳěřŋă£ ťşŋłűĺ£, śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕăřłěšş, ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě (1). Ŕő¡šőňş ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ń¿ąă£ łőřŋěćă£ ťşŋłűĺ£, şůăśšćş¿źă£ ć ¡šőň řăğńőęěŋĺĺ, ŊŐŁ(n_i)-ŕěřĺőďĺůŋă.

Ŕşśšĳ ŕńőźăďĳ ťĺčşřłĺ řăćŋă m. Ğăňěšĺň, ůšő ŋőňěřă ćśěţ łńěšőł ťĺčşřłĺ ďă¿š řăğŋżě őśšăšłĺ ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă n, ĺŋăůě őďŋă łńěšłă ąşďěš ŕőłřżšă ďćşň£ ťĺčşřłăňĺ. Řăśśňőšřĺň ćśě ťĺčşřłĺ ŕăřłěšă, ńěćżě łńěšłĺ łőšőřżţ ńěęăš ŋă łńěšłăţ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő őśšăšłă. Łăęďă£ šăłă£ ťĺčşřłă ŕőłřżćăěš m łńěšőł, ĺňě¿źĺţ (ťĺłśĺřőćăŋŋżě!) řăğńĺůŋżě őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă n. Šőčďă ¡šĺ ťĺčşřłĺ ŕőłřżćă¿š ŕőńŋőśšĳ¿ łńěšłĺ ¡šĺţ őśšăšłőć, ĺ ć łăęďőň őšřěğłě ďńĺŋż n ¡šĺňĺ ťĺčşřłăňĺ ŕőłřżšő řőćŋő m łńěšőł. Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő ćśě łńěšłĺ ń¿ąőčő őšřěğłă ďńĺŋż n řăğąĺćă¿šś£ ŋă šăłĺě m-łĺ.

3d). Řăśśňőšřĺň ąăřĳěřŋş¿ ťşŋłűĺ¿, śőőšćěšśšćş¿źş¿ ŋăÿěľ šřăŋśćěřśăńĺ. Őŋă ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě (1), čďě ε_i { łőřŋĺ ĺğ 1, £ćń£¿źĺěś£ łőřŋ£ňĺ P_F . Šőčďă ůĺśńă ε_i = ε^{−1}_i £ćń£¿šś£, őůěćĺďŋő, łăł łőřŋ£ňĺ P_F , šăł ĺ łőřŋ£ňĺ P_F . Ŕő¡šőňş ŋăÿă ťşŋłűĺ£ £ćń£ěšś£ ąăřĳěřŋőľ ďń£ F, š. ě. šřăŋśćěřśăńĳ £ćń£ěšś£ šřăŋśćěřśăńĳ¿ ďń£ F, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

4a). Ŕşśšĳ F { ŋăÿă p-ťĺčşřłă. Ğăňěšĺň, ůšő ŕńőźăďĳ ťĺčşřłĺ řăćŋă P_F (1) = p. Śőčńăśŋő ťăłšş b), ěśńĺ ş ňŋőčőůńěŋă ěśšĳ łőřěŋĳ ć R_pk , šő őŋ ďěńĺšś£ ŋă F_pk (x). Ňŋőčőůńěŋż F_pk (x) ŕřĺ řăğńĺůŋżţ k ŋě ĺňě¿š őąźĺţ łőřŋěľ ĺ ŕő¡šőňş ćğăĺňŋő ŕřőśšż. Ŕő¡šőňş, ěśńĺ P_F (x) ĺňěěš łőřŋĺ ć ňŋőęěśšćăţ R_pk_1 ĺ R_pk_2 , šő őŋ ďěńĺšś£ ŋă ňŋőčőůńěŋ F_pk_1 (x)F_pk_2 (x), ă ůăśšŋőě ĺňěěš űěńżě łő¡ťťĺűĺěŋšż śőčńăśŋő ťăłšş a). Őďŋăłő P_F (1) = p, ă F_pk_1 (1)F_pk_2 (1) = p^2, ŕő¡šőňş ůăśšŋőě ďőńęŋő ĺňěšĳ ğŋăůěŋĺě 1/p ć ěďĺŋĺűě, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš űěńőśšĺ ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć.

4b). Ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźěňş, ĺňěěň P_F (x) = F_pk (x)Q(x), čďě Q(x) { ňŋőčőůńěŋ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ćżďěńĺć śšěŕěŋĺ, ďă¿źĺě ťĺłśĺřőćăŋŋżľ őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă p^{k−1}, ŕřěďśšăćĺň ňŋőčőůńěŋ Q(x) ć ćĺďě

Q(x) = Q_0(x^{pk}

�1 )+ xQ_1(x^{pk} �1 )+ ···+x^{pk} �1_{−1} Q_pk�1_{−1}(x^{pk} �1 ) . Šőčďă

P_F (x) = p^k�1−1∑

i=0 P_i(x), čďě P_i(x) = x^iQ_i(x^{pk}

�1 ) F_pk (x), ŕřĺůěň ć řăğŋżţ ňŋőčőůńěŋăţ P_i(x) śšěŕěŋĺ x, ŕřĺ łőšőřżţ śšő£š ŋěŋşńěćżě łő¡ťťĺűĺěŋšż, řăğńĺůŋż; ŕő¡šőňş ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋőć P_i(x) ŋěőšřĺűăšěńĳŋż. Łřőňě šőčő, P_i(1) ďěńĺšś£ ŋă p, ŕőśłőńĳłş F_pk (1) = p. Őšś¿ďă, ŕőśłőńĳłş P_F (1) = p, ŕőńşůăěň, ůšő šőńĳłő őďŋő ĺğ śńăčăěňżţ ŋěŋşńěćőě. Ŋő śćőąőďŋżľ ůńěŋ P_F (x) řăćěŋ ěďĺŋĺűě, ŕő¡šőňş

P_F (x) = P_0(x) = Q_0(x^{pk}

�1 ) F_pk (x) = Q_0(x^{pk}

�1 ) F_p(x^{pk} �1 )

ĺ ťĺčşřłă śőłřăšĺňă ć p^{k−1} řăğ.

4c)^∗. Őšćěš. ord_p n, š. ě. ňăłśĺňăńĳŋă£ śšěŕěŋĳ p, ŋă łőšőřş¿ ďěńĺšś£ n. Ĺğ śőőąřăęěŋĺľ, ăąśőń¿šŋő ăŋăńőčĺůŋżţ řěÿěŋĺ¿ 4a), £śŋő, ůšő šřěąşěňőě łőńĺůěśšćő ŋě ŕřěćżÿăěš ord_p n. Ŕşśšĳ ŕăřłěš ĺňěěš ŕěřĺőď m. Řăśśňőšřĺň őšřěğőł ďńĺŋż m, őšňěšĺň ŋă ŋěň łńěšłĺ, ŋă łőšőřżţ ńěęăš ńěćżě łńěšłĺ ťĺčşřőł ŕăřłěšă, ĺ ŋăğőćěň ¡šő ňŋőęěśšćő łńěšőł \ţăřăłšěřőň ŕăřłěšă" G (śďćĺŋşć ŕăřłěš ĺ őšřěğőł, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŋşńěćă£ łńěšłă ŕřĺŋăďńěęĺš G).

Ĺğ śőőąřăęěŋĺľ řěÿěŋĺ£ 3c) ćżšěłăěš, ůšő, ěśńĺ őśšăćĺšĳ šőńĳłő ťĺčşřłĺ, ńěęăźĺě ŋă ¡šĺţ łńěšłăţ, šő őśšăŋěšś£ řőćŋő őďŋă łńěšłă łăęďőčő őśšăšłă őš ďěńěŋĺ£ ŋă m. Ŋă £ğżłě ňŋőčőůńěŋőć ¡šő şśńőćĺě (£ćń£¿źěěś£ łřĺšěřĺěň ŕăřłěšŋőśšĺ) ğăŕĺśżćăěšś£ šăł: ňŋőčőůńěŋ P_F (x)P_G(x) ≡ 1+ x + ···+ x^{m−1} (mod x^m − 1). Ğăňěšĺň, ůšő ¡šő şšćěřęďěŋĺě śĺňňěšřĺůŋő őšŋőśĺšěńĳŋő F ĺ G, ŕő¡šőňş ňőęŋő śůĺšăšĳ G ŕăřłěšŋőľ ťĺčşřłőľ, ă F { \ţăřăłšěřőň ŕăřłěšă". Šőčďă ăŋăńőčĺůŋő ŕőńşůăěň, ůšő łőńĺůěśšćő k, ďń£ łőšőřżţ P_G(x) ďěńĺšś£ ŋă F_pk , ŋě ŕřěćżÿăěš ord_p ℓ, čďě ℓ = P_G(1) { ŕńőźăďĳ G (šőčďă nℓ = m). Őďŋăłő ğăňěšĺň, ůšő ňŋőčőůńěŋż 1+x+···+x^{m−1} ĺ x^m − 1 ďěń£šś£ ŋă ćśě F_pk ŕřĺ 1 6 k 6 ord_p m, ŕő¡šőňş ňŋőčőůńěŋ P_F (x)P_G(x) ďőńęěŋ ďěńĺšĳś£ ŋă ord_p m = ord_p n+ord_p ℓ šăłĺţ ňŋőčőůńěŋőć. Śńěďőćăšěńĳŋő, őąă şŕőň£ŋşšżţ ŋěřăćěŋśšćă őąřăźă¿šś£ ć řăćěŋśšćő, š. ě. łőńĺůěśšćő ďń£ P_F (x) řăćŋő ord_p n, ă łőńĺůěśšćő ďń£ P_G(x) řăćŋő ord_p ℓ.

4d). Ěśńĺ ćśě łńěšłĺ ĺňě¿š řăğŋżě őśšăšłĺ, šő, őůěćĺďŋő, ćśě ŕěřěŋőśż ŋă ćěłšőřż, łřăšŋżě p, őąřăğş¿š ŕăřłěš. Ďőłăęěň őąřăšŋőě.

Ĺğ ćżÿěďőłăğăŋŋőčő śńěďşěš, ůšő ňŋőčőůńěŋ P_F (x) ďěńĺšś£ ŋă F_p(x). Ŋăň ŋăďő ďőłăğăšĳ, ůšő P_F (x) ≡ 1 + x + ··· + x^{p−1} (mod x^p − 1). Ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě. Šőčďă śřěďĺ śšěŕěŋěľ x ć P_F (x) ŋěš łăłőčő-šő őśšăšłă i őš ďěńěŋĺ£ ŋă p. Šőčďă x^{p−i−1}P_F (x) ≡ Q(x) (mod x^p − 1), čďě degQ(x) 6 p−2, Q(x) ≠ 0 (őŕ£šĳ ŕőśňőšřĺň ŋă ğŋăůěŋĺě ć ěďĺŋĺűě!). Őďŋăłő ń¿ąőľ ŕřĺňĺšĺćŋżľ łőřěŋĳ ĺğ 1 śšěŕěŋĺ p £ćń£ěšś£ őąźĺň łőřŋěň ňŋőčőůńěŋőć P_F (x) ĺ x^p − 1, ŕő¡šőňş ňŋőčőůńěŋ Q(x) ĺňěěš ţőš£ ąż p−1 łőřěŋĳ. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

5a). Ŕşśšĳ ε { ŕřĺňĺšĺćŋżľ łőřěŋĳ ĺğ 1 śšěŕěŋĺ n. Šőčďă ε^i + ε^{i+m} + ··· + ε^{i+(p−1)m} = ε^i(1 +

ε^m +···+ε^{(p−1)m}), ć śłőąłăţ śšőĺš śşňňă ćśěţ łőřŋěľ ĺğ 1 śšěŕěŋĺ p, řăćŋă£ ŋşń¿.

5b). Ĺğćěśšŋő, ůšő ŊŐĎ ń¿ążţ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ĺţ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ. Ńěčłő ŕőłăğăšĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ, ůšő ¡šő ćěřŋő ĺ ďń£ ŊŐĎ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ňŋőčőůńěŋőć. Šőčďă ĺ ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ, łřăšŋżľ ŊŐĎ, šăłęě ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć šăłőň ćĺďě:

P (x) = ∑ p|n Q_p(x)(1+x^{n/p} +···+x^{(p−1)n/p}). Ěśńĺ ňż ğăňěŋĺň ňŋőčőůńěŋ Q_p(x) ěčő őśšăšłőň őš ďěńěŋĺ£ ŋă x^{n/p} − 1, šő ňŋőčőůńěŋ P (x) ğăňěŋĺšś£ ěčő őśšăšłőň ŕő ňőďşń¿ x^n − 1, š. ě. ŋě ĺğňěŋĺšś£; ŕřĺ ¡šőň ňż ŕőńşůĺň šřěąşěňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ďń£ P (x).

Ĺšăł, ŕőśłőńĳłş ń¿ąőľ n-łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ ďěńĺšś£ ŋă F_n(x), ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ŊŐĎ ćśěţ p-şčőńĳŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ěśšĳ F_n(x).

(Ŋěłřăšŋżňĺ!) łőřŋ£ňĺ p-şčőńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă 1 + x^m + ···+ x^{(p−1)m} = x^n −1 x^{n/p} −1 £ćń£¿šś£ šě

łőřŋĺ śšěŕěŋĺ n, łőšőřżě ŋě £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ śšěŕěŋĺ n/p. Šőčďă łőřŋĺ ŊŐĎ { ¡šő ć šőůŋőśšĺ łőřŋĺ n-ľ śšěŕěŋĺ, ŋě £ćń£¿źĺěś£ łőřŋ£ňĺ n/p-ľ ŕřĺ ń¿ąőň p|n, š. ě. łăł řăğ ćśě łőřŋĺ F_n(x), ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ďń£ ĺğşůěŋĺ£ n-łőřŋěćżţ ňŋőčőůńěŋőć ćěśĳňă ŕőńěğěŋ śńěďş¿źĺľ £ğżł. Ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ n-łőřŋěćżţ ňŋőčőůńěŋőć ůăśšő ążćăěš ďőśšăšőůŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ŋě śăňĺ ňŋőčőůńěŋż, ă ĺţ őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă ňŋőčőůńěŋ x^n −1. Łőňąĺŋăšőřŋő ¡šő őğŋăůăěš śńěďş¿- źěě. Ňŋőčőůńěŋż őšőęďěśšćń£¿šś£ śő śšő£źĺňĺ ŕő łřşčş n-łăňĺ ůĺśěń (ŋă i-ľ ŕőğĺűĺĺ śšőĺš śşňňă ćśěţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋă ŕřĺ śšěŕěŋ£ţ, śřăćŋĺňżţ ś i ŕő ňőďşń¿ n, 0 ≤ i ≤ n−1). Ŕřĺ ¡šőň ňŋőčőůńěŋş ćĺďă x^i(1 + x^{n/p} + x^{2n/p} + ··· + x^{(p−1)n/p}) ďń£ p, ďěń£źěčő n, śőőšćěšśšćşěš ŋăąőř ěďĺŋĺű, śšő£źĺţ ć ćěřÿĺŋăţ ŕřăćĺńĳŋőčő p-şčőńĳŋĺłă (ůšő őŕřăćďżćăěš ŋăğćăŋĺě \pşčőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ"). Őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă šăłĺţ ŋăąőřăţ ććőď£šś£ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň šăł, ůšő śşňňă ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ŋăąőřőć, śőőšćěšśšćş¿źĺţ ňŋőčőůńěŋăň P ĺ Q { ¡šő ŋăąőřż, śőőšćěšśšćş¿źĺě ňŋőčőůńěŋăň P +Q ĺ P Q (ůĺšăšěń¿ ŕřěďőśšăćń£ěšś£ ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šő ćőğňőęŋő). Ŋĺęě ąşłćăňĺ p ĺ q ćśěčďă ąşďşš őąőğŋăůăšĳś£ łăłĺě-šő ŕřőśšżě ďěńĺšěńĺ ůĺśńă n.

Ňŋőęěśšćő ŕőğĺűĺľ ŋă n-łřşčě ćĺďă i+kd ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋőň i ąşďěň ŋăğżćăšĳ d-řăğřěęěŋĺěň (ěśšěśšćěŋŋő ŕőńăčăšĳ d | n). Ńěčłő ŕőŋ£šĳ, ůšő śşźěśšćşěš řőćŋő d řăğńĺůŋżţ d-řăğřěęěŋĺľ. Śńěďőň ňŋőčőůńěŋă ŋă řăğřěęěŋĺĺ ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŋăąőř ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ŕőŕăćÿĺţ ć ďăŋŋőě řăğřěęěŋĺě. Őůěćĺďŋő, śńěď śşňňż ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ěśšĳ śşňňă śńěďőć ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć; śńěď ŕřőĺğćěďěŋĺ£ řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ śńěďőć, ěśńĺ ć řăğřěęěŋĺĺ ńěęĺš ŋőńĳ. Ŕő¡šőňş d-řăğřěęěŋĺě ĺňěěš ěśšěśšćěŋŋş¿ śšřşłšşřş n/d-łřşčă, ĺ ďăńěě ňż ąşďěň ĺŋőčďă őšőęďěśšćń£šĳ śńěďż ňŋőčőůńěŋă ŋă d-řăğřěęěŋĺĺ n-łřşčă ś őśšăšłăňĺ ňŋőčőůńěŋőć őš ďěńěŋĺ£ ŋă x^{n/d} − 1, šő ěśšĳ ś ŋăąőřăňĺ ĺğ n/d łő¡ťťĺűĺěŋšőć, śšő£źĺţ ŕő łřşčş.

Ĺğ ćżÿěśłăğăŋŋőčő őůěćĺďŋő, ůšő ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż q-şčőńĳŋĺłă ńěęăš ć őďŋőň p-řăğřěęě-ŋĺĺ, ŕřĺ q ≠ p, šő ěśšĳ ćśě śńěďż q-şčőńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă ŋă p-řăğřěęěŋĺĺ £ćń£¿šś£ n-łőřŋěćżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ůěřěğ n_0 őąőğŋăůĺšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ ŕřőśšżţ, ďěń£źĺţ n, d = n/n_0, šő ŕőŋ£šŋő, ůšő ń¿ąőľ p-şčőńĳŋĺł ńěęĺš űěńĺłőň ć łăłőň-šő d-řăğřěęěŋĺĺ, šő ěśšĳ śńěď n-łőřŋěćőčő ňŋőčőůńěŋă ŋă ń¿ąőň d-řăğřěęěŋĺĺ £ćń£ěšś£ n-łőřŋěćżň. Šăłĺň őąřăğőň, ůăśšő ążćăěš ďőśšăšőůŋő ĺśśńěďőćăšĳ n-łőřŋěćżě ňŋőčőůńěŋż ďń£ n, śćőąőďŋżţ őš łćăďřăšőć.

Ğăňěšĺň, ůšő, ŕőśłőńĳłş (x^{n/p} −1)(1+x^{n/p} +···+x^{(p−1)n/p}) ≡ 0 (mod x^n −1), šő ćěřŋă śńěďş¿- źă£ Ńěňňă 3 (ő ŕőćőřőšě n-şčőńĳŋĺłă). Ŕşśšĳ P (x) { n-łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ, n = p^id. Šőčďă śńěďż ňŋőčőůńěŋă (x^{n/p} −1)P (x) ŋă p^i-řăğřěęěŋĺ£ţ šăłęě £ćń£¿šś£ n-łőřŋěćżňĺ.

5c). Ć ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě ďőłăğăŋő, ůšő ń¿ąőľ n-łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ p-şčőńĳŋżţ. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ěśńĺ ń¿ąőľ n-łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ ďőňŋőęĺšĳ ŋă ňŋőčőůńěŋ ćĺďă (1−x^{k1n/p1} )(1−x^{k2n/p2} )···(1−x^{kln/pℓ} ), šő ŕőńşůĺň ŋşńěćőľ ňŋőčőůńěŋ (ğďěśĳ p_1,...,p_ℓ { ćśě ŕřőśšżě ďěńĺšěńĺ ůĺśńă n). Ć śăňőň ďěńě, ŕřěďśšăćĺň ĺśţőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ ć ćĺďě śşňňż p-şčőńĳŋĺłőć, ĺ řăğńőęĺň ěě ŋă \łőňŕőŋěŋšż" { śşňňş ćśěţ p_1-şčőńĳŋĺłőć, śşňňş ćśěţ p_2-şčőńĳŋĺłőć, ĺ šăł ďăńěě. Śşňňă ćśěţ p_i-şčőńĳŋĺłőć śšăŋőćĺšś£ ŋşńěň ŕőśńě ďőňŋőęěŋĺ£ ŋă i-¿ śłőąłş, ă ğŋăůĺš őŋă ŋőńĳ ĺ ŕőśńě ďőňŋőęěŋĺ£ ŋă ćśě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ğŋăůĺš, ćś£ śşňňă ŕőśńě ďőňŋőęěŋĺ£ śšăŋěš řăćŋă ŋşń¿.

Ďăńěě ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő n śćőąőďŋő őš łćăďřăšőć (š. ě. n = n_0). Łăł ĺğćěśšŋő (śň. ŕőďőąŋőě řăśśşęďěŋĺě ć ŕřěďżďşźěň řěÿěŋĺĺ), ń¿ąőě ůĺśńő K ć ¡šőň śńşůăě ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě K ≡ k_1n/p_1 +k_2n/p_2 +···+k_ℓn/p_ℓ (mod n), 0 6 k_i < p_i, (∗)

ŕřĺůěň ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň. Ŋăğőćěň łő¡ťťĺűĺěŋš, ć ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ŋőňěřă(!) łőšőřőčő ć ćĺďě (∗) ţőš£ ąż őďŋő ĺğ k_i řăćŋő ŋşń¿, ćżďěńěŋŋżň.

Ďőłăęěň, ůšő n-łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ, ş łőšőřőčő ćśě ćżďěńěŋŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż ŋşńěćżě, śăň řăćěŋ ŋşń¿. Ŕşśšĳ ş ŋěčő ěśšĳ ţőš£ ąż őďĺŋ ŋěŋşńěćőľ (ŋěćżďěńěŋŋżľ!) łő¡ťťĺűĺěŋš a_t, ĺ ěčő ŋőňěř t ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě (∗) ŕřĺ ŕőňőźĺ ŋăąőřă k_1,...,k_ℓ. Ďőňŋőęĺň ŋăÿ n-łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ ŋă (1 − x^{−k1(n/p1) (mod n)})(1 − x^{−k2(n/p2) (mod n)})···(1 − x^{−kl(n/pℓ) (mod n)}) (ŕőńşůĺńś£ ŋőńĳ) ĺ řăśśňőšřĺň, ĺğ ůěčő ŕőńşůĺńś£ śćőąőďŋżľ ůńěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ£. İšő ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ŋěłőšőřżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺśţőďŋőčő ňŋőčőůńěŋă, ŕřĺůěň őŋĺ ćśě, łřőňě a_t, ćżďěńěŋŋżě. Ŕőśłőńĳłş ćżďěńěŋŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż řăćŋż ŋşń¿, ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ řăćŋă ŋşń¿; őďŋăłő ŕřĺ a_t ć ¡šőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ śšőĺš ŋěŋşńěćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš, őšłşďă ŕőńşůăěň a_t = 0.

Ğŋăůĺš, ŋăň ďőśšăšőůŋő ďń£ űěńőůĺśńěŋŋőčő n-łőřŋěćőčő ňŋőčőůńěŋă ŕřěďž£ćĺšĳ űěńőůĺśńěŋŋş¿ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ p-şčőńĳŋĺłőć, ćżůĺšăŋĺě łőšőřőľ ĺğ ĺśţőďŋőčő ňŋőčőůńěŋă őąŋşń£ěš ćśě ěčő ćżďěńěŋŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż. Ąşďěň ĺţ őąŋşń£šĳ ĺŋďşłűĺěľ ŕő ůĺśńş ŋěŋşńěćżţ k_j ć ŕřěďśšăćńěŋĺĺ (∗) ŋőňěřă łő¡ťťĺűĺěŋšă.

Ćżůš£ ń¿ąőľ p-şčőńĳŋĺł, ŕőłřżćă¿źĺľ ŋşńěćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš, őąŋşńĺň ¡šőš łő¡ťťĺűĺěŋš. Šěŕěřĳ, ŕşśšĳ ŋăň ŋşęŋő őąŋşńĺšĳ ŋěłőšőřżľ ćżďěńěŋŋżľ łő¡ťťĺűĺěŋš, ş łőšőřőčő t řăğńĺůŋżţ k_j ŋě řăćŋż ŋşń¿. Řăśśňőšřĺň ń¿ąőě i, ďń£ łőšőřőčő k_i = 0. Ćőğĳňěň p_i-şčőńĳŋĺł, ŕőłřżćă¿- źĺľ őąŋşń£ěňżľ łő¡ťťĺűĺěŋš. Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ć ćĺďě (∗) ŋőňěřőć őśšăńĳŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, łőšőřżě ŕőłřżćăěš ďăŋŋżľ p_i-şčőńĳŋĺł, őšńĺůă¿šś£ őš ŋăÿěčő šőńĳłő ğŋăůěŋĺ£ňĺ k_i, ŕő¡šőňş ć łăęďőň ĺğ ŋĺţ ěśšĳ t + 1 řăğńĺůŋżţ k_j, ŋě řăćŋżţ ŋşń¿; ŕő¡šőňş, ěśńĺ ňż őąŋşńĺň ďăŋŋżľ łő¡ťťĺűĺěŋš, ĺśŕőńĳğş£ ďăŋŋżľ p_i-şčőńĳŋĺł, ňż ŋě ĺśŕőřšĺň řăŋěě őąŋşńěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć.

5d). Řăğńőęĺň ňŋőčőůńěŋ P (x) ĺğ şśńőćĺ£ ć śşňňş ěčő śńěďőć x^iP_i(x^p) ŋă p-řăğřěęěŋĺ£ţ. Ěśńĺ łăęďżľ ĺğ śńěďőć £ćń£ěšś£ n-łőřŋěćżň, šő ňż ňőęěň śůĺšăšĳ ĺţ n/p-łőřŋěćżňĺ (ŋă n/p-łřşčě). Ŕőśłőńĳłş ŋěŋşńěćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ş łăęďőčő ĺğ ŋĺţ ŋě ąőńĳÿě, ůěň ş P , ďőłăğăšěńĳśšćő ğăćěřÿăěš śŕşśł ŕő n. Ć śăňőň ďěńě, ćśě P_i(x) ŕřěďśšăćń£¿šś£ ć ćĺďě śşňňż q-şčőńĳŋĺłőć, čďě q ≤ p ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ śŕşśłă, ă q-şčőńĳŋĺł ć n/p-şčőńĳŋĺłě śőőšćěšśšćşěš q-şčőńĳŋĺłş ć n-şčőńĳŋĺłě.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ őďĺŋ ĺğ śńěďőć ŋě ążń n-łőřŋěćżň. Šőčďă śńěďż p-şčőńĳŋĺłőć ŋă ŋěň ŋě őąřăğőćżćăńĺ n-łőřŋěćőčő ňŋőčőůńěŋă (ŕőśłőńĳłş ŕőŕăćÿĺě ć ¡šőš P_i q-şčőńĳŋĺłĺ ŕřĺ q ≠ p őąřăğş¿š n-łőřŋěćżě ňŋőčőůńěŋż). Ŕő¡šőňş ŋă ćśěţ p-řăğřěęěŋĺ£ţ p-şčőńĳŋĺłĺ őąřăğş¿š ŋě n/p-łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ (ŕőśłőńĳłş śńěďż p-şčőńĳŋĺłőć ŋă p-řăğřěęěŋĺ£ţ ŕěřěćőď£šś£ ďřşč ć ďřşčă ŕőćőřőšăňĺ), ă, ğŋăůĺš, ćśě śńěďż ŋě řăćŋż ŋşń¿. Šőčďă ć łăęďőň śńěďě ěśšĳ ŋěŋşńěćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš, őšłşďă p 6 k.

Ğăňěůăŋĺě. Ŕşśšĳ ďăŋŋżľ n-łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňąĺŋăűĺĺ

q-şčőńĳŋĺłőć ŕřĺ q 6 p, ĺ ŕşśšĳ n ŋě ďěńĺšś£ ŋă ŕřőśšżě, ŕřěćőśţőď£źĺě p. Ŋăğőćěň p-şčőńĳŋĺł ŋěőąţőďĺňżň ďń£ ďăŋŋőčő n-łőřŋěćőčő ňŋőčőůńěŋă P (x), ěśńĺ śńěď P (x) ŋă ŋěłőšőřőň pn/n_0- řăğřěęěŋĺĺ ŋě n-łőřŋěćőľ (ŋăŕőňŋĺň, ůšő n_0 { ¡šő ňăłśĺňăńĳŋżľ ąěśłćăďřăšŋżľ ďěńĺšěńĳ n; ůĺśńő u = pn/n_0 ćżąřăŋő šăł, ůšő ć u-řăğřěęěŋĺĺ ńěęăš ćśě q-şčőńĳŋĺłĺ, łřőňě śńşůă£ q = p). Šőčďă, ěśńĺ p-şčőńĳŋĺł ŋě ŋěőąţőďĺň, šő ňőęŋő őąőľšĺśĳ q-şčőńĳŋĺłăňĺ ŕřĺ q < p. Ŕřĺ ¡šőň Ńěňňş 3 ňőęŋő şšőůŋĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Ńěňňă 4 (ő ŕřĺśşšśšćĺĺ p-şčőńĳŋĺłă). Ŕşśšĳ P (x) { n-łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ ś ŋěőšřĺűăšěńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, P (1) = p, ĺ p-şčőńĳŋĺł ŋěőąţőďĺň ďń£ p. Šőčďă P (x) £ćń£ěšś£ p-şčőńĳŋżň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő n ąěśłćăďřăšŋő, š. ł. ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă őůěćĺďŋő, ůšő P (x) ńěęĺš ć n/n_0-řăğřěęěŋĺĺ. Šőčďă śńěďż p-şčőńĳŋĺłőć ŋă p-řăğřěęěŋĺ£ţ ŋěŋşńěćżě ĺ řăćŋżě ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőćőřőšă; ŕő¡šőňş ć łăęďőň řăğřěęěŋĺĺ śşňňă łő¡ťťĺűĺěŋšőć śńěďă řăćŋă 1, š. ě. ć łăęďőň řăğřěęěŋĺĺ ěśšĳ řőćŋő őďŋă ěďĺŋĺűă. Şňŋőęĺň ňŋőčőůńěŋ P (x) ŋă x^{n/p} −1. Ŕő ńěňňě 3, śńěď ŕőńşůĺćÿěčőś£ ňŋőčőůńěŋă ŋă ń¿ąőň p-řăğřěęěŋĺĺ šăłęě n-łőřŋěćőľ. Őąőğŋăůĺň ¡šőš śńěď ŋă r-ň řăğřěęěŋĺĺ ůěřěğ P_r(x).

Ş ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă P_r(x) ąşďěš řőćŋő őďĺŋ łő¡ťĺűĺěŋš 1 ĺ őďĺŋ łő¡ťťĺűĺěŋš −1 (ćőğňőęŋő, ćğăĺňŋő şŋĺůšőęĺćÿĺěś£). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő őŋĺ ŋě şŋĺůšőęĺńĺśĳ, šő ěśšĳ P_r(x) ĺňěěš ćĺď x^a − x^b, čďě a ≡ b (mod p) (ąşďěň ďń£ şďőąśšćă śůĺšăšĳ a > b). Őďŋăłő ňŋőčőůńěŋ x^a −x^b = (x^{a−b} −1)x^b ŋě ňőęěš ążšĳ n-łőřŋěćżň, šăł łăł ďń£ ŕřĺňĺšĺćŋőčő łőřŋ£ n-ľ śšěŕěŋĺ ε ĺňěěň P_r(ε) = (ε^{a−b} −1)ε^b ≠ 0, ĺąő 0 < a−b < n. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ĺšăł, ćśě P_r(x) ŋşńěćżě, šő ěśšĳ ć ňŋőčőůńěŋě P (x) ćňěśšě ś łăęďőľ śšěŕěŋĳ¿ x^k ŕřĺśşšśšćşěš śšěŕěŋĳ x^{k+n/p (mod n)}; šőčďă ć P (x) şęě ŕřĺśşšśšćş¿š ůńěŋż 1,x^{n/p},...,x^{(p−1)n/p} (ňż śůĺšăěň śćőąőďŋżľ ůńěŋ ŋěŋşńěćżň). Ŕőśłőńĳłş P (1) = p, šő ďřşčĺţ ŋěŋşńěćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ş ŋěčő ŋěš, ĺ P (x) { p-şčőńĳŋżľ, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

5e)^♯. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő őďĺŋ ĺğ łőřŋěľ řăćěŋ 1. Ŕşśšĳ n { ŊŐŁ śšěŕěŋěľ ŋăÿĺţ łőřŋěľ,

ε { ŕřĺňĺšĺćŋżľ łőřěŋĳ ĺğ 1 śšěŕěŋĺ n. Šőčďă ŋăÿş śşňňş ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ łăł n-łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ ś ŋěőšřĺűăšěńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ: P (ε) = 0, P (1) = 5; ŕřĺ ¡šőň ŋăďő ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šőš ňŋőčőůńěŋ { ńĺąő 5-şčőńĳŋżľ, ńĺąő śşňňă 2-şčőńĳŋőčő ĺ 3-şčőńĳŋőčő. Ŕő ŕřěďżďşźěňş ŕşŋłšş, ćśě p-şčőńĳŋżě ňŋőčőůńěŋż ŕřĺ p > 5 ŋě ŋěőąţőďĺňż.

Ěśńĺ 5-şčőńĳŋĺł ŋěőąţőďĺň ďń£ P (x), šő P (x) £ćń£ěšś£ 5-şčőńĳŋżň ŕő Ńěňňě 4; ŕőłăęěň, ůšő ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě P (x) £ćń£ěšś£ śşňňőľ 2- ĺ 3-şčőńĳŋĺłă. Ďőłăęěň ŋěśłőńĳłő ąőńěě śĺńĳŋőě şšćěřęďěŋĺě (őŋő ŕřĺčőďĺšś£ ĺ ŕőğęě): ěśńĺ P (x) ĺňěěš űěńżě ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě łő- ¡ťťĺűĺěŋšż ĺ ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě łőňąĺŋăűĺĺ 2- ĺ 3-şčőńĳŋĺłőć, šő őŋ ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć šăłőň ćĺďě ś ŋěőšřĺűăšěńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Őůěćĺďŋő, šřěąşěňőě őšś¿ďă śńěďşěš. Őšňěšĺň, ůšő ćśě śńěďż ŋă n/6-şčőńĳŋĺłăţ £ćń£¿šś£ n-łőřŋěćżňĺ, ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ¡šő ďőłăğăšĳ ďń£ śńěďă ŋă őďŋőň n/6-řăğřěęěŋĺĺ, š. ě. ďń£ ňŋőčőůńěŋă ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ńěęăźĺňĺ ć 6-şčőńĳŋĺłě.

Ğăňěšĺň, ůšő śşňňă łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň 3-şčőńĳŋĺłě ĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň 2-şčőńĳŋĺłě ŋěőšřĺűăšěńĳŋă (ĺąő ěśšĳ łő¡ťťĺűĺěŋš ŋăÿěčő ňŋőčőůńěŋă, ŋă łőšőřżľ ćńĺ£¿š řőćŋő ¡šĺ ďćă). Łřőňě šőčő, ňż ňőęěň ğăňěŋĺšĳ śşňňş šřěţ řăğńĺůŋżţ 2-şčőńĳŋĺłőć ŋă śşňňş ďćşţ řăğńĺůŋżţ 3-şčőńĳŋĺłőć (ĺ ŋăőąőřőš). Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ňż ąşďěň šăłĺň őąřăğőň şćěńĺůĺćăšĳ őšřĺűăšěńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż, śłăęěň, ŕřĺ 2-şčőńĳŋĺłőć, šő őšřĺűăšěńĳŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕřĺ 3-şčőńĳŋĺłăţ ŕő£ćĺšĳś£ ŋě ňőęěš (2 ĺ 3 ć ¡šőň ŕřěďńőęěŋĺĺ ňőęŋő ŕőňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ). Šőčďă ůěřěğ ŋěśłőńĳłő šăłĺţ ğăňěŋ ŕőńşůĺšś£ šřěąşěňőě.

5f)^♯. Śŋăůăńă ŕěřěťőřňşńĺřşěň ŋăÿş ğăďăůş ć şďőąŋżţ šěřňĺŋăţ. Őšőęďěśšćĺň ćěřÿĺŋż

n-şčőńĳŋĺłă ś łőřŋ£ňĺ n-ľ śšěŕěŋĺ ĺğ 1 ŋă łőňŕńěłśŋőľ őłřşęŋőśšĺ |z| = 1. Šőčďă şśńőćĺě ŋă ćěřÿĺŋż ŋăÿĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć (a_1,a_2,a_3), (b_1,b_2,b_3) ğăŕĺśżćăěšś£ šăł: a_1 + a_2 + a_3 = b_1 + b_2 + b_3. Ůĺśńă c_i = −b_i (šřěşčőńĳŋĺł ś ćěřÿĺŋăňĺ c_i űěŋšřăńĳŋő śĺňňěšřĺůěŋ šřěşčőńĳŋĺłş ĺğ b_i) £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ ŊŐŁ(2,n)-ľ śšěŕěŋĺ, ĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ şśńőćĺě ∑ a_i + ∑ c_i =0; ŋăőąőřőš, ěśńĺ ¡šĺ 6 łőřŋěľ ďă¿š ć śşňňě 0, šő ćěřÿĺŋż a_i, b_i £ćń£¿šś£ ŕőůšĺ ĺśłőňżňĺ { ŋăďő šőńĳłő ćż£śŋĺšĳ, łőčďă b_i £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ n-ľ (ă ŋě šőńĳłő 2n-ľ) śšěŕěŋĺ ĺğ 1. Ďăńěě ňż ćřěňěŋŋő ŕőńăčăěň, ůšő n ůěšŋő (š. ě. ćřěňěŋŋő ğăňěŋĺň n ŋă 2n ć śńşůăě ŋěůěšŋőčő).

Ĺšăł, őŕĺÿěň ćśě ÿěśšěřłĺ łőřŋěľ ś ŋşńěćőľ śşňňőľ. Řăśśşęďěŋĺ£ ĺďşš ŕő šőľ ęě śţěňě, ůšő ĺ ć ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě. Ŋěőąţőďĺňżňĺ ňőčşš ążšĳ šőńĳłő 2-, 3- ĺ 5-şčőńĳŋżě ňŋőčőůńěŋż. Ŕşśšĳ 5-şčőńĳŋżě ŋěőąţőďĺňż. Šőčďă ěśšĳ (řőćŋő!) 5 (n-)ŋěłőřŋěćżţ śńěďőć ŋăÿěčő ňŋőčőůńěŋă P (x) ŋă 5n/n_0-řăśÿĺřěŋĺ£ţ; ć őďŋőň ĺğ ŋĺţ ěśšĳ řőćŋő őďĺŋ ŋěŋşńěćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš. Ćżůšěň 5-şčőńĳŋĺł, ğăďěćă¿źĺľ ¡šőš łő¡ťťĺűĺěŋš; šőčďă ¡šőš śńěď śšăŋőćĺšś£ łőřŋěćżň. Ąőńěě šőčő, šőčďă şęě ć łăęďőň 5n/n_0-řăğřěęěŋĺĺ ŕőśńě ¡šőčő ćżůĺšăŋĺ£ őąřăğşěšś£ łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ.

Ŕőśňőšřĺň ć ŋăÿĺ 5 řăğřěęěŋĺľ (š. ě. ć šě, łőšőřżě ğăďěćăěš ćżůšěŋŋżľ 5-şčőńĳŋĺł). Ţőš£ ąż ć ůěšżřěţ ĺğ ŋĺţ ążńő řőćŋő ŕő őďŋőľ ěďĺŋĺűě. Šőčďă ć ŋĺţ őśšăńőśĳ ŕő ňŋőčőůńěŋş ćĺďă x^a − x^b, ůšő, łăł ňż ćĺďěńĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě Ńěňňż 4, őğŋăůăěš, ůšő ¡šĺ śńěďż őąŋşńĺńĺśĳ. Ĺšőčő, ŕőśńě őśšăńś£ n-łőřŋěćőľ ňŋőčőůńěŋ ś ďćşň£ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ 1 (ĺńĺ őďŋĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 2) ĺ őďŋĺň −1. Őŕ£šĳ ęě ăŋăńőčĺůŋżě řăśśşęďěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő ¡šő ŕřăćĺńĳŋżľ 3-şčőńĳŋĺł ňĺŋşś ŕřăćĺńĳŋżľ 2-şčőńĳŋĺł (őďŋă ćěřÿĺŋă ş ŋĺţ śőćŕăďăěš). Ŕőńşůěŋŋş¿ śĺšşăűĺ¿ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ 5+3−2, ĺ ¡šő ěďĺŋśšćěŋŋżľ śńşůăľ, łőčďă ŋěőąţőďĺňż 5-şčőńĳŋĺłĺ.

Ŕşśšĳ őŋĺ ŋě ŋěőąţőďĺňż, š. ě. ďőśšăšőůŋő šőńĳłő 2- ĺ 3-şčőńĳŋĺłőć. Šőčďă ŕő şšćěřęďěŋĺ¿ ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă ćőğňőęŋżţ ěźě šőńĳłő ďćă ćăřĺăŋšă: ďćă 3-şčőńĳŋĺłă (śĺšşăűĺ£ 3+3) ĺ šřĺ 2-şčőńĳŋĺłă (śĺšşăűĺ£ 2+2+2).

Ĺšăł, ňż ŕőńşůĺńĺ šřĺ ćőğňőęŋżţ śĺšşăűĺĺ: 5+3 − 2, 3+3 ĺ 2+2+2. Őśšăńőśĳ ćż£śŋĺšĳ, łăłĺň šřěşčőńĳŋĺłăň śőőšćěšśšćş¿š ¡šĺ śĺšşăűĺĺ. Ğăňěšĺň, ůšő őďŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ňőčşš śőőšćěšśšćőćăšĳ ŋěśłőńĳłő šĺŕőć šřőěł, š. ł. ¡šĺ 6 łőřŋěľ ňőęŋő ŕő-řăğŋőňş řăğąĺšĳ ŋă šřőľłĺ!

(i) 2+2+2. Ěśńĺ ć őďĺŋ šřěşčőńĳŋĺł ŕőŕăńĺ ŕő őďŋőňş łőřŋ¿ ĺğ łăęďőľ ŕăřż, šő ŕőńşůěŋŋżě ŕőśńě śĺňňěšřĺĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ śőćŕăďă¿š. Ĺŋăůě ňż ŕőńşůĺńĺ ŕőśńě śĺňňěšřĺĺ ďćă ŕř£ňőşčőńĳŋżţ šřěşčőńĳŋĺłă ś őąźěľ ćěřÿĺŋőľ ŕř£ňőčő şčńă (ďń£ ¡šőčő n ďőńęŋő ążšĳ ůěšŋżň).

(ii) 3+3. Ńĺąő ćśě šřĺ ćěřÿĺŋż őďŋőčő 3-şčőńĳŋĺłă ŕőŕăńĺ ć őďĺŋ šřěşčőńĳŋĺł { ŕőńşůĺńĺśĳ ďćă ŕřăćĺńĳŋżţ šřěşčőńĳŋĺłă (ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő n.3); ńĺąő ć šřěşčőńĳŋĺłě ďćě ćěřÿĺŋż őďŋőčő ĺ őďŋă ďřşčőčő { ŕőńşůĺńăśĳ ŕěřćă£ šřşďŋőşčăďżćăěňă£ śěřĺ£: ş łăęďőčő šřěşčőńĳŋĺłă ěśšĳ śšőřőŋă, śš£čĺćă¿źă£ ŋă őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ ďşčş 4π/3; ŕřĺ ¡šőň šřěšĳ£ ćěřÿĺŋă őďŋőčő ěśšĳ śěřěďĺŋă ¡šőľ (š. ě. ąőńĳÿěľ π) ďşčĺ, ĺ ŋăőąőřőš (ĺ ďń£ ¡šőčő šőęě ŋşęŋő n.3).

(iii) 5+3−2. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ¡šő őğŋăůăěš. Ćěřÿĺŋż ŕřăćĺńĳŋżţ 5-şčőńĳŋĺłă ĺ 3-şčőńĳŋĺłă, ĺğ łőšőřżţ ćżłĺŋşšă ŕăřă ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ćěřÿĺŋ. §śŋő, ůšő ŋăÿă łőŋťĺčşřăűĺ£ ńěęĺš ć ćěřÿĺŋăţ ŕřăćĺńĳŋőčő 30-şčőńĳŋĺłă; ąőńěě šőčő, ňż şćĺďĺň, ůšő ¡šő ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ŕřĺ n .30. Ğăŋşňěřşěň ćěřÿĺŋż ŋăÿěčő 3-=şčőńĳŋĺłă ć ŕőř£ďłě őąţőďă; šőčďă ŋăÿă 6- łă ćěřÿĺŋ ĺňěěš ŋőňěřă 6,12,18,24,5,25; ćżłĺŋşšż ćěřÿĺŋż 0 ĺ 15. Ćżŕĺÿěň ćśě ćőğňőęŋżě śĺšşăűĺĺ (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő śĺňňěšřĺľ; ć śłőąłăţ { ŋőňěřă ćěřÿĺŋ őďŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă): 1) (5,6,12), (3,9,10); 2) (5,6,18), (9,10,27); 3) (5,12,24), (3,10,21); 4) (5,18,24), (10,21,27); 5) (5,6,25), (3,9,27); 6) (5,12,25), (3,9,21); 7) (5,6,24), (3,10,27).

Ğăňěůăŋĺě. Ňěšőďăňĺ ŕőśńěďŋĺţ ďćşţ ŕşŋłšőć ňőęŋő ĺśśńěďőćăšĳ ĺ śşňňż ąőńĳÿěčő ůĺśńă łőřŋěľ. Ŕřăćďă, ąşďşš ŕőńşůăšĳś£ ćśě ąőńěě ĺ ąőńěě ďńĺŋŋżě ŕěřěąőřż; ¡šő ść£ğăŋő ŋě ś ŋěőŕšĺňăńĳŋőśšĳ¿ ăńčőřĺšňă, ă ś ďěľśšćĺšěńĳŋő řăśšşźĺň łőńĺůěśšćőň śńşůăěć.

6a). Ŕşśšĳ n = dk, d,k > 1. Šőčďă řăśśňőšřĺň ťĺčşřłş śńěďş¿źěčő ćĺďă: d _{2d} _d _{2d} ··· _{2d} _d čďě łőńĺůěśšćő ąńőłőć ŕő d łńěšőł řăćŋő k. Ŕő ŕşŋłšş 1a), ďőśšăšőůŋő ŕřěďž£ćĺšĳ ďćě šřăŋśćěřśăńĺ ¡šőľ ťĺčşřłĺ, ŋě ŕěřěćőď£źĺěś£ őďŋă ć ďřşčş¿ ŕăřăńńěńĳŋżň ŕěřěŋőśőň; šăłĺňĺ £ćń£¿šś£ łńěšłĺ, ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 3n ďă¿źĺě őśšăšłĺ (i) 0,d,2d; (ii) 0,2d,4d.

Ğăňěůăŋĺě. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ć ďăŋŋőň śńşůăě ťĺčşřłş ňőęŋő \śőłřăšĺšĳ" ŕő-ďřşčőňş: ŕőńőśłă řěęěšś£ ŋă ąńőłĺ ŕő d łńěšőł, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ńĺąő ŕşśšőľ, ńĺąő śőśšőĺš ĺğ łńěšőł ťĺčşřłĺ. Ŋěśłőńĳłő śńőęŋěě ŕőśšřőĺšĳ ťĺčşřłş, ŋěśőłřăšĺňş¿ ěźě ĺ ć ¡šőň śňżśńě. Ăćšőřż ¡šő şňě¿š, ŋő ć űěń£ţ ¡łőŋőňĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă (ĺ śćőěčő ćřěňěŋĺ) ğďěśĳ ŋě ŕřĺćőď£š.

6b). Ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě: ěďĺŋśšćěŋŋżňĺ łőřŋ£ňĺ ŕőř£ďłă, łřăšŋőčő p, £ćń£¿šś£ łőřŋĺ ŕőř£ďłă p (őŋĺ ěśšĳ śőčńăśŋő 4c)). Őąőğŋăůĺň ąăřĳěřŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŕăřłěšă, őšńĺůŋőčő őš śšăŋďăřšŋőčő, ůěřěğ (a_k). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ¡šă ťşŋłűĺ£ ŕřĺŋĺňăěš šőńĳłő ďćă ğŋăůěŋĺ£.

Řăśśňőšřĺň ěě řăğńőęěŋĺě (1) ć śşňňş łőřŋěćżţ. Ŕşśšĳ (b_k) { śşňňă ćśěţ ůńěŋőć ć (1), śőőšćěšśšćş¿źĺţ łőřŋ£ň, ŕőř£ďłĺ łőšőřżţ ŋě ďěń£šś£ ŋă p, ă (c_k) { śşňňă ůńěŋőć, śőőšćěšśšćş¿źĺţ őśšăńĳŋżň łőřŋ£ň, a_k = b_k +c_k.

Ğăňěšĺň, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (c_k) ŋěłőŋśšăŋšŋă, ĺąő ĺŋăůě ŕěřĺőď ŋě łřăšěŋ p. Ĺğ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ ćżšěłăěš, ůšő ŕěřĺőď (c_k) řăćěŋ p, ă ŕěřĺőď (b_k) ćğăĺňŋő ŕřőśš ś p. Šőčďă ĺ (b_k) ŋěłőŋśšăŋšŋă, ĺąő ĺŋăůě ŕěřĺőď ŕăřłěšă řăćěŋ p; ŕşśšĳ ŕěřĺőď (b_k) řăćěŋ d. Š. ő., ŋăľďşšś£ šăłĺě k ĺ ℓ, ůšő b_k ≠ b_0, c_ℓ ≠ c_0. Ŕő łĺšăľśłőľ šěőřěňě őą őśšăšłăţ, ŋăľďşšś£ šăłĺě ůĺśńă r_{k0}, r_{0ℓ}, r_{kℓ}, ůšő r_{0ℓ} ≡ 0 (mod d), r_{k0} ≡ r_{kℓ} ≡ k (mod d), r_{k0} ≡ 0 (mod p), r_{0ℓ} ≡ r_{kℓ} ≡ ℓ (mod p). Šőčďă, łăł ńěčłő ćĺďěšĳ, śřěďĺ ůĺśěń a_0 = b_0 + c_0, a_{rk0} = b_k + c_0, a_{r0ℓ} = b_0 + c_ℓ, a_{rkℓ} = b_k + c_ℓ ţőš£ ąż šřĺ řăğńĺůŋżţ. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

6c). Ŕşśšĳ P (x) { őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ P_F (x) ŋă x^n −1, P (1) = p. Ňŋőčőůńěŋ P (x) £ćń£ěšś£ nłőřŋěćżň. Ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő P (x) £ćń£ěšś£ p-şčőńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, šőčďă ćśě śšěŕěŋĺ x ć P (x) (ă, ğŋăůĺš, ĺ ć P_F (x)) ďěń£šś£ ŋă n/p, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. Őďŋăłő ć ňŋőčőůńěŋě P (x) śšěŕěŋĺ x, ŕřĺ łőšőřżţ śšő£š ŋěŋşńěćżě łő¡ťťĺűĺěŋšż, ďă¿š ćśě ćőğňőęŋżě őśšăšłĺ ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă p, ŕřĺůěň ďń£ łăęďőčő őśšăšłă šăłőľ łő¡ťťĺűĺěŋš řőćŋő őďĺŋ (ğďěśĳ ĺśŕőńĳğşěšś£ ŋěśőłřăšĺňőśšĳ ťĺčşřłĺ ć p řăğ). Ŕő¡šőňş śńěď P (x) şęě ŋă p-řăğřěęěŋĺĺ ŋě n-łőřŋěćőľ, ĺ p-şčőńĳŋĺł ŋěőąţőďĺň ďń£ P (x). Ŕřĺňěŋěŋĺě Ńěňňż 4 ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő.

7. Şšćěřęďěŋĺ£ (ii) ĺ (iii) řăćŋőśĺńĳŋż śőčńăśŋő řěÿěŋĺ£ň 1a) ĺ 1e): ń¿ąőľ űćěš řăśłřăśłĺ £ćń£ěšś£ šřăŋśćěřśăńĳ¿, ĺ ŕő ŕăřłěšş řăśłřăśłă šřĺćĺăńĳŋő śšřőĺšś£. Šăłęě őůěćĺďŋő, ůšő ĺğ (ii) śńěďşěš (i). Ďń£ ğăćěřÿěŋĺ£ ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ (i) =⇒ (iii).

§śŋő, ůšő, őŕěřĺřş£ ňŋőčőůńěŋăňĺ ďń£ ťĺčşřłĺ F ĺ \ţăřăłšěřă ŕăřłěšă" G, ňż ďěľśšćşěň ŕő ňőďşń¿ ňŋőčőůńěŋőć x^p −1 ĺ y^p −1 (šő ěśšĳ, ňż ňőęěň ğăňěŋĺšĳ x^ny^m ŋă x^{n (mod p)}y^{m (mod p)}). Šőčďă(!), čőćőř£ ő ğŋăůěŋĺ£ţ (ć ůăśšŋőśšĺ, ő łőřŋ£ţ) ňŋőčőůńěŋă, ňż ňőęěň čőćőřĺšĳ šőńĳłő ő ğŋăůěŋĺ£ţ ć šěţ šőůłăţ, łőšőřżě £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ ¡šĺţ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć (ĺąő őśšăńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ ŕőďőąŋőľ ğăňěŋě ňőčşš ĺğňěŋĺšĳś£). Šăłĺň őąřăğőň, ňż čőćőřĺň šőńĳłő ő šăłĺţ łőřŋ£ţ (ε,δ), ůšő ε^p = δ^p = 1. Ŕřĺ ¡šőň ňż ğŋăěň, ůšő P_F (x,y)P_G(x,y) = kF_p(x)F_p(y), ĺąő łăęďă£ łńěšłă ŕőłřżšă k řăğ; ś ďřşčőľ śšőřőŋż, őůěćĺďŋő, ůšő P_F (x,y)F_p(x)F_p(y) = pF_p(x)F_p(y). Ğăňěšĺň, ůšő ňŋőčőůńěŋż pP_G(x,y) ĺ kF_p(x)F_p(y) ŋě řăćŋż (ć ŕěřćőň ěśšĳ ŋşńěćżě łő¡ťťĺűĺěŋšż!); őšś¿ďă ŕőńşůăěň, ůšő śşźěśšćşěš ŋěŋşńěćőľ ňŋőčőůńěŋ Q(x) = pP_G(x,y)−kF_p(x)F_p(y) šăłőľ, ůšő P_F (x,y)Q(x,y) = 0; ŕřĺ ¡šőň śšěŕěŋĺ Q ŕő x ĺ ŕő y ŋě ŕřěćőśţőď£š p−1.

Ŕőłăęěň, ůšő ş ňŋőčőůńěŋă P_F śşźěśšćşěš łőřěŋĳ (ε,δ) (šăłőľ, ůšő ε^p = δ^p = 1). Ĺğ ¡šőčő ąşďěš śńěďőćăšĳ šřěąşěňőě: ąăřĳěřŋă£ ťşŋłűĺ£, ŕőńşůă¿źă£ś£ ĺğ ¡šőčő łőřŋ£, ĺňěěš p řăğńĺůŋżţ ğŋăůěŋĺľ; ŕřĺ ¡šőň, łăł şłăğżćăńőśĳ ěźě ć řěÿěŋĺĺ 4d), śşňňă p šăłĺţ ůĺśěń řăćŋă ŋşń¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋĺ ćśě řăğńĺůŋż. Ŕő¡šőňş ¡šő ĺ ěśšĳ šřěąşěňă£ řăśłřăśłă.

Ŕşśšĳ ş ňŋőčőůńěŋă P_F ŋěš łőřŋ£ šřěąşěňőčő ćĺďă; šőčďă őŋĺ ćśě ěśšĳ ş Q(x,y). Ŕřěďśšăćĺň Q(x,y) = Q_0(x)+ Q_1(x)y + ···+ Q_{p−1}(x)y^{p−1}. Ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě ń¿ąőčő ε ćňěśšő x ŕőńşůăěšś£ ňŋőčőůńěŋ őš y śšěŕěŋĺ 6 p − 1, ĺňě¿źĺľ p łőřŋěľ (ń¿ąőě y = δ); ŕő¡šőňş ¡šőš ňŋőčőůńěŋ { šőęďěśšćěŋŋżľ ŋőńĳ, ĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ěčő (š. ě. ğŋăůěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋőć Q_i(x)) { ŋşńĺ. Ŕő¡šőňş łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć (śšěŕěŋĳ łőšőřżţ 6 p − 1) ĺňěěš ŕő p łőřŋěľ ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, šăłęě šőęďěśšćěŋŋżľ ŋőńĳ. Őšś¿ďă Q(x,y) = 0 { ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ěśńĺ ş Ćăś ŕő£ćĺńĺśĳ ĺŋšěřěśŋżě ňżśńĺ, łőšőřżě Ćż ŋě şśŕěńĺ ŕřĺďşňăšĳ ĺńĺ ğăŕĺśăšĳ ğă ćřěň£ Łőŋťěřěŋűĺĺ, Ćż ňőęěšě ŋăŕĺśăšĳ ăćšőřăň ŕő śńěďş¿źĺň ăďřěśăň:

  iibogdanov@yahoo.com
grisha@chelnokov.mccme.ru