ŚŃŐĘŊŐŚŠĲ ŚŞŇŇĹŘŐĆĂŊĹ§.

Łşďř£ÿőć đ., Śłőŕěŋłőć Ă. ŕřĺ şůăśšĺĺ Ŋĺłőłőÿěćă Ĺ.

Ŕőść£źăěšś£ śšőńěšĺ¿ Ă. Ŋ. Łőńňőčőřőćă

Ććőďŋżě ğăďăůĺ.

Ğăďăůă 1. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ŋăąőř ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń x1, . . . , x99. Řăğřěÿăěšś£ śłńăďżćăšĳ ďćă ĺğ şęě ĺňě-

¿źĺţś£ ůĺśěń ĺ ğăŕőňĺŋăšĳ ŕőńşůěŋŋżľ řěğşńĳšăš. Ğă łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě łőńĺůěśšćő śńőęěŋĺľ ňőęŋő ŋăľšĺ (a) ĺţ śşňňş x_1 + · · · + x_{99}? (b) x_1 + . . . + x_{66} ĺ x_{34} + . . . + x_{99}?

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Z_2 ňŋőęěśšćő {0, 1}. Ććěďěň ŋă ¡šőň ňŋőęěśšćě őŕěřăűĺ¿ śńőęěŋĺ£ (ŕő ňőďşń¿ 2) ťőřňşńăňĺ 0 + 0 = 1 + 1 = 0, 1 + 0 = 0 + 1 = 1.

Ďăńěě ąşďşš řăśśňăšřĺćăšĳś£ šőńĳłő ŕěřěňěŋŋżě ĺğ Z_2 (łřőňě ğăďăůĺ 3).

Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ŋăąőř ŕěřěňěŋŋżţ x_1, . . . , x_n ĺğ Z_2. Řăğřěÿăěšś£ śłńăďżćăšĳ (ŕő ňőďşń¿ 2) ďćă ĺğ şęě ĺňě¿źĺţś£ ćżřăęěŋĺľ ĺ ğăŕőňĺŋăšĳ ŕőńşůěŋŋżľ řěğşńĳšăš.

Ğăďăůă 2. Ğă łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě łőńĺůěśšćő śńőęěŋĺľ ňőęŋő ŋăľšĺ

(a) śşňňş x_1 + · · · + x_{99}?

(b) x_1 + . . . + x_{66} ĺ x_{34} + . . . + x_{99}?

Ğăďăůă 3. Ŕřĺďşňăľšě ŋăąőř śşňň šăłőľ, ůšő ůĺśńő śńőęěŋĺľ, ŋěőąţőďĺňőě ďń£ ěčő ćżůĺśńěŋĺ£, ěśńĺ

ŕěřěňěŋŋżě ďěľśšćĺšěńĳŋżě, ąőńĳÿě, ůěň ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő śńőęěŋĺľ, ŋěőąţőďĺňőě ďń£ ěčő ćżůĺśńěŋĺ£, ěśńĺ ŕěřěňěŋŋżě ĺğ Z_2.

Ğăďăůă 4. (a) Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąş¿ ŕăřş śşňň xi_1 + · · · + xi_p ĺ xj_1 + · · · + xj_q őš ŕěřěňěŋŋżţ x1, . . . , xn,

ňőęŋő ŋăľšĺ ŋě ąőńěě ůěň ğă n − 1 śşňňĺřőćăŋĺľ.

(b) Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąş¿ šřőľłş śşňň x_{i1} + · · ·+ x_{ip} , x_{j1} + · · · + x_{jq} ĺ x_{k1} + · · · + x_{kr} őš ŕěřěňěŋŋżţ x_1, . . . , x_n, ňőęŋő ŋăľšĺ ŋě ąőńěě ůěň ğă n + 1 śşňňĺřőćăŋĺľ.

Ğăďăůă 5. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ ŋăąőř śşňň ćĺďă xi_1 + · · · + xi_p őš ŕěřěňěŋŋżţ x1, . . . , xn, ňőęŋő ŋăľšĺ ŋě

ąőńěě ůěň ğă 2^n − (n + 1) śşňňĺřőćăŋĺľ.

Ğăďăůă 6. Ŕşśšĳ ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ m śşňň őš n ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő ŋăľšĺ ğă l śńőęěŋĺľ.

(a) Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ km śşňň őš šěţ ęě n ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő ŋăľšĺ ŋě ąőńěě, ůěň ğă kl śńőęěŋĺľ.

(b) Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ m śşňň őš kn ŕěřěňěŋŋżţ x_1, . . . , x_{kn} ňőęŋő ŋăľšĺ ŋě ąőńěě, ůěň ğă k(l + m) śşňňĺřőćăŋĺľ.

Ğăďăůă 7. (a) Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ m, n ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ m śşňň őš n ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő

ŋăľšĺ ŋě ąőńěě ůěň ğă mn 100 śşňňĺřőćăŋĺľ.

(b) Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ m śşňň őš n ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő ŋăľšĺ ŋě ąőńěě, ůěň ğă 2m ⌈ n [log_2 m] ⌉

śşňňĺřőćăŋĺľ. Ğďěśĳ [x] | űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă x, šő ěśšĳ ŋăĺąőńĳÿěě űěńőě ůĺśńő, ŋě ŕřěćőśţőď£źěě x, ⌈x⌉ | ćěřţŋ££ űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă x, šő ěśšĳ ŋăĺňěŋĳÿěě űěńőě ůĺśńő, ŋě ňěŋĳÿěě x.

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śşňňĺřőćăŋĺľ ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ş ŋăś ěśšĳ ŋăąőř ¡ńěňěŋšőć (ÀśşňňăšőřőćÁ) ś ďćşň£ ćţőďăňĺ ĺ őďŋĺň ćżţőďőň, řăćŋżň śşňňě ŕő ňőďşń¿ 2 ćţőďőć. Ŋěőąţőďĺňő śőąřăšĳ śţěňş ĺğ śşňňăšőřőć, řěăńĺğş¿źş¿ ďăŋŋżľ ŋăąőř śşňň.

Ŕřĺ ¡šőň łőńĺůěśšćő śşňňĺřőćăŋĺľ řăćŋő ůĺśńş ĺśŕőńĳğőćăŋŋżţ śşňňăšőřőć. İšő ůĺśńő ŋăğżćăěšś£ śńőęŋőśšĳ¿ śţěňż.

Ňĺŋĺňăńĳŋă£ śńőęŋőśšĳ śţěňż, řěăńĺğş¿źěľ ďăŋŋżľ ŋăąőř M śşňň ŋăğżćăěšś£ śńőęŋőśšĳ¿ ¡šőčő ŋăąőřă śşňň ĺ őąőğŋăůăěšś£ L(M).

Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ć ğăďăůě 2 šřěąőćăńőśĳ ŋăľšĺ L({x_1 + · · · + x_{99}}) ĺ L({x_1 + . . . + x_{66}, x_{34} + . . . + x_{99}}.

Ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő l šăłőě, ůšő ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ m śşňň őš ŕěřěňěŋŋżţ x_1, . . . , x_n ňőęŋő ŋăľšĺ ğă l śşňňĺřőćăŋĺľ ŋăğżćăěšś£ śńőęŋőśšĳ¿ şŕőř£ďőůěŋŋőľ ŕăřż (m, n) ĺ őąőğŋăůăěšś£ L(m, n).

Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ğăďăůă 4 şšćěřęďăěš, ůšő L(2, n) 6 n − 1 ĺ L(3, n) 6 n + 1, ă ğăďăůă 7(b) şšćěřęďăěš, ůšő L(m, n) 6 2m ⌈ n [log_2 m] ⌉ . Ŋăąőř ĺğ m śşňň őš n ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő őąőğŋăůăšĳ ňăšřĺűěľ M řăğňěřă m × n, čďě ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ i-ľ śšřőłĺ ĺ j-ő śšőńąűă śšőĺš 1, ěśńĺ j-£ ŕěřěňěŋŋă£ ćţőďĺš ć i-¿ śşňňş ĺ 0 ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Ŕřĺ ¡šőň i-£ śşňňă ąşďěš ğăŕĺśżćăšĳś£ őůěŋĳ ŕřőśšő:

s_i = n∑ j=1 M_{ij} x_j . Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ŋăąőřż śşňň ĺğ ğăďăůĺ 2 ćżčń£ď£š śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ( 1 . . . 1 ) , ( 1 . . . 1 1 . . . 1 0 . . . 0 0 . . . 0 1 . . . 1 1 . . . 1 ) , Řăśśňőšřĺň ŋăąőř ĺğ m śşňň, śőśšăćńěŋŋżţ ĺğ ŕěřěňěŋŋżţ x_0, . . . , x_2m_{−1}, ć łőšőřżľ ćśě ŕěřěňěŋŋżě ćţőď£š ŕő-řăğŋőňş. Ŕşśšĳ B_m | śőőšćěšśšćş¿źă£ ňăšřĺűă. Śšőńąűż ¡šőľ ňăšřĺűż | ¡šő ďćőĺůŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ űěńżţ ůĺśěń őš 0 ďő 2^m − 1. Ťőřňăńĳŋő, őąőğŋăůĺň j = b_{m−1,j} 2^{m−1} + · · · + b_{0,j} 2^0 ďćőĺůŋş¿ ğăŕĺśĳ ůĺśńă j < 2^m. Šőčďă B_m = (b_{i,j} ). Ŋăŕřĺňěř,

B_1 = ( 0 1 ) , B_2 = ( 0 0 1 1 0 1 0 1 ) , B_3 =

0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Ğăďăůă 8. Ďőłăęĺšě, ůšő L(Bm) < 2^{m+1}. Ğăďăůă 9. Ďőłăęĺšě, ůšő L(m, n) < n + 2^{m+1}.

Ğăďăůă 10. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő L(n, n) < n^2 0, 9 log_2 n .

ŚŃŐĘŊŐŚŠĲ ŚŞŇŇĹŘŐĆĂŊĹ§. (Łşďř£ÿőć đ., Śłőŕěŋłőć Ă.)

Ğăďăůĺ, ŕřěďńőęěŋŋżě ŕőśńě ŕřőňěęşšőůŋőčő ťĺŋĺÿă.

Ğăďăůă 11. (a) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ŋě ąőńěě, ůěň (n + k)^{m+2k} śţěň ĺğ k śşňňăšőřőć ś n ćţőďăňĺ ĺ m

ćżţőďăňĺ.

(b) Ěśńĺ k = L(m, n), šő mn 6 (m + 2k) log_2(n + k).

(c) Ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő L(n, n) >^{n2}_{5 log2 n} .

Şłăğăŋĺě. Ěśńĺ k = L(n, n) <^{n2}_{5 log2 n} , šő n^2 6 (n +^{2n2}_{5 log2 n} ) log_2(n +^{n2}_{5 log2 n} ), ůšő ŋěćěřŋő ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n.

(d) Ďń£ ń¿ąőčő ε > 0 ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő L(n, n) > n^2 (4 + ε) log_2 n

Ďń£ ťőřňşńĺřőłĺ ŕőśńěďş¿źĺţ řěğşńĳšăšőć ŋăň ŕőšřěąş¿šś£ ŋěłőšőřżě ăśĺňŕšőšĺůěśłĺě őąőğŋăůěŋĺ£. Čőćőř£š, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ a_n > 0 ăśĺňŕšőšĺůěśłĺ ŋě ąőńĳÿě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ b_n > 0, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő ε > 0 ŋăľď-ěšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő ĺŋďěłśőć k šăłĺţ, ůšő a_n > (1 + ε)b_n. Őąőğŋăůěŋĺě: a_n . b_n.

Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ğăďăůă 11(d) ŕřĺňěš śńěďş¿źĺľ ćĺď: L(n, n) &^{n2}_{4 log2 n} . Čőćőř£š, ůšő a_n ∼ b_n, ěśńĺ a_n/b_n → 1 ŕřĺ n → ∞. Čőćőř£š, ůšő a_n ≪ b_n, ěśńĺ a_n/b_n → 0 ŕřĺ n → ∞.

Ğăďăůă 12. (a) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ an . bn ĺ bn . cn, šő an . cn.

(b) Ďőłăęĺšě, ůšő a_n ∼ b_n šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a_n . b_n ĺ b_n . a_n.

Ğăďăůă 13. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ log_2 n ≪ f(n) ≪ 2^n, šő nf(n) 2 log_2(nf(n)) . L(f(n), n). Ğăďăůă 14. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ log_2 n ≪ f(n) ≪ 2^n L(f(n), n) . nf(n) log_2 f(n) . Ğăďăůă 15. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ log_2 n ≪ f(n) ≪ 2^n L(f(n), n) . nf(n) log_2 n . Ĺğ ğăďăů 13, 14 ĺ 15 śńěďşěš, ůšő ŕřĺ log_2 n ≪ f(n) ≪ 2^n ćżŕőńŋěŋő ăśĺňŕšőšĺůěśłőě ŋěřăćěŋśšćő nf(n) 2 log_2(nf(n)) . L(f(n), n) . nf(n) max(log_2 n, log_2 f(n)) . Ğăďăůă 16. (a) Řăśśňőšřĺň ňăšřĺűş A řăğňěřă m×n, ć łőšőřőľ ŋěš ŋşńěćżţ śšřőł ĺ ŋěš ŋşńěćżţ śšőńąűőć.

Ćěřŋő ńĺ, ůšő L(A) + m = L(A^t) + n, čďě A^t | ňăšřĺűă A šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£?

(b) Ćěřŋő ńĺ, ůšő L(m, n) + m = L(n, m) + n? (c) Ŋăľďĺšě L(B_m).

Ğăďăůă 17. Řăśśňőšřĺň ŋăąőř ŕěřěňěŋŋżţ xα_1,...,α_n , ğăŋşňěřőćăŋŋżţ ćěřÿĺŋăňĺ n-ňěřŋőčő ěďĺŋĺůŋőčő

łşąă Z^n_2. Šřěąşěšś£ ŋăľšĺ śşňňż ćő ćśěţ čřăŋ£ţ, śőďěřęăźĺţ ćěřÿĺŋş (0, . . . , 0). Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ďń£ łăęďőčő ŋăąőřă (α_1, . . . , α_n) ∈ Z^n_2 šřěąşěšś£ ŋăľšĺ ∑ ∀i:β_i6α_i x_{β1...βn} . Ğă łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő śşňňĺřőćăŋĺľ (mod2) ¡šő

ňőęŋő śďěńăšĳ?

Ğăďăůă 18. Ŕőŕřőąşľšě ŕőńşůĺšĳ ăŋăńőčĺůŋżě řěğşńĳšăšż ďń£ ŕěřěňěŋŋżţ ĺğ R ć śńěďş¿źĺţ śńşůă£ţ:

(a) Šřěąşěšś£ ŋăľšĺ ŋăąőř śşňň. Ěśšĳ šőńĳłő śşňňăšőřż.

(b) Šřěąşěšś£ ŋăľšĺ ŋăąőř śşňň. Ěśšĳ ďćă ćĺďă ¡ńěňěŋšőć: śşňňăšőřż ĺ řăğŋőśšĺ. (c) Šřěąşěšś£ ŋăľšĺ ŋăąőř ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ěśšĳ ďćă ćĺďă ¡ńěňěŋšőć:

śşňňăšőřż ĺ şňŋőęăšěńĺ ŋă űěńş¿ łőŋśšăŋšş (ążšĳ ňőęěš, řăğŋş¿ ďń£ řăğŋżţ şňŋőęăšěńěľ).

ŚŃŐĘŊŐŚŠĲ ŚŞŇŇĹŘŐĆĂŊĹ§.

Łşďř£ÿőć đ., Śłőŕěŋłőć Ă. (ŕřĺ şůăśšĺĺ Ŋĺłőłőÿěćă Ĺ.) ŘĚŸĚŊĹ§.

Ğăďăůă 1. (a) Őšćěš: 98. Őůěćĺďŋő, ůšő śşňňş x1 + · · · + x99 ňőęŋő ŋăľšĺ ğă 98 śşňňĺřőćăŋĺľ. Ďőŕşśšĺň, ş

ŋăś ěśšĳ śţěňă ĺğ a śşňňăšőřőć, řěăńĺğş¿źă£ ŋăÿş śşňňş. Řăśśňőšřĺň čřăť, ć łőšőřőň 99 ćěřÿĺŋ P_1, . . . , P_{99} ĺ ďń£ łăęďőčő śşňňăšőřă ś śşňňőľ ŋă ŕěřćőň ćţőďě x_{i1} + · · · + x_{ip} ĺ śşňňőľ ŋă ćšőřőň ćţőďě x_{j1} + · · · + x_{jq} ŕřőćőďĺšś£ řěąřő ĺğ ćěřÿĺŋż P_{i1} ć ćěřÿĺŋş P_{j1} . §śŋő, ůšő ć łăęďżľ ňőňěŋš ćěřÿĺŋż, śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕěřěňěŋŋżň, ćţőď£źĺň ć őďŋş ĺğ şęě ćżůĺśńěŋŋżţ śşňň, ńěęăš ć őďŋőľ łőňŕőŋěŋšě ść£ğŋőśšĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, łőŋěůŋżľ čřăť ść£ğěŋ, ă ğŋăůĺš ć ŋ-ěň ŋě ňěŋěě 98 ř-ěąěř, š.ě. a > 98.

(b) Őšćěš: 98. Ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋő ŕ. (a).

Ğăďăůă 2. Řěÿěŋĺě ďőśńőćŋő ŕőćšőř£ěš řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 1. Ğăďăůă 3. Ŕőďţőďĺš, ŋăŕřĺňěř, śńěďş¿źĺľ ŋăąőř:

{ x_1 + x_2, x_1 + x_2 + x_3, x_1 + x_2 + x_3 + x_4, x_2 + x_3 + x_4 }.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć śńşůăě Z_2 ňż ňőęěň ćżůĺśńĺšĳ ¡šĺ śşňňż ć şłăğăŋŋőň ŕőř£ďłě ąěğ ćżůĺśńěŋĺ£ ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ śşňň, ă ć śńşůăě R ŋăň ŕřĺď-ěšś£ ćżůĺśń£šĳ ţőš£ ąż őďŋş ćśŕőňőčăšěńĳŋş¿ śşňňş.

Ğăďăůă 4. (a) Őąőğŋăůĺň ůěřěğ S(A) śşňňş ćśěţ ŕěřěňěŋŋżţ, ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżţ ¡ńěňěŋšăňĺ ňŋőęěśšćă A.

Ŕşśšĳ S(A_1) ĺ S(A_2) | ĺśłőňżě śşňňż. Ěśńĺ ćśě ňŋőęěśšćă B_1 := A_1 \ A_2, B_2 := A_1 ∩ A_2 ĺ B_3 := A_2 \ A_1 ŋěŕşśšż, šő ćżůĺśńĺň śşňňş ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ ňŋőęěśšć, ŕőšřăšĺć ŋă ¡šő ŋě ąőńěě

|B_1| − 1 + |B_2| − 1 + |B_3| − 1 = |A_1 ∪ A_2| − 3 6 n − 3

śşňňĺřőćăŋĺľ. Őśšăńőśĳ ŋăľšĺ S(A_1) = S(B_1) + S(B_2) ĺ S_2 = S(B_2) + S(B_3). Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ďćşţ śşňňĺřőćăŋĺľ.

Ňőęŋő ŋěśńőęŋő (ŋăŕřĺňěř, ŕěřěąőřőň) şąěďĺšĳś£, ůšő ć śńşůăě, łőčďă őďŋő ĺğ ňŋőęěśšć ŕşśšő šřěąşěšś£ ŋě ąőńĳÿě śşňňĺřőćăŋĺľ, ůěň ć ¡šőň śńşůăě.

(b) Ăŋăńőčĺůŋő ŕ. (a).

Ğăďăůă 5. Ŋěśńőęŋő ćĺďěšĳ, ůšő 2^n − (n + 1) | ¡šő ůĺśńő ćśěţ śşňň őš n ŕěřěňěŋŋżţ, ĺňě¿źĺţ ţőš£ ąż

ďćă śńăčăěňżţ. İšĺ śşňňż ňż ňőęěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżůĺśń£šĳ: śŋăůăńă śşňňż ś ďćşň£ śńăčăěňżňĺ, ŕőšőň śşňňż ś šřěň£ śńăčăěňżňĺ, . . . , ŕőšőň śşňňş ś n śńăčăěňżňĺ. Ć řěğşńĳšăšě ¡šőčő ŕřőűěśśă ňż ćżůĺśńĺň ćśě śşňňż őš ŕěřěňěŋŋżţ x_1, . . . , x_n.

Ğăďăůă 6. (a) Ŋăąőř ĺğ km śşňň ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł k ŋăąőřőć ĺğ m śşňň. Řěăńĺğş£ łăęďżľ šăłőľ

ŋăąőř ŕő őšďěńĳŋőśšĺ, ŕőńşůăěň šřěąşěňş¿ őűěŋłş.

(b) ÀŘăğřěęěňÁ ćěřšĺłăńĳŋżňĺ řăğřěğăňĺ ňăšřĺűş, śőőšćěšśšćş¿źş¿ ŋăÿěňş ŋăąőřş ĺğ m śşňň őš kn ŕěřěňěŋŋżţ ŋă k ňăšřĺű řăğňěřă m×n. Śŋăůăńă ŕřĺ ŕőňőźĺ kl śşňňăšőřőć řěăńĺğşěň ćśě ŕőńşůěŋŋżě ňăšřĺűż m × n. Šőčďă łăęďă£ ĺśłőňă£ śşňňă £ćń£ěšś£ śşňňőľ ŋě ąőńěě ůěň k − 1 şęě ŋăľďěŋŋżţ śşňň. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺśłőňżľ ŋăąőř śşňň ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ŋě ąőńěě, ůěň ğă kl + m(k − 1) < k(l + m) śşňňĺřőćăŋĺľ.

ŚŃŐĘŊŐŚŠĲ ŚŞŇŇĹŘŐĆĂŊĹ§.

Łşďř£ÿőć đ., Śłőŕěŋłőć Ă. (ŕřĺ şůăśšĺĺ Ŋĺłőłőÿěćă Ĺ.) ŘĚŸĚŊĹ§ (ŮĂŚŠĲ 2).

Ğăďăůă 7. (a) Ĺğ ğăďăůĺ 5 ŕřĺ n = 500 ŕőńşůĺň, ůšő ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ m śşňň őš 500 ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő

ćżůĺśńĺšĳ ŋě ąőńěě, ůěň ğă l = 2^{500} śşňňĺřőćăŋĺľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő ğăďăůě 6(b), ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ m śşňň őš 500k ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŋě ąőńěě, ůěň ğă k(l + m) śńőęěŋĺľ. Šăłĺň őąřăğőň, ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ m śşňň őš n ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŋě ąőńěě, ůěň ğă ⌈ n 500 ⌉ (l + m)

śşňňĺřőćăŋĺľ. §śŋő, ůšő ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ m ĺ n ¡šő ňěŋĳÿě, ůěň mn/100.

(b) Ĺğ ğăďăůĺ 5 ŕőńşůĺň, ůšő ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ m śşňň őš ⌊log_2 m⌋ ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŋě ąőńěě, ůěň ğă l = 2^{⌊log2 m⌋} < m śşňňĺřőćăŋĺľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő ğăďăůě 6(b), ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ m śşňň őš ⌊log_2 m⌋ k ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŋě ąőńěě, ůěň ğă k(l + m) < 2km śńőęěŋĺľ. Šăłĺň őąřăğőň, ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ m śşňň őš n ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŋě ąőńěě, ůěň ğă 2m ⌈ n ⌊log_2 m⌋ ⌉

śşňňĺřőćăŋĺľ.

Ğăďăůă 9. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ňăšřĺűş A řăğňěřă m×n. Ěśńĺ ć ¡šőľ ňăšřĺűě ćśě śšőńąűż řăğńĺůŋż,

šő śńőęŋőśšĳ ¡šőľ ňăšřĺűż ŋě ŕřěćőśţőďĺš L(B_m). Ěśńĺ ęě ěśšĳ ďćă śőćŕăďă¿źĺţ śšőńąűă, šő, ćżůĺśńĺć śŋăůăńă śşňňş śőőšćěšśšćş¿źĺţ ¡šĺň śšőńąűăň ŕěřěňěŋŋżţ, ňż śćőďĺň ğăďăůş ł řěăńĺğăűĺĺ ňăšřĺűż m × (n − 1). Śńěďőćăšěńĳŋő, L(m, n) 6 L(B_m) + n < n + 2^{m+1}.

Ğăďăůă 10. Ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n ćżŕőńŋěŋă űěŕőůłă ŋěřăćěŋśšć L(n, n) < ⌈ n ⌊0.95 log_2 n⌋ ⌉ L(⌊0.95 log_2 n⌋, n) < n 0.94 log_2 n

L(⌊0.95 log_2 n⌋, n) < < n 0.94 log_2 n

(n + 2 · 2^{⌊0.95 log2 n⌋}) < n 0.94 log_2 n

(n + 2n^{0.95}) < n 0.9 log_2 n . Ğăďăůă 11. (a) Ŋăğőć-ěň ŋăůăńăňĺ ŕřőćőďőć ćţőďż śţěňż ĺ ćżţőďż śşňňăšőřőć (ćśěčő n + k), łőŋűăňĺ

ŕřőćőďőć ćżţőďż śţěňż ĺ ćţőďż śşňňăšőřőć (ćśěčő m + 2k). Ŕřőŋşňěřşěň ćśě ŋăůăńă ĺ łőŋűż ŕřőćőďőć. Śőŕőśšăćĺň łăęďőľ śţěňě ĺŋťőřňăűĺ¿ ő šőň, łăłĺě ŋăůăńă ŕřőćőďőć ŕőďśőěďĺŋěŋż ł łăłĺň łőŋűăň ŕřőćőďőć. Ŕőŋ£šŋő, ůšő ¡šă ĺŋťőřňăűĺ£ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěš śţěňş. Ŕő¡šőňş ĺśłőňőě ůĺśńő śţěň ŋě ąőńĳÿě, ůěň ůĺśńő řăğńĺůŋżţ ćăřĺăŋšőć ŕőďśőěďĺŋĺšĳ ł łăęďőňş ĺğ m + 2k łőŋűőć ŕřőćőďőć łăłőě-šő ĺğ n + k ŋăůăń ŕřőćőďőć, łőšőřőě řăćŋő (n + k)^{m+2k}.

(b) Šăł łăł ůĺśńő řăğńĺůŋżţ śţěň ĺğ L(m, n) ¡ńěňěŋšőć ś n ćţőďăňĺ ĺ m ćżţőďăňĺ ŋě ňěŋĳÿě ůĺśńă ňăšřĺű řăğňěřă m × n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ Z_2, šő 2^{mn} 6 (n + k)^{m+2k}. Ńőčăřĺťňĺřş£ ¡šő ŋěřăćěŋśšćő, ŕőńşůăěň şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ.

(c) Ěśńĺ k = L(n, n) <^{n2}_{5 log2 n} , šő n^2 6 (n +^{2n2}_{5 log2 n} ) log_2(n +^{n2}_{5 log2 n} ). Ďőłăęěň, ůšő ¡šő ŋěřăćěŋśšćő ŋěćěřŋő ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n. Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

lim_{n→∞} 1 n^2

(n +

2n^2 5 log_2 n

) log_2(n + n^2 5 log_2 n

) = lim_{n→∞} log_2 n

n^2

(n +

2n^2 5 log_2 n ) · lim_{n→∞} 1 log_2 n log_2(n + n^2 5 log_2 n ) = 2 5 · 2 = 4 5 . Őśšăńőśĳ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ őŕřěďěńěŋĺěň ŕřěďěńă. (d) İšőš ŕşŋłš ŕőńŋőśšĳ¿ ăŋăńőčĺůěŋ ŕřěďżďşźěňş.

Ğăďăůă 12. (a) Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ an < bn^√1 + ε ĺ bn < cn^√1 + ε, šő an < (1+ε)cn. Őśšăńőśĳ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£

őŕřěďěńěŋĺěň.

(b) Şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ śřăğş śńěďşěš ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ śĺňćőńőć À∼Áĺ À.Á.

Ğăďăůă 13. Ąşďěň őąőğŋăůăšĳ m = f(n). Ěśńĺ k = L(m, n) <^{mn}_{(2+ε) log2(mn)} , šő mn 6 (m +^{2mn} (2 + ε) log_2(mn)

) log_2(n + mn 2 log_2(mn) ).

Ďőłăęěň, ůšő ¡šő ŋěřăćěŋśšćő ŋěćěřŋő ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n. Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

lim_{n→∞} 1 mn (m + 2mn (2 + ε) log_2(mn)

) log_2(n + mn (2 + ε) log_2(mn) ) = = lim_{n→∞} log_2(mn) mn (n + 2mn (2 + ε) log_2(mn) ) · lim_{n→∞} 1 log_2(mn) log_2(n + mn (2 + ε) log_2(mn) ) = = 2 2 + ε

· 2 = 4 2 + ε . Őśšăńőśĳ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ őŕřěďěńěŋĺěň ŕřěďěńă.

Ğăďăůă 14. Řăğőąĳ-ěň řěăńĺğşěňş¿ ňăšřĺűş A ŋă ŕőďňăšřĺűż ÿĺřĺŋż ⌊log_2^m_k ⌋. Łăęďş¿ ŕőďňăšřĺűş ňőęŋő

řěăńĺğőćăšĳ ğă^m_k śşňňĺřőćăŋĺľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćśě ŕőďňăšřĺűż ćňěśšě ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ğă ⌈_n ⌊log2^m_k ⌋ ⌉ ·^m_k śńőęěŋĺľ, ă śăňş ňăšřĺűş A | ğă ⌈_n ⌊log2^m_k ⌋ ⌉ ·^m_k + m ⌈_n ⌊log2^m_k ⌋ ⌉

.^{k+1}_k^{nm}_{log2 m} . Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ń¿ąőčő k

ćżŕőńŋěŋő ăśĺňŕšőšĺůěśłőě ŋěřăćěŋśšćő L(m, n) .^{k+1}_k^{mn}_{log2 m} . Śńěďőćăšěńĳŋő, L(m, n) .^{mn}_{log2 m} , ů.š.ď.

Ğăďăůă 15. Ăŋăńőčĺůŋő ğăďăůě 10, ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ε ∈ (0, 1) ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n

ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő L(m, n) 6^{mn}_{α log2 n} , ůšő ĺ šřěąşěšś£ ć ğăďăůě.

Ğăďăůă 16. (a) Ŕřěďśšăćĺň śţěňş ć ćĺďě őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő čřăťă, ş łőšőřőčő ěśšĳ ćěřÿĺŋż ůěšżř-ěţ ćĺďőć:

• ćţőďż śţěňż (ş ŋĺţ ŋěš ćţőďőć, őďĺŋ ćżţőď),

• śşňňăšőřż (ş ŋĺţ ďćă ćţőďă, őďĺŋ ćżţőď),

• řăğňŋőęăšěńĺ (ş ŋĺţ őďĺŋ ćţőď, ďćă ćżţőďă),

• ćżţőďż śţěňż (ş ŋĺţ őďĺŋ ćţőď, ŋěš ćżţőďőć).

Łăł ŋěśńőęŋő ćĺďěšĳ, ¡ńěňěŋš a_{ij} řăćěŋ ůĺśńş ŕşšěľ ĺğ j-čő ćţőďă ć i-ľ ćżţőď (ŕő ňőďşń¿ 2). Řăśśňőšřĺň ŋőćżľ čřăť, ć łőšőřőň ćśě ř-ěąřă ŋăŕřăćńěŋż ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ śšőřőŋş ĺ śőőšćěšśšćş¿źş¿ ěňş śţěňş. Ŋěśńőęŋő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šă śţěňă řěăńĺğşěš ňăšřĺűş A^t. Őąőğŋăůĺň l_1 śńőęŋőśšĳ ŕěřćőľ śţěňż, ă l_2 | ćšőřőľ. Ŋăľď-ěň ůĺśńő ř-ěąěř ŋăÿěčő čřăťă ďćşň£ śŕőśőąăňĺ: łăł ůĺśńő ŋăůăń ř-ěąěř ŕěřćőčő čřăťă ĺ łăł ůĺśńő ŋăůăń ř-ěąěř ćšőřőčő čřăťă. Ć ŕěřćőň śńşůăě ŕőńşůĺň n+l_1+2l_2, ă ćő ćšőřőň śńşůăě ŕőńşůĺň m+l_2+2l_1. Śńěďőćăšěńĳŋő, n + l_2 = m + l_1. Šăł łăł l_1 = L(A), šő L(A^t) 6 m − n + L(A). Őśšăńőśĳ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěň, ůšő (A^t)^t = A.

(b) Śńěďşěš ĺğ (a).

(c) Ćżąřőśĺň ĺğ ňăšřĺűż B_m ŋşńěćőľ śšőńąěű ĺ őąőğŋăůĺň ŕőńşůěŋŋş¿ ňăšřĺűş B^′_m. Šőčďă (B^′_m)^t | ¡šő ňăšřĺűă, śőőšćěšśšćş¿źă£ ŋăąőřş ćśěţ śşňň őš m ŕěřěňěŋŋżţ. Śńőęŋőśšĳ ¡šőčő ŋăąőřă śşňň ňż şęě ğŋăěň. Ĺśŕőńĳğş£ ŕşŋłš (a), ŕőńşůăěň L(B_m) = 2^{m+1} − 2m − 2.