ŚŘĂĆŊĹŠĚŃĲŊĂ§ ČĚŐŇĚŠŘĹ§ ŠŘĚŞČŐŃĲŊĹŁĂ Ĺ ŠĚŠŘĂİĎŘĂ

Ă.Ğăśńăćśłĺľ

Řěÿěŋĺ£ ğăďăů ůăśšĺ II ĺ ůăśšĺ III.

II. Őśŋőćŋżě ğăďăůĺ 11. ă) Ŕřěęďě ćśěčő őšňěšĺň śńěďş¿źĺľ ťăłš. Ŕşśšĳ ďăŋ šřěţčřăŋŋżľ şčőń OABC ĺ ńşů OP . Ŕőśšřőĺň ŕńőśłőśšĳ, śĺňňěšřĺůŋş¿ ŕńőśłőśšĺ OCP őšŋőśĺšěńĳŋő ąĺśśěłšőřŋőľ ŕńőśłőśšĺ ďćşčřăŋŋőčő şčńă ŕřĺ řěąřě OC, ĺ ďćě ăŋăńőčĺůŋżě ŕńőśłőśšĺ ŕřĺ řěąřăţ OA ĺ OB. Šőčďă šřĺ ŕőśšřőěŋŋżě ŕńőśłőśšĺ ŕěřěśěłşšś£ ŕő ŕř£ňőľ OP 0. Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěčłő ŕőńşůĺšĳ ś ŕőňőźĳ¿ šěőřěňż śĺŋşśőć ďń£ šřěţčřăŋŋőčő şčńă. Ŕř£ňş¿ OP 0 ŋăğőćěň śőŕř£ęěŋŋőľ ŕř£ňőľ OP őšŋőśĺšěńĳŋő šřěţčřăŋŋőčő şčńă OABC.

Šěŕěřĳ ďőłăęěň śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě. Ŕř£ňżě, śőŕř£ęěŋŋżě AP , BP , CP , DP őšŋőśĺšěńĳŋő śőőšćěšśšćş¿źĺţ šřěţčřăŋŋżţ şčńőć ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ řăśśšő£ŋĺ£ őš P ďő ŕńőśłőśšěľ BCD, CDA, DAB, ABC őšŋőś£šś£, łăł a : b : c : d, šő łăęďă£ ĺğ śőŕř£ęěŋŋżţ ŕř£ňżţ ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłş P 0, řăśśšő£ŋĺ£ őš łőšőřőľ ďő šěţ ęě ŕńőśłőśšěľ őšŋőś£šś£, łăł^1_a :^1_b :^1_c :^1_d . Šőůłş P 0 ąşďěň ŋăğżćăšĳ ĺğőčőŋăńĳŋő śőŕř£ęěŋŋőľ P . ą) Ŕşśšĳ ŕńőśłőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ A0, B0, C0 őšśěłăěš őš šěšřă¡ďřă ABCD šěšřă¡ďř DUV W . Šőčďă řăśśšő£ŋĺ£ őš P ďő čřăŋěľ ABD, ACD, BCD őąřăšŋő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż łőśĺŋşśăň ďćşčřăŋŋżţ şčńőć ŕřĺ őśŋőćăŋĺĺ šěšřă¡ďřă P UV W , ă řăśśšő£ŋĺ£ őš ń¿ąőľ šőůłĺ ŕěřŕěŋďĺłşń£řă, őŕşźěŋŋőčő ĺğ D ŋă ŕńőśłőśšĳ A0B0C0, ŕř£ňő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż ¡šĺň łőśĺŋşśăň. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćśě ůěšżřě ŕěřŕěŋďĺłşń£řă ŕřőţőď£š ůěřěğ šőůłş P 0, ĺğőčőŋăńĳŋő śőŕř£ęěŋŋş¿ P . 12. ă) Ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ğăďăů 7, 8 ążńő ŕőłăğăŋő, ůšő ůšő řăśśšő£ŋĺ£ őš šőůłĺ łăśăŋĺ£ ćŕĺśăŋŋőľ śťěřż ďő śšőřőŋ čřăŋĺ őšŋőś£šś£, łăł łőšăŋčěŋśż ŕőńőćĺŋ ďćşčřăŋŋżţ şčńőć ŕřĺ řěąřăţ ¡šőľ čřăŋĺ, ă őš šőůłĺ łăśăŋĺ£ ćŋěćŕĺśăŋŋőľ śťěřż, łăśă¿źěľś£ ¡šőľ čřăŋĺ ĺ ŕřőďőńęěŋĺľ őśšăńĳŋżţ čřăŋěľ, łăł šăŋčěŋśż ŕőńőćĺŋ ¡šĺţ şčńőć. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šĺ šőůłĺ ĺğőčőŋăńĳŋő śőŕř£ęěŋż.

ą) Ăŋăńőčĺůŋő ŕ.ă) ŕőńşůăěň, ůšő šőůłă łăśăŋĺ£ čřăŋĺ ABC ś śťěřőľ, łăśă¿źěľś£ čřăŋĺ ABD ĺ ŕřőďőńęěŋĺľ őśšăńĳŋżţ čřăŋěľ, ĺğőčőŋăńĳŋő śőŕř£ęěŋă šőůłě łăśăŋĺ£ ABC ś śťěřőľ, łăśă¿źěľś£ ńĺąő ŕřőďőńęěŋĺľ čřăŋěľ ABC ĺ ABD ğă řěąřő AB, ńĺąő ŕřőďőńęěŋĺľ čřăŋěľ ACD ĺ BCD ğă řěąřő CD (ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš šőčő, łăłă£ ĺğ ¡šĺţ śťěř śşźěśšćşěš).

ć) Şšćěřęďěŋĺě śřăğş śńěďşěš ĺğ ŕ. ą) ĺ šőčő ťăłšă, ůšő šőůłĺ őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ŋě ĺňě¿š ĺğőčőŋăńĳŋő śőŕř£ęěŋŋżţ (śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕř£ňżě ŕăřăńńěńĳŋż).

13. Šăł łăł řăśśšő£ŋĺ£ őš űěŋšřă š£ęěśšĺ ďő čřăŋěľ šěšřă¡ďřă őąřăšŋő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż ŕńőźăď£ň ¡šĺţ čřăŋěľ, řăśśšő£ŋĺ£ őš ĺğőčőŋăńĳŋő śőŕř£ęěŋŋőľ šőůłĺ ďő čřăŋěľ ŕř£ňő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż ĺţ ŕńőźăď£ň. Ďőłăęěň, ůšő ¡šă šőůłă ňĺŋĺňĺğĺřşěš śşňňş łćăďřăšőć. Ŕşśšĳ S_a, S_b, S_c, S_d | ŕńőźăďĺ čřăŋěľ, a, b, c, d | řăśśšő£ŋĺ£ őš ŋěłőšőřőľ šőůłĺ ďő ¡ĺţ čřăŋěľ, V | őąžěň šěšřă¡ďřă. Šőčďă aS_a + bS_b + cS_c + dS_d = 3V , śńěďőćăšěńĳŋő

a^2 + b^2 + c^2 + d^2 = a^2 + b^2 + c^2 +

_{3V} �_{aSa} �_{bSb} �_{cSc} S_d !_2

Řăśśňăšřĺćă£ ¡šő ćżřăęěŋĺě łăł łćăďřăšŋżľ šřěţůńěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő c, ŕőńşůăěň, ůšő ěčő ňĺŋĺňşň ďőśšĺčăěšś£ ŕřĺ c = �^{aSaSc}�^{bSbSc+3V Sc}_{S2c +S}2_d , ůšő řăćŋőśĺńĳŋő c S_c = 3V � aSa � bSb � cSc S^2_d = d S_d .

Ćżŕĺśăć ăŋăńőčĺůŋżě şśńőćĺ£ ňĺŋĺňşňă ŕő a ĺ b, ŕőńşůĺň a : b : c : d = S_a : S_b : S_c : S_d, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ. 14. ă) Ĺğ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ 4 śńěďşěš, ůšő ĺśłőňżľ šěšřă¡ďř őřšőűěŋšřĺůěśłĺľ. ą) Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż šőůłĺ Ęěřčőŋŋă őąřăšŋő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż p � a, p � b, p � c, čďě a, b, c | śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă, p | ěčő ŕőńşŕěřĺňěšř. Ŕřĺňěŋĺć ńěňňş, şąěęďăěňś£, ůšő ĺśłőňżľ šěšřă¡ďř łăřłăśŋżľ.

ć) Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż šőůłĺ Ŋăčěń£ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż p � a, p � b, p � c. Ŕő ńěňňě ĺśłőňżľ šěšřă¡ďř łăřłăśŋżľ.

č) Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż űěŋšřă ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż a, b, c. Ŕřĺňěŋĺć ńěňňş ŕőńşůăěň, ůšő ć ĺśłőňőň šěšřă¡ďřě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ řěąěř řăćŋż. Šăłőľ šěšřă¡ďř ŋăğżćăěšś£ ĺŋűěŋšřĺůěśłĺň.

ď) Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż šőůłĺ Ńěňşăŋă ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż a^2, b^2, c^2. Ŕő ńěňňě ĺśłőňżľ šěšřă¡ďř ĺŋűěŋšřĺůěśłĺľ.

15{16. Ŕřĺňěŋ££ ńěňňş, şąěęďăěňś£, ůšő ćő ćśěţ śńşůă£ţ şśńőćĺ£ ŕěřěśěůěŋĺ£ ďń£ őšřěğłőć ĺğ šőůěł A ĺ B śőćŕăďă¿š ś şśńőćĺ£ňĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ďń£ őšřěğłőć ĺğ šőůěł C ĺ D.

III. Ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ğăďăůĺ (ŋěłőšőřżě śőőąřăęěŋĺ£)

18. Şšćěřęďěŋĺě ŋěćěřŋő (ćőśŕőńĳğşľšěśĳ ğăďăůěľ 11ą).

24. Ěśńĺ ćśě şčńż šřěşčőńĳŋĺłă ňěŋĳÿě^{2π}_3 , šő šőůłă Šőřřĺůěńńĺ ňĺŋĺňĺğĺřşěš śşňňş řăśśšő£ŋĺľ ďő ěčő ćěřÿĺŋ, ŕřĺ ¡šőň ćśě śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă ćĺďŋż ĺğ ŋěě ŕőď şčńőň^{2π}_3 . Ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ćŋşšřĺ šěšřă¡ďřă śşźěśšćşěš šőůłă T , ĺğ łőšőřőľ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě řěąřă ćĺďŋż ŕőď řăćŋżňĺ şčńăňĺ, šő őŋă ňĺŋĺňĺğĺřşěš śşňňş řăśśšő£- ŋĺ£ ďő ćěřÿĺŋ šěšřă¡ďřă. Ŕřĺ ¡šőň šőůłă T 0, ĺğőčőŋăńĳŋő śőŕř£ęěŋŋă£ T , ţăřăłšěřĺğşěšś£ šěň śćőľśšćőň, ůšő ěě ŕřőěłűĺĺ ŋă čřăŋĺ őąřăğş¿š řăćŋőčřăŋŋżľ šěšřă¡ďř (šěšřă¡ďř ŋăğżćăěšś£ řăćŋőčřăŋŋżň, ěśńĺ ćśě ěčő čřăŋĺ řăćŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ. Ěśšĳ ňŋőčő şśńőćĺľ, řăćŋőśĺńĳŋżţ řăćŋőčřăŋŋőśšĺ, ŋăŕřĺňěř, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě řěąřă řăćŋż, ĺńĺ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ďćşčřăŋŋżě şčńż řăćŋż, ĺńĺ śőćŕăďă¿š ďćě ĺğ šřěţ šőůěł: űěŋšř š£ęěśšĺ, űěŋšř ćŕĺśăŋŋőľ śťěřż, űěŋšř őŕĺśăŋŋőľ śťěřż). Ěśšĳ čĺŕőšěğă, ůšő şśńőćĺě śşźěśšćőćăŋĺ£ šőůłĺ T śńěďş¿źěě: śşňňă ďćşčřăŋŋżţ şčńőć ŕřĺ ń¿ąőľ ćěřÿĺŋě šěšřă¡ďřă ňěŋĳÿě 2π (řăćŋőśĺńĳŋőě şśńőćĺě: śşňňă łőśĺŋşśőć ŕńőśłĺţ şčńőć ŕřĺ ń¿ąőľ ćěřÿĺŋě ąőńĳÿě �1).

Ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ řěğşńĳšăš ć ğăďăůě 7 ůăśšĺ I, ŕőńşůěŋŋżľ şůăśšŋĺłăňĺ łőŋťěřěŋűĺĺ.

Şůăśšŋĺłĺ łőŋťěřěŋűĺĺ Ň.Ĺśăěć ĺ Ć.Ťĺńĺňőŋőć ŋăÿńĺ ěźě őďŋő ¡łćĺćăńěŋšŋőě şśńőćĺě: šőůłă łăśăŋĺ£ ćŕĺśăŋŋőľ śťěřż ś őďŋőľ ĺğ čřăŋěľ £ćń£ěšś£ šőůłőľ Šőřřĺůěńńĺ ¡šőľ čřăŋĺ. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ďőśšăšőůŋőśšĺ ¡šőčő şśńőćĺ£ ďőłăęěň śŋăůăńă, ůšő šőčďă ĺ ć őśšăńĳŋżţ čřăŋ£ţ šőůłĺ łăśăŋĺ£ śőćŕăďă¿š ś šőůłăňĺ Šőřřĺůěńńĺ.

Ĺšăł, ŕşśšĳ A0, B0, C0, D0 | šőůłĺ łăśăŋĺ£ ćŕĺśăŋŋőľ śťěřż ś čřăŋ£ňĺ ĺ 6 AD0B = 6 BD0C = 6 CD0A =^{2π}_3 . Šăł łăł AD0 ĺ AC0 | łăśăšěńĳŋżě, ŕřőćěďěŋŋżě ł śťěřě ĺğ őďŋőľ šőůłĺ, AD0 = AC0. Ăŋăńőčĺůŋő, BD0 = BC0. Ğŋăůĺš šřěşčőńĳŋĺłĺ ABD0 ĺ ABC0 řăćŋż ĺ 6 AC0B = 6 AD0B =^{2π}_3 . Šăł ęě ďőłăğżćăěšś£, ůšő 6 AB0C = 6 BA0C =^{2π}_3 . Łřőňě šőčő 6 AB0D = 6 AC0D, 6 BA0D = 6 BC0D, 6 CA0D = 6 CB0D, 6 AB0D +6 CB0D = 6 AC0D +6 BC0D = 6 BA0D + 6 CA0D =^{4π}_3 . Ĺğ ¡šĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ śńěďşěš, ůšő ćśě ¡šĺ şčńż řăćŋż.

Šěŕěřĳ, šăł łăł D0, C0 | šőůłĺ Šőřřĺůěńńĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ čřăŋěľ, ŕř£ňżě DC0 ĺ CD0 £ćń£¿šś£ ąĺśśěłšřĺśăňĺ şčńőć AC0B ĺ AD0B ĺ, ğŋăůĺš, ŕěřěśěłă¿š řěąřő AB ć šőůłě X, şďőćńěšćőř£¿źěľ şśńőćĺ£ň^{AX}_{BX} =^{AD0}_{BD0} =^{AC 0}_{BC 0} . Śńěďőćăšěńĳŋő, šőůłĺ C, D, C0, D0 ńěęăš ć ŕńőśłőśšĺ CDX ĺ őšřěğłĺ CC0 ĺ DD0 ŕěřěśěłă¿šś£. Ń¿ążě ďćă ďřşčĺţ őšřěğłă, śőěďĺŋ£¿źĺě ćěřÿĺŋż ś šőůłăňĺ łăśăŋĺ£ šăłęě ŕěřěśěłă¿šś£, ă, ŕőśłőńĳłş, őšřěğłĺ ŋě ńěęăš ć őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ, šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ őďŋă ĺ šă ęě. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£ ŋěőąţőďĺňőśšĳ şśńőćĺ£.