"12" Ğăďăůă ŕřěďńőęěŋă Ć. Ŕřăśőńőćżň, Ň. Śłőŕěŋłőćżň ĺ Ś. Ďőřĺůěŋłő

Ććőďŋżě ğăďăůĺ Ŕşśšĳ ŋă łńěšůăšőľ ŕńőśłőśšĺ ŋăřĺśőćăŋ ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M = A_1A_2 : : : An ś ćěřÿĺŋăňĺ ć şğńăţ śěšłĺ (Řĺś. 1 śńěćă). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćŋşšřĺ M řăśŕőńőęěŋ řőćŋő őďĺŋ şğěń O. Őšńőęĺň ćěłšőřż −−−→ A_1A_2; −−−→ A_2A_3; : : : −−−→ AnA_1 őš şğńă O ĺ ŋă łăęďőň ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ őšřěğłőć ćżąěřěň ąńĺęăľÿĺľ ł šőůłě O şğěń. Śőěďĺŋ££ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżąřăŋŋżě n šőůěł, ŕőńşůĺň ŋěłőšőřżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M^∗, łőšőřżľ ŋăğżćăěšś£ ďćőľśšćěŋŋżň ł ĺśţőďŋőňş ňŋőčőşčőńĳŋĺłş (Řĺś. 1 śŕřăćă).

Řĺś. 1.

Ďăŋŋżľ űĺłń ğăďăů ŕőść£źěŋ ¡ńěňěŋšăřŋőňş ďőłăğăšěńĳśšćş śńěďş¿źěľ šěőřěňż, őšłřżšőľ ćśěčő ŋěśłőńĳłő ńěš ŋăğăď:

Šěőřěňă ő 12. Ŕşśšĳ ćŋşšřĺ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M řăśŕőńőęěŋ řőćŋő őďĺŋ şğěń O, ŋă ěčő čřăŋĺűě | b şğńőć, ă ŋă čřăŋĺűě ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M^∗ | b^∗ şğńőć. Šőčďă

b + b^∗ = 12:

0. Ŋăřĺśşľšě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ, ďćőľśšćěŋŋżě ł ĺğőąřăęěŋŋżň ŋă řĺś. 2. Śłőńĳłő şğńőć řăśŕőńőęěŋő ćŋşšřĺ M^∗ ć łăęďőň śńşůăě? Ůěňş řăćŋż M^{∗∗}? Łăł ść£ğăŋż ŕńőźăďĺ M ĺ M^∗? Ćőğňőęŋő ńĺ řăćěŋśšćő M = M^∗? Śťőřňşńĺřşľšě Ćăÿĺ ŋăąń¿ďěŋĺ£ ĺ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£, ŕőŕżšăľšěśĳ ĺţ ďőłăğăšĳ.

M ?

M^∗ ? ? ? ă ą ć č ď Řĺś. 2.

1. Ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă řőćŋő 1 şğěń. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő şğńőć ňőęěš ążšĳ ŋă čřăŋĺűě? 2. Ďőłăęĺšě šěőřěňş ő 12 ďń£ ŕăřăńńěńőčřăňňă ś b = 4.

Typeset by AMS-TEX 1

Ŕřőśšżň šřěşčőńĳŋĺłőň ŋăğőćěň šřěşčőńĳŋĺł, ŋě śőďěřęăźĺľ ďřşčĺţ şğńőć, łřőňě ćěřÿĺŋ (łăł ćŋşšřĺ, šăł ĺ ŋă śšőřőŋăţ). Ŕřżęőł (řĺś. 3) | ¡šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŕřĺ łőšőřőň ćěřÿĺŋă A šřěşčőńĳŋĺłă ABC ğăňěŋ£ěšś£ ŋă šőůłş, śĺňňěšřĺůŋş¿ ěľ őšŋőśĺšěńĳŋő B.

Řĺś. 3.

3. ă) Ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă ŕřĺ ŕřżęłě ŋě ňěŋ£ěšś£;

ą) Ĺğ ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă ŕřĺ ŕřżęłě ŕőńşůăěšś£ ŕřőśšőľ;

ć) Ş ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă őďĺŋ ĺğ şčńőć | šşŕőľ ĺńĺ ŕř£ňőľ (ŕřĺůěň ŕőśńěďŋĺľ śńşůăľ ćőğňőęěŋ šőńĳłő ďń£ šřěşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋăňĺ 1, 1, √ 2, łőšőřżľ ňż ŋăğőćěň ňĺŋĺňăńĳŋżň);

č) Ĺğ ń¿ąőčő ŕřőśšőčő ŋě ňĺŋĺňăńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă őďŋĺň ŕřżęłőň ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł, ş łőšőřőčő ŋăĺąőńĳÿă£ śšőřőŋă ňěŋĳÿě, ůěň ŋăĺąőńĳÿă£ śšőřőŋă ĺśţőďŋőčő.

ď) Ń¿ąőľ ŕřőśšőľ šřěşčőńĳŋĺł ňőęŋő łőŋěůŋżň ůĺśńőň ŕřżęłőć ŕěřěćěśšĺ ć ňĺŋĺňăńĳŋżľ; ě) Ŕńőźăďĳ ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă řăćŋă 1=2.

4. ă) Ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł, ŋě śőďěřęăźĺľ şğńőć (łřőňě ćěřÿĺŋ), | ŕăřăńńěńőčřăňň.

ą) Śşźěśšćşěš ńĺ ćżŕşłńżľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł, ŋě śőďěřęăźĺľ ćŋşšřĺ śěą£ şğńőć? ć) Ćŋşšřĺ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă řőćŋő 1 şğěń. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő ćěřÿĺŋ őŋ ňőęěš ĺňěšĳ?

5. ă) Ěśńĺ ŋă śšőřőŋăţ šřěşčőńĳŋĺłă ŋěš şğńőć (łřőňě ćěřÿĺŋ), ă ćŋşšřĺ ŋěčő | řőćŋő 1 şğěń, šő ¡šő | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ňěďĺăŋ šřěşčőńĳŋĺłă.

ą) Ďőłăęĺšě šěőřěňş ő 12 ďń£ šřěşčőńĳŋĺłă ś b = 3.

Ŕşśšĳ S | ŕńőźăďĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ćŋşšřĺ łőšőřőčő | i şğńőć, ă ŋă čřăŋĺűě | b şğńőć. 6. ă) Řăśśňőšřĺň šřĺăŋčşń£űĺ¿ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ďăŋŋżţ b + i şğńăţ. Śłőńĳłő ć ŋěľ ňőęěš ążšĳ šřěşčőńĳŋĺłőć?

ą) Ďőłăęĺšě ťőřňşńş Ŕĺłă:

S = i + b 2 − 1:

7. Ŕşśšĳ őšŋőÿěŋĺě ŕńőźăďĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ł łćăďřăšş őďŋőľ ĺğ ěčő śšőřőŋ ĺřřăűĺőŋăńĳŋő (šăł ąşďěš, ŋăŕřĺňěř, ďń£ ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă). Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďőąŋżľ ěňş ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋěńĳğ£ ŋăřĺśőćăšĳ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě šăł, ůšőąż ćěřÿĺŋż ńěęăńĺ ć şğńăţ. 8. Ÿăţňăšŋżľ łőřőńĳ őąőÿěń ďőśłş 8 × 8 łńěšőł, ŕőążćăć ŋă łăęďőň ŕőńě řőćŋő 1 řăğ ĺ ŕőśńěďŋĺň ţőďőň ćěřŋşćÿĺśĳ ŋă ĺśţőďŋőě ŕőńě. Ńőňăŋă£, śőěďĺŋ£¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő űěŋšřż ŕőńěľ, łőšőřżě ŕřőţőďĺń łőřőńĳ, ŋě ĺňěěš śăňőŕěřěśěůěŋĺľ.

ă) Łăłş¿ ŕńőźăďĳ ňőęěš őčřăŋĺůĺćăšĳ ¡šă ńőňăŋă£? ą) Łăłş¿ ŋăĺąőńĳÿş¿ ďńĺŋş őŋă ňőęěš ĺňěšĳ?

Şďăńěŋĺěň šřěşčőńĳŋĺłă ŋăğőćěň őŕěřăűĺ¿ őšřěğăŋĺ£ őš ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ĺňě¿źěčő ś ŋĺň ďćě őąźĺě śšőřőŋż. Ŋăŕřĺňěř, ĺğ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋă řĺś. 2ă şďăńěŋĺěň šřěşčőńĳŋĺłă ŕőńşůăěšś£ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋă řĺś. 2ć. Őąřăšŋş¿ őŕěřăűĺ¿ ŋăğőćěň ďőąăćńěŋĺěň šřěşčőńĳŋĺłă.

9. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ń¿ążě ďćă ňŋőčőşčőńĳŋĺłă

ă) ŋă řĺś. 2; ą) ąěğ şğńőć ćŋşšřĺ; ć) ćżŕşłńżě ś řőćŋő 1 şğńőň ćŋşšřĺ; ŕőńşůă¿šś£ ďřşč ĺğ ďřşčă śěřĺěľ şďăńěŋĺľ ĺ ďőąăćńěŋĺľ šřěşčőńĳŋĺłőć?

"12" Őśŋőćŋżě ğăďăůĺ Ŕşśšĳ O | ŋăůăńő ďěłăřšőćőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš. Śőŕőśšăćĺň łăęďőľ šőůłě A(a; b) ≠ O ŕř£ňş¿ A^∗, ğăďăćăěňş¿ şřăćŋěŋĺěň ax + by = 1. İšă ŕř£ňă£ ŋăğżćăěšś£ ďćőľśšćěŋŋőľ ł ďăŋŋőľ šőůłě. Ŋăőąőřőš, łăęďőľ ŕř£ňőľ ax + by = 1 śőŕőśšăćĺň ďćőľśšćěŋŋş¿ šőůłş (a; b). 10. Ŋăřĺśşľšě ťĺčşřż, ďćőľśšćěŋŋżě ł ťĺčşřăň ŋă řĺś. 4. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŋă řĺś. 4ă l^∗ ∈ A^∗ ĺ ůšő ŋă řĺś. 4ą ŕř£ňżě A^∗; B^∗; C^∗ ŕřőţőď£š ůěřěğ őďŋş šőůłş. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ C ≠ O ŕř£ňă£ C^∗ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă OC ĺ ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłş C^′ ∈ OC, šăłş¿ ůšő OC ·OC^′ = 1.

? ? ă ą ć č Řĺś. 4.

Ďń£ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M = A_1 : : : An ŕőńőęĺň M^∗ = (A_1A_2)^∗ : : : (AnA_1)^∗.

11. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šő őŕřěďěńěŋĺě ďćőľśšćěŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă śőčńăśşěšś£ ś ŕřěďżďşźĺň (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőćőřőšă ŋă 90^∘). Ďőłăęĺšě řăćěŋśšćő M^{∗∗} = M.

12. Ěśńĺ ćŋşšřĺ M řăśŕőńőęěŋ řőćŋő 1 şğěń,šő ćŋşšřĺ M^∗ šăłęě řăśŕőńőęěŋ řőćŋő 1 şğěń. 13. ă) Ŕřĺ şďăńěŋĺĺ šřěşčőńĳŋĺłă ĺğ M ŕřőĺśţőďĺš ďőąăćńěŋĺě šřěşčőńĳŋĺłă ł M^∗.

ą) Ĺğ ń¿ąőčő ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ś řőćŋő őďŋĺň şğńőň ćŋşšřĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ şďăńěŋĺľ/ďőąăćńěŋĺľ šřěşčőńĳŋĺłőć ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕăřăńńěńőčřăňň ś b = 4.

ć) Ďőłăęĺšě šěőřěňş ő 12.

14. Łăłă£ ťĺčşřă ąşďěš ďćőľśšćěŋŋőľ ł ŋěćżŕşłńőňş ňŋőčőşčőńĳŋĺłş (řĺś. 2ď)? Ŕřĺ łăłőň şśńőćĺĺ ŋă M ďćă őŕřěďěńěŋĺ£ M^∗ řăćŋőśĺńĳŋż? Łăł őąőąźĺšĳ šěőřěňş ő 12 ŋă ŋěćżŕşłńżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ?

Ďćőľśšćěŋŋă£ łřĺćă£ ‚^∗ | ¡šő ČŇŠ ďćőľśšćěŋŋżţ łő ćśěň łăśăšěńĳŋżň ł łřĺćőľ ‚. 15. Łăłă£ łřĺćă£ ďćőľśšćěŋŋă ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ? Ğăćěřÿĺšě řĺś. 5. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ‚^{∗∗} = ‚?

‚

‚^∗ ? ?

ă ą ć č Řĺś. 5.

16^∗. Łăł őąőąźĺšĳ šěőřěňş ő 12 ŋă ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ ś ąőńěě ůěň őďŋĺň şğńőň ćŋşšřĺ?

[1] Ŋ. Ą. Ćăśĺńĳěć, Ćőłřşč ťőřňşńż Ŕĺłă, Łćăŋš 12 (1974).

[2] Ą. Ŕőőŋěŋ ĺ Ť. Řőďřĺčěś-Ćĺńńěčăś, Řěÿěšőůŋżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ ĺ ůĺśńő 12, Amer. Math. Mon. 107:3 (2000), 238{250. (ŋă ăŋčńĺľśłőň) [3] Ď. Řěŕőćÿ, Ň. Śłőŕěŋłőć ĺ Ň. Űěŋűěńĳ, İńěňěŋšăřŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő 12 űěńżţ šőůłăţ, ŕřěďśšăćńěŋő ć Ňăš. Ğăňěšłĺ.

[4] Ś. Ń. Šăąăůŋĺłőć, Čěőňěšřĺ£ şřăćŋěŋĺľ, Łćăŋš 10 (1988).