"12" Ğăďăůă ŕřěďńőęěŋă Ć. Ŕřăśőńőćżň, Ň. Śłőŕěŋłőćżň ĺ Ś. Ďőřĺůěŋłő

Ććőďŋżě ğăďăůĺ Ŕşśšĳ ŋă łńěšůăšőľ ŕńőśłőśšĺ ŋăřĺśőćăŋ ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M = A_1A_2 : : : A_n ś ćěřÿĺŋăňĺ ć şğńăţ śěšłĺ (Řĺś. 1 śńěćă). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćŋşšřĺ M řăśŕőńőęěŋ řőćŋő őďĺŋ şğěń O. Őšńőęĺň ćěłšőřż −−−→ A_1A_2; −−−→A_2A_3; : : : −−−→A_nA_1 őš şğńă O ĺ ŋă łăęďőň ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ őšřěğłőć ćżąěřěň ąńĺęăľÿĺľ ł šőůłě O şğěń. Śőěďĺŋ££ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżąřăŋŋżě n šőůěł, ŕőńşůĺň ŋěłőšőřżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M^∗, łőšőřżľ ŋăğżćăěšś£ ďćőľśšćěŋŋżň ł ĺśţőďŋőňş ňŋőčőşčőńĳŋĺłş (Řĺś. 1 śŕřăćă).

Řĺś. 1.

Ďăŋŋżľ űĺłń ğăďăů ŕőść£źěŋ ¡ńěňěŋšăřŋőňş ďőłăğăšěńĳśšćş śńěďş¿źěľ šěőřěňż, őšłřżšőľ ćśěčő ŋěśłőńĳłő ńěš ŋăğăď:

Šěőřěňă ő 12. Ŕşśšĳ ćŋşšřĺ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M řăśŕőńőęěŋ řőćŋő őďĺŋ şğěń O, ŋă ěčő čřăŋĺűě | b şğńőć, ă ŋă čřăŋĺűě ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M^∗ | b^∗ şğńőć. Šőčďă

b + b^∗ = 12:

0. Ŋăřĺśşľšě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ, ďćőľśšćěŋŋżě ł ĺğőąřăęěŋŋżň ŋă řĺś. 2. Śłőńĳłő şğńőć řăśŕőńőęěŋő ćŋşšřĺ M^∗ ć łăęďőň śńşůăě? Ůěňş řăćŋż M^{∗∗}? Łăł ść£ğăŋż ŕńőźăďĺ M ĺ M^∗? Ćőğňőęŋő ńĺ řăćěŋśšćő M = M^∗? Śťőřňşńĺřşľšě Ćăÿĺ ŋăąń¿ďěŋĺ£ ĺ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£, ŕőŕżšăľšěśĳ ĺţ ďőłăğăšĳ.

M ?

M^∗ ? ? ? ă ą ć č ď Řĺś. 2.

1. Ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă řőćŋő 1 şğěń. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő şğńőć ňőęěš ążšĳ ŋă čřăŋĺűě? 2. Ďőłăęĺšě šěőřěňş ő 12 ďń£ ŕăřăńńěńőčřăňňă ś b = 4.

Typeset by AMS-TEX 1

Ŕřőśšżň šřěşčőńĳŋĺłőň ŋăğőćěň šřěşčőńĳŋĺł, ŋě śőďěřęăźĺľ ďřşčĺţ şğńőć, łřőňě ćěřÿĺŋ (łăł ćŋşšřĺ, šăł ĺ ŋă śšőřőŋăţ). Ŕřżęőł (řĺś. 3) | ¡šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŕřĺ łőšőřőň ćěřÿĺŋă A šřěşčőńĳŋĺłă ABC ğăňěŋ£ěšś£ ŋă šőůłş, śĺňňěšřĺůŋş¿ ěľ őšŋőśĺšěńĳŋő B.

Řĺś. 3.

3. ă) Ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă ŕřĺ ŕřżęłě ŋě ňěŋ£ěšś£;

ą) Ĺğ ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă ŕřĺ ŕřżęłě ŕőńşůăěšś£ ŕřőśšőľ;

ć) Ş ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă őďĺŋ ĺğ şčńőć | šşŕőľ ĺńĺ ŕř£ňőľ (ŕřĺůěň ŕőśńěďŋĺľ śńşůăľ ćőğňőęěŋ šőńĳłő ďń£ šřěşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋăňĺ 1, 1, √ 2, łőšőřżľ ňż ŋăğőćěň ňĺŋĺňăńĳŋżň);

č) Ĺğ ń¿ąőčő ŕřőśšőčő ŋě ňĺŋĺňăńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă őďŋĺň ŕřżęłőň ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł, ş łőšőřőčő ŋăĺąőńĳÿă£ śšőřőŋă ňěŋĳÿě, ůěň ŋăĺąőńĳÿă£ śšőřőŋă ĺśţőďŋőčő.

ď) Ń¿ąőľ ŕřőśšőľ šřěşčőńĳŋĺł ňőęŋő łőŋěůŋżň ůĺśńőň ŕřżęłőć ŕěřěćěśšĺ ć ňĺŋĺňăńĳŋżľ; ě) Ŕńőźăďĳ ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă řăćŋă 1=2.

4. ă) Ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł, ŋě śőďěřęăźĺľ şğńőć (łřőňě ćěřÿĺŋ), | ŕăřăńńěńőčřăňň.

ą) Śşźěśšćşěš ńĺ ćżŕşłńżľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł, ŋě śőďěřęăźĺľ ćŋşšřĺ śěą£ şğńőć? ć) Ćŋşšřĺ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă řőćŋő 1 şğěń. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő ćěřÿĺŋ őŋ ňőęěš ĺňěšĳ?

5. ă) Ěśńĺ ŋă śšőřőŋăţ šřěşčőńĳŋĺłă ŋěš şğńőć (łřőňě ćěřÿĺŋ), ă ćŋşšřĺ ŋěčő | řőćŋő 1 şğěń, šő ¡šő | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ňěďĺăŋ šřěşčőńĳŋĺłă.

ą) Ďőłăęĺšě šěőřěňş ő 12 ďń£ šřěşčőńĳŋĺłă ś b = 3.

Ŕşśšĳ S | ŕńőźăďĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ćŋşšřĺ łőšőřőčő | i şğńőć, ă ŋă čřăŋĺűě | b şğńőć. 6. ă) Řăśśňőšřĺň šřĺăŋčşń£űĺ¿ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ďăŋŋżţ b + i şğńăţ. Śłőńĳłő ć ŋěľ ňőęěš ążšĳ šřěşčőńĳŋĺłőć?

ą) Ďőłăęĺšě ťőřňşńş Ŕĺłă:

S = i + b2 − 1:

7. Ŕşśšĳ őšŋőÿěŋĺě ŕńőźăďĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ł łćăďřăšş őďŋőľ ĺğ ěčő śšőřőŋ ĺřřăűĺőŋăńĳŋő (šăł ąşďěš, ŋăŕřĺňěř, ďń£ ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă). Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďőąŋżľ ěňş ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋěńĳğ£ ŋăřĺśőćăšĳ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě šăł, ůšőąż ćěřÿĺŋż ńěęăńĺ ć şğńăţ. 8. Ÿăţňăšŋżľ łőřőńĳ őąőÿěń ďőśłş 8 × 8 łńěšőł, ŕőążćăć ŋă łăęďőň ŕőńě řőćŋő 1 řăğ ĺ ŕőśńěďŋĺň ţőďőň ćěřŋşćÿĺśĳ ŋă ĺśţőďŋőě ŕőńě. Ńőňăŋă£, śőěďĺŋ£¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő űěŋšřż ŕőńěľ, łőšőřżě ŕřőţőďĺń łőřőńĳ, ŋě ĺňěěš śăňőŕěřěśěůěŋĺľ.

ă) Łăłş¿ ŕńőźăďĳ ňőęěš őčřăŋĺůĺćăšĳ ¡šă ńőňăŋă£? ą) Łăłş¿ ŋăĺąőńĳÿş¿ ďńĺŋş őŋă ňőęěš ĺňěšĳ?

Şďăńěŋĺěň šřěşčőńĳŋĺłă ŋăğőćěň őŕěřăűĺ¿ őšřěğăŋĺ£ őš ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ĺňě¿źěčő ś ŋĺň ďćě őąźĺě śšőřőŋż. Ŋăŕřĺňěř, ĺğ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋă řĺś. 2ă şďăńěŋĺěň šřěşčőńĳŋĺłă ŕőńşůăěšś£ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋă řĺś. 2ć. Őąřăšŋş¿ őŕěřăűĺ¿ ŋăğőćěň ďőąăćńěŋĺěň šřěşčőńĳŋĺłă.

9. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ń¿ążě ďćă ňŋőčőşčőńĳŋĺłă

ă) ŋă řĺś. 2; ą) ąěğ şğńőć ćŋşšřĺ; ć) ćżŕşłńżě ś řőćŋő 1 şğńőň ćŋşšřĺ; ŕőńşůă¿šś£ ďřşč ĺğ ďřşčă śěřĺěľ şďăńěŋĺľ ĺ ďőąăćńěŋĺľ šřěşčőńĳŋĺłőć?

"12" Őśŋőćŋżě ğăďăůĺ Ŕşśšĳ O | ŋăůăńő ďěłăřšőćőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš. Śőŕőśšăćĺň łăęďőľ šőůłě A(a; b) ≠ O ŕř£ňş¿ A^∗, ğăďăćăěňş¿ şřăćŋěŋĺěň ax + by = 1. İšă ŕř£ňă£ ŋăğżćăěšś£ ďćőľśšćěŋŋőľ ł ďăŋŋőľ šőůłě. Ŋăőąőřőš, łăęďőľ ŕř£ňőľ ax + by = 1 śőŕőśšăćĺň ďćőľśšćěŋŋş¿ šőůłş (a; b). 10. Ŋăřĺśşľšě ťĺčşřż, ďćőľśšćěŋŋżě ł ťĺčşřăň ŋă řĺś. 4. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŋă řĺś. 4ă l^∗ ∈ A^∗ ĺ ůšő ŋă řĺś. 4ą ŕř£ňżě A^∗; B^∗; C^∗ ŕřőţőď£š ůěřěğ őďŋş šőůłş. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ C ≠ O ŕř£ňă£ C^∗ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă OC ĺ ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłş C^′ ∈ OC, šăłş¿ ůšő OC ·OC^′ = 1.

? ? ă ą ć č Řĺś. 4.

Ďń£ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M = A_1 : : : A_n ŕőńőęĺň M^∗ = (A_1A_2)^∗ : : : (A_nA_1)^∗.

11. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šő őŕřěďěńěŋĺě ďćőľśšćěŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă śőčńăśşěšś£ ś ŕřěďżďşźĺň (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőćőřőšă ŋă 90^∘). Ďőłăęĺšě řăćěŋśšćő M^{∗∗} = M.

12. Ěśńĺ ćŋşšřĺ M řăśŕőńőęěŋ řőćŋő 1 şğěń,šő ćŋşšřĺ M^∗ šăłęě řăśŕőńőęěŋ řőćŋő 1 şğěń. 13. ă) Ŕřĺ şďăńěŋĺĺ šřěşčőńĳŋĺłă ĺğ M ŕřőĺśţőďĺš ďőąăćńěŋĺě šřěşčőńĳŋĺłă ł M^∗.

ą) Ĺğ ń¿ąőčő ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ś řőćŋő őďŋĺň şğńőň ćŋşšřĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ şďăńěŋĺľ/ďőąăćńěŋĺľ šřěşčőńĳŋĺłőć ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕăřăńńěńőčřăňň ś b = 4.

ć) Ďőłăęĺšě šěőřěňş ő 12.

14. Łăłă£ ťĺčşřă ąşďěš ďćőľśšćěŋŋőľ ł ŋěćżŕşłńőňş ňŋőčőşčőńĳŋĺłş (řĺś. 2ď)? Ŕřĺ łăłőň şśńőćĺĺ ŋă M ďćă őŕřěďěńěŋĺ£ M^∗ řăćŋőśĺńĳŋż? Łăł őąőąźĺšĳ šěőřěňş ő 12 ŋă ŋěćżŕşłńżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ?

Ďćőľśšćěŋŋă£ łřĺćă£ ‚^∗ | ¡šő ČŇŠ ďćőľśšćěŋŋżţ łő ćśěň łăśăšěńĳŋżň ł łřĺćőľ ‚. 15. Łăłă£ łřĺćă£ ďćőľśšćěŋŋă ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ? Ğăćěřÿĺšě řĺś. 5. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ‚^{∗∗} = ‚?

‚

‚^∗ ? ?

ă ą ć č Řĺś. 5.

16^∗. Łăł őąőąźĺšĳ šěőřěňş ő 12 ŋă ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ ś ąőńěě ůěň őďŋĺň şğńőň ćŋşšřĺ?

[1] Ŋ. Ą. Ćăśĺńĳěć, Ćőłřşč ťőřňşńż Ŕĺłă, Łćăŋš 12 (1974).

[2] Ą. Ŕőőŋěŋ ĺ Ť. Řőďřĺčěś-Ćĺńńěčăś, Řěÿěšőůŋżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ ĺ ůĺśńő 12, Amer. Math. Mon. 107:3 (2000), 238{250. (ŋă ăŋčńĺľśłőň) [3] Ď. Řěŕőćÿ, Ň. Śłőŕěŋłőć ĺ Ň. Űěŋűěńĳ, İńěňěŋšăřŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő 12 űěńżţ šőůłăţ, ŕřěďśšăćńěŋő ć Ňăš. Ğăňěšłĺ.

[4] Ś. Ń. Šăąăůŋĺłőć, Čěőňěšřĺ£ şřăćŋěŋĺľ, Łćăŋš 10 (1988).

"12" Ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ğăďăůĺ 17. Ŋşęŋő ŕřőćěśšĺ ŕő ńĺŋĺ£ň śěšłĺ ğăňłŋşšş¿ ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źş¿ś£ ńőňăŋş¿, łőšőřă£ ąż ŕřőţőďĺńă ůěřěğ ćśě şğńż łńěšůăšőľ ąşňăčĺ, ńěęăźĺě ćŋşšřĺ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă p × q łńěšőł.

ă) Ŕřĺ łăłĺţ p ĺ q ¡šő ćőğňőęŋő? ą) Łăłş¿ ďńĺŋş ąşďěš ĺňěšĳ ¡šă ńőňăŋă£? ć) Łăłş¿ ŕńőźăďĳ őŋă ąşďěš őčřăŋĺůĺćăšĳ?

18. ă) Őąőğŋăůĺň ůěřěğ kM ňŋőčőşčőńĳŋĺł, łőšőřżľ ŕőńşůăěšś£ ĺğ M čőňőšěšĺěľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň k ś űěŋšřőň ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš. Ďőłăęĺšě ťőřňşńş 2S(M) = n(2M) − 2n(M) + 1, čďě n(M) | ůĺśńő şğńőć ćŋşšřĺ ĺ ŋă čřăŋĺűě M.

ą) Ŕřĺďşňăľšě ĺ ďőłăęĺšě ăŋăńőčĺůŋş¿ ťőřňşńş ďń£ őąžěňă ňŋőčőčřăŋŋĺłă ć ŕřőśšřăŋśšćě. 19. Ŕřĺďşňăľšě őűěŋłş ďń£ ňăłśĺňăńĳŋőčő ůĺśńă ćěřÿĺŋ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ůěřěğ ůĺśńő şğńőć ćŋşšřĺ ŋěčő.

Ăťťĺŋŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ŋăğőćěň ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕńőśłőśšĺ, ğăďăŋŋőě ťőřňşńőľ { x_′ = ax + by;

y^′ = cx + dy;

śőţřăŋ£¿źěě űěńőůĺśńěŋŋş¿ řěÿěšłş (¡šő őğŋăůăěš, ůšő ůĺśńă a; b; c; d | űěńżě ĺ ad − bc = ±1). 20. Łńăśśĺťĺűĺřşľšě ćżŕşłńżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ

ă) ąěğ şğńőć ćŋşšřĺ; ą) ś řőćŋő őďŋĺň şğńőň ćŋşšřĺ; ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ăťťĺŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ.

21. ă) Ŋăľďĺšě őąřăğ ŕř£ňőľ y = ax + b ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ (x; y) → (^x_y ;^1_y ).

ą) Ůĺśńő řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ x^2 +ax+b = 0 (x^3 +ax+b = 0) řăćŋő ůĺśńş łăśăšěńĳŋżţ, łőšőřżě ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ł łřĺćőľ x^2 = 4y (4x^3 = −27y^2) ĺğ šőůłĺ (a; b).

ć) Śłőńĳłő řěÿěŋĺľ ĺňěěš şřăćŋěŋĺě x^3 + ax + b = 0 ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš a ĺ b? č) Ŕőŕżšăľšěśĳ ĺśśńěďőćăšĳ šăłĺň őąřăğőň ďřşčĺě şřăćŋěŋĺ£.

"12" Řěÿěŋĺ£ ğăďăů

0. Śň. řĺś. 6ă{č. Ďń£ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋă řĺś. 2ď ŋě śşźěśšćşěš ďćőľśšćěŋŋőčő, ŕőśłőńĳłş őŋ ŋě ćżŕşłńżľ (śň. šăłęě ğăďăůş 14). Ŋă řĺś. 6ď ŕőłăğăŋ ŕřĺňěř, łőčďă M = M^∗. Ćőğňőęŋżě ŋăąń¿ďěŋĺ£:

- ćŋşšřĺ M^∗ řăśŕőńőęěŋ řőćŋő 1 şğěń (śň. ğăďăůş 12); - M^{∗∗} = −M (śň. ğăďăůş 11) - S(M) + S(M^∗) = 6, ůšő řăćŋőśĺńĳŋő šěőřěňě ő 12, šăł łăł ŕő ťőřňşńě Ŕĺłă (ğăďăůă 6ą) S(M) = i +^b_2 − 1 =^b_2 .

ă ą ć č ď ě Řĺś. 6.

1. Őšćěš: 9. Ŕřĺňěř ĺğőąřăęěŋ ŋă řĺś. 6ě. Ĺďě¿ ŕőśšřőěŋĺ£ ŕřĺňěřă ŕőďśłăğżćăěš šěőřěňă ő 12. Řăğ ŋă čřăŋĺűăţ šřěşčőńĳŋĺłőć T ĺ T^∗ ć śşňňě řăśŕőńőęěŋő 12 şğńőć, šő, ůšőąż ňăłśĺňĺğĺřőćăšĳ ůĺśńő şğńőć ŋă čřăŋĺűě T , ŋşęŋő ňĺŋĺňĺğĺřőćăšĳ ĺţ ůĺśńő ŋă čřăŋĺűě T^∗, ĺ ŋăőąőřőš. Ŕő¡šőňş ŋşęŋő ćğ£šĳ šřěşčőńĳŋĺł śő ćśěčő 3 şğńăňĺ ŋă čřăŋĺűě, šőčďă ďćőľśšćěŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ĺ ąşďěš ĺśłőňżň ŕřĺňěřőň.

Ňăłśĺňăńĳŋőśšĳ ůĺśńă 9 śńěďşěš, łőŋěůŋő, ĺğ šěőřěňż ő 12. Ŕřĺćěďěň ŋěğăćĺśĺňőě ďőłăğăšěńĳśšćő (řĺś. 7a). Ěśńĺ ŋă łăęďőľ śšőřőŋě šřěşčőńĳŋĺłă řăśŕőńőęěŋő ŋě ąőńěě 2 şğńőć (ŋě śůĺšă£ ćěřÿĺŋ), šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Řăśśňőšřĺň śńşůăľ, łőčďă őďŋă ĺğ śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă, ŋăğőćěň ěě AB, śőďěřęĺš ≥ 3 şğńőć (šăłă£ śĺšşűĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋő ćőğňőęŋă, śň. řĺś. 6ć). Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ŋă őśšăńĳŋżţ śšőřőŋăţ řăśŕőńőęěŋő ŋě ąőńěě 1 şğńă. Ŕşśšĳ ¡šő ŋě šăł, ŋăŕřĺňěř, AC śőďěřęĺš ≥ 2 şğńőć. Ćżąěřěň ĺğ ŋĺţ şğěń D, ąńĺęăľÿĺľ ł A. Ŕřőćěďěň DE ‖ AB, čďě E ∈ AC. Ćżąěřěň ŋă śšőřőŋě AB şğěń F , ąńĺęăľÿĺľ ł A. Řăśśňőšřĺň šőůłĺ G ĺ H ŋă őšřěğłě DE, šăłĺě ůšő DG = AF ĺ DH = AF , őůěćĺďŋő, ¡šő | şğńż řěÿěšłĺ. Šăł łăł şğńż řěÿěšłĺ řăğąĺćă¿š AB ĺ AC ŋă řăćŋżě őšřěğłĺ, šő CD : CA ≥^2_3 ĺ AF : AB ≤^1_4 . Ĺğ ŕőďőąĺ£ DE : AB ≥^2_3 . Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő DH < DE, šő ěśšĳ G ĺ H ńěęăš ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš şśńőćĺ¿. Ňăłśĺňăńĳŋőśšĳ ďőłăğăŋă.

ă ą Řĺś. 7.

2. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě O = AC ∩ BD (řĺś. 7ą). İšő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő šőůłă, śĺňňěšřĺůŋă£ šőůłě O őšŋőśĺšěńĳŋő AC ∩BD, | űěńă£ ĺ ńěęĺš ćŋşšřĺ ABCD, ă ŕő¡šőňş śőćŕăďăěš ś O. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő M^∗ | ŕăřăńńěńőčřăňň, śšőřőŋż łőšőřőčő ŕőńşůă¿šś£ ĺğ ďĺăčőŋăńěľ AC ĺ BD ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ŕěřěŋőśăňĺ ŋă ćěłšőřă ± −→OB ĺ ± −→OA śőőšćěšśšćěŋŋő. Šăł łăł ŋă ¡šĺţ ďĺăčőŋăń£ţ ńěęĺš ěďĺŋśšćěŋŋă£ űěńă£ šőůłă O, šő ŋă łăęďőľ śšőřőŋě ŕăřăńńěńőčřăňňă M^∗ ńěęĺš ŕő őďŋőľ űěńőľ šőůłě, őšłşďă b + b^∗ = 4 + 8 = 12.

3. ă) Šřěşčőńĳŋĺłĺ ABC ĺ A^′BC ĺňě¿š őąźěě őśŋőćăŋĺě BC, ă ŕőśłőńĳłş AB = BA^′, šő śőőšćěšśšćş¿źĺě ćżśőšż řăćŋż. Ğŋăůĺš, ŕńőźăďĺ ¡šĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć řăćŋż.

ą) Ŕşśšĳ D | śěřěďĺŋă BC. Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ űěŋšřăńĳŋőľ śĺňňěšřĺĺ ś űěŋšřőň D řěÿěšłă ŕěřěţőďĺš ć śěą£. Ŕő¡šőňş ěśńĺ šřěşčőńĳŋĺł ABC | ŕřőśšőľ, šő ěčő őąřăğ ŕřĺ ¡šőľ űěŋšřăńĳŋőľ śĺňňěšřĺĺ A^{′′}BC | šőęě ŕřőśšőľ. Ăŋăńőčĺůŋő, šřěşčőńĳŋĺł A^{′′}BA^′ | ŕřőśšőľ, ŕőśłőńĳłş ŕőńşůăěšś£ űěŋšřăńĳŋőľ śĺňňěšřĺěľ ĺğ A^{′′}BC. Ğŋăůĺš, ćŋşšřĺ ŕăřăńńěńőčřăňňă A^{′′}A^′BC ŋěš şğńőć, ć ůăśšŋőśšĺ, A^′BC | ŕřőśšőľ.

ć) Řăśśňőšřĺň ňĺŋĺňăńĳŋżľ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł śő śšőřőŋăňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ńĺŋĺ£ň śěšłĺ, śőďěřęăźĺľ ŋăÿ šřěşčőńĳŋĺł. Šőčďă ŋă łăęďőľ ěčő śšőřőŋě ńěęĺš ŕő ćěřÿĺŋě šřěşčőńĳŋĺłă. İšő ćőğňőęŋő, šőńĳłő ěśńĺ ţőš£ ąż őďŋă ĺğ ćěřÿĺŋ šřěşčőńĳŋĺłă śőćŕăńă ś ćěřÿĺŋőľ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă. Ěśńĺ šăłĺţ śőćŕăďă¿źĺţ ćěřÿĺŋ šřĺ, šő ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ŋăÿ šřěşčőńĳŋĺł | ňĺŋĺňăńĳŋżľ. Ěśńĺ ĺţ ďćě, ĺ őŋĺ £ćń£¿šś£ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżňĺ (ďń£ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă), šő, őůěćĺďŋő, şčőń ŕřĺ šřěšĳěľ ćěřÿĺŋě šřěşčőńĳŋĺłă | šşŕőľ. Őśšăńĳŋżě śńşůăĺ ďń£ ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă ŋěćőğňőęŋż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ šřěşčőńĳŋĺł ĺ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ĺňě¿š őąźş¿ ćěřÿĺŋş A, ă ąőńĳÿě śőćŕăďă¿źĺţ ćěřÿĺŋ ńĺąő ŋěš, ńĺąő ¡šő őďŋă ĺğ śőśěďŋĺţ ś ŋěľ ćěřÿĺŋ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ D ćěřÿĺŋş ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă, ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ ł A, ă ůěřěğ M śěřěďĺŋş śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă, ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ ł A. Šőčďă ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő šőůłă, śĺňňěšřĺůŋă£ šőůłě D őšŋőśĺšěńĳŋő M, | şğěń, ńěęăźĺľ ćŋşšřĺ ĺśţőďŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ĺńĺ ćŋşšřĺ ěčő śšőřőŋż.

č) Ďőśšăšőůŋő śďěńăšĳ ŕřżęőł ůěřěğ ćěřÿĺŋş B ś šşŕżň şčńőň. Šăł łăł AC | ŋăĺąőńĳÿă£ śšőřőŋă, šő AC > BC ĺ AC > AB = BA^′. Šăł łăł şčőń ABC | šşŕőľ, šő őŋ ąőńĳÿě şčńă A^′BC, ğŋăůĺš AC > A^′C (ŕőšőňş ůšő ďćě ďřşčĺě śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłőć ABC ĺ A^′BC őďĺŋăłőćż).

ď) Ąşďěň, ŕőłă ¡šő ćőğňőęŋő, şňěŋĳÿăšĳ ďńĺŋş ŋăĺąőńĳÿěľ śšőřőŋż ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă. İšőš ŕřőűěśś ŋě ňőęěš ŕřőďőńęăšĳś£ ąěśłőŋěůŋő, šăł łăł łćăďřăš ďńĺŋż ¡šőľ śšőřőŋż ŕřĺŋĺňăěš ńĺÿĳ űěńżě ğŋăůěŋĺ£ (ŕő šěőřěňě Ŕĺťăčőřă). Śőčńăśŋő ŕşŋłšş č) ¡šőš ŕřőűěśś őśšăŋőćĺšś£ ŋă ňĺŋĺňăńĳŋőň šřěşčőńĳŋĺłě.

ě) Śńěďşěš ĺğ ŕşŋłšőć ă) ĺ ď).

4. ă) Ŕşśšĳ ABCD | ŋăÿ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł, O = AC ∩ BD. Šăł łăł ABCD ŋě śőďěřęĺš şğńőć ćŋşšřĺ ĺ ŋă śšőřőŋăţ, šő šřěşčőńĳŋĺłĺ ABC ĺ ACD | ŕřőśšżě. Ŕő ğăďăůě 3ě ĺţ ŕńőźăďĺ řăćŋż 1=2. Őšś¿ďă BO = OD. Ăŋăńőčĺůŋő AO = OC, ĺ ABCD | ŕăřăńńěńőčřăňň ŕő ŕřĺğŋăłş.

ą) Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŋă śšőřőŋăţ ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă ABCDE ŋěš şğńőć (ĺŋăůě řăśśňőšřĺň ňěŋĳÿĺľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł). Šőčďă ŕő ŕşŋłšş ă) ABCD | ŕăřăńńěńőšřăňň, BCDE | šőęě ŕăřăńńěńőčřăňň. Őšś¿ďă A = E | ŕřőšĺćőřěůĺě. Ğŋăůĺš, ĺśłőňőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă ŋě śşźěśšćşěš.

ć) Őšćěš: 6. Ŕřĺňěř ĺğőąřăęěŋ ŋă řĺś. 6ď. Ďőłăęěň ňăłśĺňăńĳŋőśšĳ (őŋă šăłęě śńěďşěš, łőŋěůŋő, ĺğ šěőřěňż 12). Ŕřőćěďěň ůěřěğ ěďĺŋśšćěŋŋżľ şğěń O ćŋşšřĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŕř£ňş¿, ŋě ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ěčő ćěřÿĺŋż. Őŋă řăğąĺćăěš ŕńőśłőśšĳ ŋă ďćě ůăśšĺ. Ěśńĺ ůĺśńő ćěřÿĺŋ ≥ 7, šő ŕő ŕřĺŋűĺŕş Ďĺřĺţńě ć őďŋőľ ĺğ ůăśšěľ ŋăţőďĺšś£ ţőš£ ąż 4 ćěřÿĺŋż. Őąőğŋăůĺň ĺţ A; B; C; D. Šőčďă ćŋşšřĺ ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă OABCD ŋěš şğńőć, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ŕşŋłšş ą). Ňăłśĺňăńĳŋőśšĳ ďőłăğăŋă.

Őšś¿ďă ŕőńşůăěň, ůšő ůĺśńő ćěřÿĺŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ğŋăůěŋĺ£ n = 3; 4; 5; 6.

5. ă) Ŕşśšĳ šřěşčőńĳčĺł ABC śőďěřęĺš ćŋşšřĺ ěďĺŋśšćěŋŋżľ şğěń O. Šőčďă šřěşčőńĳŋĺłĺ AOB, BOC ĺ COA | ŕřőśšżě, ŕő ğăďăůě 3ě ĺţ ŕńőźăďĺ řăćŋż 1=2. İšő őğŋăůăěš ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő ŕř£ňă£ AO řăćŋőşďăńěŋă őš ćěřÿĺŋ B ĺ C. Ŕő ŕřĺğŋăłş AO | ňěďĺăŋă. Ăŋăńőčĺůŋő BO ĺ CO | ňěďĺăŋż.

ą) Śőčńăśŋő ŕşŋłšş ă) O | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ňěďĺăŋ ďăŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Šőčďă ŕő ĺğćěśšŋőňş śćőľśšćş ¡šőľ šőůłĺ −→AB − −→CA = 3 −→AO; −→BC − −→AB = 3 −→BO; −→CA − −→BC = 3 −→CO: Ŋő ćěłšőřż ć ńěćőľ ůăśšĺ | ¡šő ćěłšőřż śšőřőŋ ďćőľśšćěŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ğŋăůĺš, ďćőľśšćěŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ŕőńşůăěšś£ ĺğ šřěčőńĳŋĺłă, ŕőśšřőěŋŋőčő ŋă ćěłšőřăţ AO, BO ĺ CO, řăśš£ęěŋĺěň ć 3 řăğă. Ŕőśłőńĳłş őšřěğłĺ AO, BO ĺ CO ŋě śőďěřęăš şğńőć ćŋşšřĺ, šő őšś¿ďă ŕőńşůăěň, ůšő łăęďă£ śšőřőŋă ďćőľśšćěŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă śőďěřęĺš řőćŋő 2 şğńă (łřőňě ćěřÿĺŋ). Ŕő¡šőňş b + b^∗ = 3 + 9 = 12.

6. ă) Őšćěš: 2i + b − 2. Ŕőśůĺšăěň śşňňş şčńőć ćśěţ šřěşčőńĳŋĺłőć šřĺăŋčşń£űĺĺ ďćşň£ śŕőśőąăňĺ. Ś őďŋőľ śšőřőŋż, őŋă řăćŋă nı, čďě n | ůĺśńő šřěşčőńĳŋĺłőć. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ć ¡šş śşňňş ćŋşšřěŋŋĺě şğńż ďă¿š ćłńăď 2iı, ŕőśłőńĳłş ć łăęďőň ĺğ ŋĺţ ŕřĺňżłă¿źĺě šřěşčőńĳŋĺłĺ őąřăğş¿š ŕőńŋżľ şčőń. Čřăŋĺůŋżě şğńż ďă¿š ćłńăď, řăćŋżľ śşňňě şčńőć b-şčőńĳŋĺłă (ş łőšőřőčő, ćőğňőęŋő, ŋěłőšőřżě şčńż řăćŋż ı), šő ěśšĳ (b − 2)ı. Śřăćŋĺćă£ ŕőńşůěŋŋżě ćżřăęěŋĺ£ ďń£ śşňňż şčńőć, ŕőńşůăěň őšćěš.

ą) Ťőřňşńă Ŕĺłă śńěďşěš ĺğ ğăďăůĺ 3 ĺ ŕşŋłšă ă).

Ąőńěě ŕőďřőąŋő ďăŋŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő őąśşęďăěšś£ ć śšăšĳě [1]. Ďăďĺň şłăğăŋĺ£ ł ąőńěě ŕřőśšőňş ďőłăğăšěńĳśšćş (ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś řěÿěŋĺěň ğăďăůĺ 3; śăňă ğăďăůă 3 £ćń£ěšś£ śńěďśšćĺěň ťőřňşńż Ŕĺłă). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ’(P; M) | şčőń, ŕőď łőšőřżň ćĺďěŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M ĺğ şğńă P , šő ěśšĳ

’(P; M) =

“P; ěśńĺ P | ćěřÿĺŋă,

ı; ěśńĺ P ńěęĺš ŋă śšőřőŋě, 2ı; ěśńĺ P ńěęĺš ćŋşšřĺ M.

Řăśśňőšřĺň ćěńĺůĺŋş ’(M) = ∑ P ∈M ’(P; M);

čďě śşňňă ąěřěšś£ ŕő ćśěň şğńăň ćŋşšřĺ ĺ ŋă čřăŋĺűě M. Šěŕěřĳ ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£:

1) ’(M ∪ N) = ’(M) + ’(N), ěśńĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ M ĺ N ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ćŋşšřěŋŋĺţ šőůěł. 2) ’(M) = 2ıS(M) ă) ěśńĺ M | ŕř£ňőşčőńĳŋĺł śő śšőřőŋăňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ńĺŋĺ£ň śěšłĺ; ą) ěśńĺ M | ŕř£ňőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ś łăšěšăňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ńĺŋĺ£ň śěšłĺ; ć) ěśńĺ M | ŕřőĺğćőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł; č) ěśńĺ M | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł.

3) ’(M) = (2i + b − 2)ı.

7. Ěśńĺ ćěřÿĺŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ńěęăš ć şğńăţ, šő łćăďřăš śšőřőŋż | ůĺśńő űěńőě (ŕő šěőřěňě Ŕĺťăčőřă), ă ŕńőźăďĳ | ůĺśńő ŕőńşűěńőě (ŕő ťőřňşńě Ŕĺłă), ŕő¡šőňş ĺţ őšŋőÿěŋĺě řăűĺőŋăńĳŋő.

8. ă) Őšćěš: 31. Ĺğ ťőřňşńż Ŕĺłă śńěďşěš, ůšő ŕńőźăďĳ, őčřăŋĺůěŋŋă£ ńőňăŋőľ, řăćŋă 64=2 − 1 = 31 (şğńăňĺ łńěšůăšőľ ąşňăčĺ śńşęăš űěŋšřż 64 ŕőńěľ; ŕő şśńőćĺ¿ ćśě őŋĺ ńěęăš ŋă čřăŋĺűě ňŋőčőşčőńĳŋĺłă).

ą) Őšćěš: 28 + 36 √ 2. Ŋěšřşďŋő ŕřĺďşňăšĳ ŕşšĳ łőřőń£, ć łőšőřőň 36 ĺğ 64 ţőďőć ĺňě¿š ďńĺŋş √ 2 (ŋăŕřăćńěŋż ŕő ďĺăčőŋăńĺ). Ďőłăęěň, ůšő ąőńĳÿě 36 šăłĺţ ţőďőć ążšĳ ŋě ňőęěš.

Ŋă łăęďőň őšřěğłě ďńĺŋż √ 2, ćţőď£źěň ć ŕşšĳ łőřőń£, ŕőśšřőĺň, łăł ŋă ďĺăčőŋăńĺ, łćăďřăš 1 × 1. Őďŋă ŕőńőćĺŋłă ¡šőčő łćăďřăšă ńěęĺš ćŋě ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, łőšőřżľ őčřăŋĺůĺćăěš ŕşšĳ łőřőń£. Ŋő őąźă£ ŕńőźăďĳ, ğăŋ£šă£ šăłĺňĺ ŕőńőćĺŋłăňĺ, ŋě ŕřěćżÿăěš 49-31=18, ŕőśłőńĳłş ćśě őŋĺ ŋě ćżţőď£š ğă ŕřěďěńż łćăďřăšă 7 × 7 łńěšůăšőľ ąşňăčĺ (śň. ŕşŋłš ą). Ğŋăůĺš, łőńĺůěśšćő ďĺăčőŋăńĳŋżţ ţőďőć ŋě ŕřěćżÿăěš 36.

9. Őšćěš ŋă ćśě 3 ćőŕřőśă şšćěřďĺšěńĳŋżľ. Ŕşŋłš ă) śńěďşěš ĺğ ć).

ą) Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ ďăŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ŋě śőďěřęăźěčő ćŋşšřĺ śěą£ şğńőć, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ďőąăćńěŋĺľ ĺ şďăńěŋĺľ ćěřÿĺŋ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ŕřőśšőľ šřěşčőńĳŋĺł (śň. ğăďăůş 3ć). Řăśśňőšřĺň šřĺăŋčşń£űĺ¿ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ś ćěřÿĺŋăňĺ ćő ćśěţ ěčő čřăŋĺůŋżţ şğńăţ. Ć ŋěľ ćśě šřěşčőńĳŋĺłĺ | ŕřőśšżě. Śřěďĺ ŋĺţ ŋăľďěšś£ "łřăľŋĺľ" šřěşčőńĳŋĺł, šő ěśšĳ šřěşčőńĳŋĺł, ĺňě¿źĺľ ďćě őąźĺě śšőřőŋż ś ĺśţőďŋżň ňŋőčőşčőńĳŋĺłőň. Şďăńĺň ěčő. Ąşďěň ŕřőďőńęăšĳ šăłĺň őąřăğőň, ŕőłă ŋě őśšăŋěšś£ őďĺŋ ŕřőśšőľ šřěşčőńĳŋĺł. Őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ğăďăůěľ 3ď, ŕőśłőńĳłş ŕřżęőł ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă ěśšĳ řěğşńĳšăš ďőąăćńěŋĺ£ šřěşčőńĳŋĺłă ĺ ŕőśńěďş¿źěčő şďăńěŋĺ£ ĺśţőďŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă.

ć) Ďőłăęěň, ůšő ĺğ ń¿ąőčő ŕăřăńńěńőčřăňňă ś b = 4, i = 1 śěřĺěľ şďăńěŋĺľ/ďőąăćńěŋĺľ šřěşčőńĳŋĺłőć ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕăřăńńěńőčřăňň ŋă řĺś. 2ą. Šěň śăňżň ňż śćěďěň ŋăÿş ğăďăůş ł ğăďăůě 13ą. Ŕşśšĳ ABCD | ŋăÿ ŕăřăńńěńőčřăňň. Šřěşčőńĳŋĺł AOB | ŕřőśšőľ. Ěśńĺ őŋ | ňĺŋĺňăńĳŋżľ, šő ŋăÿ ŕăřăńńěńőčřăňň śőćŕăďăěš ś ŕăřăńńěńőčřăňňőň ŋă řĺś. 2ą. Ĺŋăůě řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřżęłőć šřěşčőńĳŋĺłă AOB, ŕěřěćőď£źş¿ ěčő ć ňĺŋĺňăńĳŋżľ (śň. ğăďăůş 3ď), ĺ ąşďěň ŋă łăęďőň ÿăčě ďőśšřăĺćăšĳ šřěşčőńĳŋĺł AOB ďő ŕăřăńńěńőčřăňňă. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ń¿ążě ďćă śőśěďŋĺţ ŕăřăńńěńőčřăňňă ć ŕőśšřőěŋŋőľ űěŕőůłě ŕőńşůă¿šś£ ďřşč ĺğ ďřşčă śěřĺěľ şďăńěŋĺľ/ďőąăćńěŋĺľ šřěşčőńĳŋĺłőć. Ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő.

10. Śň. řĺś. 8. Ďőłăęěň, ůšő łăřšĺŋłĺ ŋă řĺś. 8ăą ćżčń£ď£š ĺňěŋŋő šăł. Ŕşśšĳ šőůłă A ŋă řĺś. 8ă ĺňěěš łőőřďĺŋăšż (u; v), ă ŕř£ňă£ l ğăďăěšś£ şřăćŋěŋĺěň ax + by = 1. Šőčďă A ∈ l ⇔ au + bv = 1 ⇔ l^∗ ∈ A^∗, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. Ďăńěě, ŕşśšĳ l | ŕř£ňă£, ŋă łőšőřőľ ńěęăš šőůłĺ ŋă řĺś. 8ą. Šőčďă ĺğ ŕřěďżďşźěčő řăśśşęďěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő šřĺ ŕř£ňżě A^∗, B^∗ ĺ C^∗ ĺňě¿š őąźş¿ šőůłş l^∗.

Ďőłăęěň šěŕěřĳ ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ 10. Ŕşśšĳ šőůłă C ĺňěěš łőőřďĺŋăšż (a; b), šőčďă ax + by = 1 | şřăćŋěŋĺě ŕř£ňőľ C^∗. Ďőłăęěň, ůšő C^∗ ⊥ OC. Ěśńĺ A(x_1; y_1) ĺ B(x_2; y_2) | ďćě řăğńĺůŋżě šőůłĺ ŋă ŕř£ňőľ ax + by = 1, šő a(x_1 − x_2) + b(y_1 − y_2) = 0. İšő őğŋăůăěš, ůšő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć −→AB ĺ −→OC řăćŋő ŋşń¿, šő ěśšĳ C^∗ ⊥ OC. Őśšăěšś£ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ȷ(O; C^∗) · OC = 1, šő ěśšĳ ůšő řăśśšő£ŋĺě ȷ őš ŕř£ňőľ ax + by = 1 ďő ŋăůăńă łőőřďĺŋăš řăćŋő^1√_{a2+b2} . Ŕşśšĳ X ĺ Y | šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŋăÿěľ ŕř£ňőľ ś őś£ňĺ Ox ĺ Oy śőőšćěšśšćěŋŋő. Ĺţ łőőřďĺŋăšż řăćŋż X(^1_a ; 0) ĺ Y (0;^1_b ). Ŕőśůĺšăěň ďćşň£ śŕőśőąăňĺ ŕńőźăďĳ S šřěşčőńĳŋĺłă XOY . Ś őďŋőľ śšőřőŋż, S =^1_2 OX · OY =^1_{2ab} . Ś ďřşčőľ, S =^1_2 ȷ · XY =^{ρ√a2+b2}_{2ab} . Śřăćŋĺćă£ ŋăľďěŋŋżě ćżřăęěŋĺ£ ďń£ S, ŕőńşůăěň šřěąşěňőě.

Ğăňěšĺň, ůšő ŕř£ňă£, ďćőľśšćěŋŋă£ šőůłě A, ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě łăł ŕőń£řă ¡šőľ šőůłĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ.

ă ą ć č Řĺś. 8.

11. Ďőłăğăšěńĳśšćő őśŋőćăŋő ŋă śńěďş¿źěň ğăňěůăŋĺĺ (łőšőřőě śńěďşěš ĺğ ğăďăůĺ 3ě): O | ěďĺŋśšćěŋŋżľ şğěń ćŋşšřĺ M ⇔ ďń£ ń¿ążţ ďćşţ śőśěďŋĺţ şğńőć A ĺ B ŋă čřăŋĺűě M ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă AOB řăćŋă 1=2.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă řăćŋőśĺńĳŋőśšĺ ďćşţ őŕřěďěńěŋĺľ ďćőľśšćěŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ćěłšőř −→OC , čďě C = (AB)^∗, ŕőńşůăěšś£ ĺğ −→AB ŕőćőřőšőň ŋă 90^∘ ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ. Śőčńăśŋő ğăďăůě 10 AB ⊥ OC. Ŕő šőľ ęě ğăďăůě ȷ(O; AB) · OC = 1. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, śőčńăśŋő ğăňěůăŋĺ¿, śďěńăŋŋőňş ćżÿě,^1_2 = S(AOB) =^1_2 ȷ(O; AB) · AB. Ğŋăůĺš, AB = OC. Šěň śăňżň şśšăŋőćńěŋő, ůšő OC ŕőńşůăěšś£ ĺğ AB ŕőćőřőšőň ŋă 90^∘. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ěśńĺ čřăŋĺűă M őřĺěŋšĺřőćăŋă ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě, šő ¡šőš ŕőćőřőš ŕřőĺśţőďĺš ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă řăćěŋśšćă M = M^{∗∗} ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő śšőřőŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M^∗ ďćőľśšćěŋŋż ćěřÿĺŋăň ĺśţőďŋőčő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕőśłőńĳłş A_i ∈ A_{i−1}A_i ĺ A_i ∈ A_iA_{i+1}, šő (A_{i−1}A_i)^∗ ∈ A^∗_i ĺ (A_iA_{i+1})^∗ ∈ A^∗_i , šő ěśšĳ ŕř£ňă£ A^∗_i śőďěřęĺš śšőřőŋş ďćőľśšćěŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă.

12. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćŋşšřĺ M^∗ ěśšĳ ěźě őďĺŋ şğěń, Q, őšńĺůŋżľ őš O. Šőčďă őŋ řăśŕőńőęěŋ ćŋşšřĺ ŋěłőšőřőčő šřěşčőńĳŋĺłă AOB, čďě A ĺ B | ŕăřă śőśěďŋĺţ ćěřÿĺŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M. Šřěşčőńĳŋĺłĺ OQA ĺ OQB | ŕřőśšżě, ŕő ğăďăůě 3ě ĺţ ŕńőźăďĺ řăćŋż 1=2. Őšś¿ďă śńěďşěš (śňőšřĺ řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 5ă), ůšő Q ńěęĺš ŋă ňěďĺăŋě OM. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ M^∗ ŋă čřăŋĺűě M ŋăľďşšś£ šřĺ şğńă D, E ĺ F , šăłĺě ůšő −→DE = −→OA ĺ −→EF = −→OB . Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő DF ‖ OM, śńěďőćăšěńĳŋő, DF ‖ OQ. Ŋő DF = 2OM > 2OQ, ŕő¡šőňş ćŋşšřĺ DF ěśšĳ ţőš£ ąż 2 űěńżě šőůłĺ. Šăł łăł M | ćżŕşłńżľ, šő ěśšĳ ďćě ćőğňőęŋőśšĺ: ńĺąő DF ńěęĺš ćŋşšřĺ M, ńĺąő DF | ůăśšĳ čřăŋĺűż M. Ć ŕěřćőň śńşůăě ŕőńşůăěň, ůšő ćŋşšřĺ M śőďěřęĺšś£ ţőš£ ąż 2 şğńă. Ćő ćšőřőň śńşůăě M = DEF ćőőąźě ŋě śőďěřęĺš ćŋşšřĺ śěą£ şğńőć. Ŕőńşůăěň ŕřőšĺćőřěůĺě. Ğŋăůĺš, šăłőčő şğńă Q ŋě ŋăľďěšś£.

13. a) Ŋăň ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő, ŋăŕřĺňěř, şďăńěŋĺě ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă A_1A_2A_3 ĺğ M ŕřĺćőďĺš ł ďőąăćńěŋĺ¿ ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă A_{12}A_{13}A_{23} ł M^∗ (Řĺś. 9). Ğďěśĳ ůěřěğ A_{kl} őąőğŋăůěŋă šőůłă, šăłă£ ůšő −−−→ OA_{kl} = −−−→A_kA_l. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ l = k + 1, šő A_{kl} | ćěřÿĺŋă ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M^∗. Şďăńĺň A_1A_2A_3. Šőčďă ş ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M^∗ ĺśůěğŋşš ćěřÿĺŋż A_{12} ĺ A_{23}, ğăšő ďőąăćĺšś£ ŋőćă£ ćěřÿĺŋă A_{13}. Ěě ěźě ŋşęŋő śőěďĺŋĺšĳ őšřěğłăňĺ ś A_{n1} ĺ A_{34}. Ŕőłăęěň, ůšő šőůłĺ A_{12} ĺ A_{23} ńěęăš ŋă ¡šĺţ őšřěğłăţ. Ć śăňőň ďěńě, šăł łăł O | ěďĺŋśšćěŋŋă£ űěńă£ šőůłă ćŋşšřĺ M, šő šřěşčőńĳŋĺłĺ A_1OA_3, A_2OA_3, A_4OA_3 | ŕřőśšżě. Ĺğ ťőřňşńż Ŕĺłă śńěďşěš, ůšő ĺţ ŕńőźăďĺ řăćŋż 1=2. Ŕőśłőńĳłş őŋĺ ĺňě¿š őąźěě őśŋőćăŋĺě OA_3, šő ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřőć −−−→ A_1A_3, −−−→A_1A_3 ĺ −−−→A_1A_3 ŋă ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ł OA_3 řăćŋż. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő šőůłĺ A_{13}, A_{23} ĺ A_{34} ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, ă šăł łăł M | ćżŕşłńżľ, šő A_{23} ńěęĺš ňěęďş ďćşň£ őśšăńĳŋżňĺ (¡šő őůěćĺďŋő šăłęě ĺğ ćšőřőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ďćőľśšćěŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă). Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő A_{12} ŕřĺŋăďńěęĺš őšřěğłş A_{n1}A_{13}. Ğŋăůĺš, ŕřěőąřăğőćăŋĺě M^∗ śćőďĺšś£ ł ďőąăćńěŋĺ¿ šřěşčőńĳŋĺłă A_{12}A_{13}A_{23}. Ğăňěšĺň, ůšő šřěşčőńĳŋĺł OA_{12}A_{13} ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŕřőśšőčő šřěşčőńĳŋĺłă A_1A_2A_3 ŕăřăńńěńĳŋżň ŕěřěŋőśőň, ă OA_{23}A_{13} | űěŋšřăńĳŋőľ śĺňňěšřĺěľ. Ŕő¡šőňş šřěşčőńĳŋĺł A_{12}A_{13}A_{23} | ŕřőśšőľ, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Řĺś. 9.

ą) Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřěďŕőńőęĺň ćŋăůăńě, ůšő ş M ěśšĳ ďĺăčőŋăńĳ, ŋě ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ O. Řăğřěęěň M ćďőńĳ ¡šőľ ďĺăčőŋăńĺ ĺ řăśśňőšřĺň šş ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ůăśšěľ, łőšőřă£ ŋě śőďěřęĺš O. İšă ůăśšĳ őą£ğăšěńĳŋő śőďěřęĺš ŕřőśšőľ šřěşčőńĳŋĺł ćĺďă A_{i−1}A_iA_{i+1}. Şďăńĺň ěčő, şňěŋĳÿĺć šěň śăňżň ůĺśńő b. Ąşďěň ďěľśšćőćăšĳ šăł, ŕőłă ¡šő ćőğňőęŋő. Őůěćĺďŋő, ěśšĳ šőńĳłő šřĺ śńşůă£, łőčďă šřěąşěňőľ ďĺăčőŋăńĺ ŋě ŋăľďěšś£:

A) b = 4, M = ABCD, O = AC ∩ BD. Šăł łăł őšřěğłĺ OA, OB, OC ĺ OD ŋě śőďěřęăš űěńżţ šőůěł, šő OA = OC ĺ OB = OD, šő ěśšĳ ABCD | ĺśłőňżľ ŕăřăńńěńőčřăňň.

B) b = 4, M = ABCD, őďĺŋ ĺğ şčńőć, śłăęěň, BCD | řăğćěřŋşšżľ. Ć ¡šőň śńşůăě őąőğŋăůĺň ůěřěğ D^′ šőůłş, śĺňňěšřĺůŋş¿ šőůłě D őšŋőśĺšěńĳŋő O, ůěřěğ E | śěřěďĺŋş D^′B. Ĺśłőňă£ śěřĺ£ şďăńěŋĺľ/ďőąăćńěŋĺľ šřěşčőńĳŋĺłőć ĺňěěš ćĺď:

ABCD → AEBCD → AD^′EBCD → AD^′ECD → AD^′CD (Řĺś. 10 śńěćă).

C) b = 3, M = ABC. Ć ¡šőň śńşůăě őąőğŋăůĺň ůěřěğ A^′ ĺ C^′ šőůłĺ, śĺňňěšřĺůŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő O ćěřÿĺŋăň A ĺ C śőőšćěšśšćěŋŋő. Šőčďă ĺśłőňă£ śěřĺ£ ĺňěěš ćĺď:

ABC → AC^′BC → AC^′BA^′C → AC^′A^′C (Řĺś. 10 śŕřăćă).

Šěň śăňżň ć łăęďőň śńşůăě ňż ŕőńşůĺńĺ šřěąşěňżľ ŕăřăńńěńőčřăňň.

Řĺś. 10.

ć) Ĺğ ŕşŋłšă ă) ŕőńşůăěň, ůšő ŕřĺ şďăńěŋĺĺ/ďőąăćńěŋĺĺ šřěşčőńĳŋĺłă ćěńĺůĺŋă b + b^∗ śőţřăŋ£ěšś£. Śőčńăśŋő ŕşŋłšş ą) ďăŋŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ć ŕăřăńńěńőčřăňň ś b = 4 śěřĺěľ şďăńěŋĺľ/ďőąăćńěŋĺľ šřěşčőńĳŋĺłőć. Ďń£ šăłőčő ŕăřăńńěńőčřăňňă b + b^∗ = 12 (ğăďăůă 2). Šěőřěňă ő 12 ďőłăğăŋă.

14. Ŕřĺňěř ŋă řĺś. 1ď ŕőłăğżćăěš, ůšő ğăňłŋşšă£ ńőňăŋă£, ďćőľśšćěŋŋă£ ł ŋěćżŕşłńőňş ňŋőčőşčőńĳŋĺłş, ňőęěš ĺňěšĳ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£. Ŕő¡šőňş šěőřěňş ő 12 ěśšěśšćěŋŋő ŕżšăšĳś£ őąőąźĺšĳ śřăğş ĺňěŋŋő ŋă ¡šőš śńşůăľ. Ĺšăł, ŕşśšĳ M | ğăňłŋşšă£ ńőňăŋă£ ś ćěřÿĺŋăňĺ ć şğńăţ, ćőğňőęŋő, śăňőŕěřěśěłă¿źă£ś£. Ğăňěůăŋĺě ć ŋăůăńě řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ 11 ŕőďśłăğżćăěš, łăłĺň şśńőćĺěň ŋşęŋő ğăňěŋĺšĳ ć ŋăÿěľ śĺšşăűĺĺ şśńőćĺě šőčő, ůšő O | ěďĺŋśšćěŋŋżľ şğěń ćŋşšřĺ M. Ŋşęŋő ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż ďń£ łăęďőčő ğćěŋă AB ńőňăŋőľ ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă AOB řăćŋ£ńăśĳ 1=2 (ŕřĺ ¡šőň ňż śůĺšăěň ćśě şğńż, ŕőŕăćÿĺě ŋă ńőňăŋş¿, ěě ćěřÿĺŋăňĺ, ćőğňőęŋő, ś şčńőň 180^∘). Ĺňěŋŋő ŕřĺ ¡šőň şśńőćĺĺ (ŕń¿ś şśńőćĺě ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĺ ćśěţ śšőřőŋ, ŕřĺćěďěŋŋőě ŋĺęě) ďćă őŕřěďěńěŋĺ£ ďćőľśšćěŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă řăćŋőśĺńĳŋż.

Ňż ŕřěďńăčăěň ć ¡šőň ňěśšě ůĺšăšěń¿ ŕřěřćăšĳ ůšěŋĺě ĺ ŕőŕżšăšĳś£, řăśśňőšřěć ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć, śăňőňş ŕřĺďşňăšĳ őąőąźěŋĺě šěőřěňż ő 12 ŋă śăňőŕěřěśěłă¿źĺěś£ ńőňăŋżě.

Őšćěš ćżčń£ďĺš śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŋăğőćěň ğćěŋő AB ńőňăŋőľ ŕőńőęĺšěńĳŋżň, ěśńĺ ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ šőůłĺ X ŕő ŋěňş őš A ł B őšřěğőł OX ćřăźăěšś£ ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě, ĺ őšřĺűăšěńĳŋżň | ĺŋăůě. Łőřřěłšŋőśšĳ ďăŋŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£ śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă AOB řăćŋă 1=2, ć ůăśšŋőśšĺ, šőůłĺ A, O ĺ B ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ b_+ ĺ b_− łőńĺůěśšćő ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ĺ őšřĺűăšěńĳŋżţ ğćěŋĳěć ńőňăŋőľ L śőőšćěšśšćěŋŋő, ă ůěřěğ b^∗_+ ĺ b^∗_− | ăŋăńőčĺůŋżě ůĺśńă ďń£ L^∗. Šěŕěřĳ ňőęěš ążšĳ śťőřňşńĺřőćăŋă

Šěőřěňă ő 12 ďń£ ńőňăŋżţ. Ŕşśšĳ M | ğăňłŋşšă£ ńőňăŋă£ ś ćěřÿĺŋăňĺ ć şğńăţ (ŕřĺůěň ćśě şğńż, ŕőŕăćÿĺě ŋă M, ňż śůĺšăěň ćěřÿĺŋăňĺ, ćőğňőęŋő, ś şčńőň 180^∘). Ŕşśšĳ ŋăÿěńś£ šăłőľ şğěń O, ůšő ďń£ łăęďőčő ğćěŋă AB ńőňăŋőľ M ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă AOB řăćŋă 1=2. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő M ďěńăěš r őąőřőšőć ćőłřşč šőůłĺ O. Šőčďă

b_+ − b_− + b^∗_+ − b^∗_− = 12r:

İšă šěőřěňă ďőłăğăŋă ć śšăšĳě [2]. Ěě ¡ńěňěŋšăřŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ŋěĺğćěśšŋő. 15. Łřĺćă£, ďćőľśšćěŋŋă£ ł ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ, | őŋă śăňă, ůšő śńěďşěš ĺğ ğăďăůĺ 10.

Řĺś. 11 ğăćěřÿăěš řĺś. 5.

ă ą ć č Řĺś. 11.

Ďń£ ń¿ąőľ čńăďłőľ łřĺćőľ ‚ ďěľśšćĺšěńĳŋő ‚^{∗∗} = ‚. Ŕřĺćěďěň ŋěťőřňăńĳŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£. Řăśśňőšřĺň łřĺćş¿ ‚^∗. Ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ ďćőľśšćěŋŋş¿ ł ŋěľ łřĺćş¿, ŋşęŋő řăśśňőšřěšĳ łăśăšěńĳŋżě ł ‚^∗. Ćňěśšő łăśăšěńĳŋőľ ňż ćőğĳňěň ŋă ‚^∗ ďćě ąńĺğłĺě šőůłĺ ĺ ŕřőćěďěň ůěřěğ ŋĺţ ŕř£ňş¿ (ćěřţŋ££ ůăśšĳ řĺś. 11č). Ďćőľśšćěŋŋă£ łăřšĺŋłă ąşďěš ćżčń£ďěšĳ łăł ŋă ŋĺęŋěľ ůăśšĺ řĺś. 11č. Ěśńĺ ŋăůăšĳ śąńĺęăšĳ ćżąřăŋŋżě šőůłĺ ŋă łřĺćőľ ‚^∗, šő ŋăÿă ŕř£ňă£ (śěłşźă£) ąşďěš śšřěňĺšĳś£ ł łăśăšěńĳŋőľ, ă ďćőľśšćěŋŋă£ ěľ šőůłă ąşďěš śšřěňĺšĳś£ ł šőůłě ŋă łřĺćőľ ‚. İšő ĺ őğŋăůăěš, ůšő ňŋőęěśšćő łăśăšěńĳŋżţ ŕř£ňżţ ł ‚^∗ őŕřěďěń£ěš ĺśţőďŋş¿ łřĺćş¿ ‚, šő ěśšĳ ‚^{∗∗} = ‚.

Ąőńěě ŕőďřőąŋő ő ďćőľśšćěŋŋżţ łřĺćżţ ŋăŕĺśăŋő ć ğăňěůăšěńĳŋőľ śšăšĳě [4]. 16. Őšćěš ŋěĺğćěśšěŋ.

17. Őšćěš: ă) ŕřĺ p; q ≥ 3 ĺ (p − 1)(q − 1) ůěšŋőň; ą) (p − 1)(q − 1); ć)^{(p−1)(q−1)}_2 − 1. Řěÿěŋĺě ńěčłő śńěďşěš ĺğ śőőąřăęěŋĺľ ůěšŋőśšĺ ĺ ťőřňşńż Ŕĺłă.

18. Ŕşŋłš ă) śřăğş ŕőńşůăěšś£ ĺğ ťőřňşńż Ŕĺłă, ă šăłęě ňőęěš ążšĳ ďőłăğăŋ ăŋăńőčĺůŋő ¡šőľ ťőřňşńě (śň. ğăňěůăŋĺě ŕőśńě řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ 6).

Ć ŕşŋłšě ą) ňőęŋő ŕřěďńőęĺšĳ ŋěśłőńĳłő řăğńĺůŋżţ ťőřňşń, ŋăŕřĺňěř,

6V (M) = n(3M) − 3n(2M) + 3n(M) − 1; ĺńĺ 6V (M) = n(2M) − 2n(M) − b(M) + 3:

İšĺ ťőřňşńż ďőłăğăŋż ć ĺŋšěřěśŋőľ śšăšĳě [5]. Ć ŋěľ šăłęě őąž£śŋ£ěšś£, łăł ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ćśě šăłĺě ťőřňşńż. Řěłőňěŋďşěň šăłęě śšăšĳ¿ [6] šőčő ęě ăćšőřă.

19. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ n(i) ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő ćěřÿĺŋ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ś řőćŋő i şğńăňĺ ćŋşšřĺ. Ŕřĺćěďěň ğŋăůěŋĺ£ n(i) ŕřĺ ňăńżţ i:

i 0 1 2 3 4 5 ::: n(i) 4 6 6 6 8 7 :::

Řăćěŋśšćă n(0) = 4 ĺ n(1) = 6 ťăłšĺůěśłĺ ďőłăğăŋż ć ğăďăůě 4ąć. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă řăćěŋśšćă n(2) = 6 ďőśšăšőůŋő ŕřőćěśšĺ ŕř£ňş¿ ůěřěğ ďćě ćŋşšřěŋŋĺě šőůłĺ ĺ řăśśşęďăšĳ ďăńěě ăŋăńőčĺůŋő řěÿěŋĺ¿ 4ć. Ŕřĺ ą«őńĳÿĺţ i ę¿řĺ ĺğćěśšŋă śńěďş¿źă£ őűěŋłă ďń£ ůĺśńă n(i):

n(i) ≤ 2i ŕřĺ i ≥ 3:

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă řăśśňőšřĺň ćżŕşłńş¿ őąőńőůłş i ćŋşšřěŋŋĺţ şğńőć. İšő ńĺąő őšřěğőł, ńĺąő ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋě ąőńěě ůěň ś i ćěřÿĺŋăňĺ. Ć ŕěřćőň śńşůăě, řăśśşęďă£ ăŋăńőčĺůŋő řěÿěŋĺ¿ ğăďăůĺ 4ć, ńěčłő ŕőńşůĺšĳ őűěŋłş n(i) ≤ 6. Ćő ćšőřőň śńşůăě ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş O (ŋě őą£ğăšěńĳŋő şğěń) ćŋşšřĺ ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ ĺ ŕřőćěďěň ĺğ ŋěě ńşůĺ ůěřěğ ćśě ćěřÿĺŋż ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ. Ćżąőřőň šőůłĺ O ňőęŋő ďőąĺšĳś£, ůšőąż ćěřÿĺŋż ĺśţőďŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋě ŕőŕăńĺ ŋă ŋăÿĺ ńşůĺ. Ěśńĺ ůĺśńő ćěřÿĺŋ n(i) > 2i, šő ŕő ŕřĺŋűĺŕş Ďĺřĺţńě ć őďŋőľ ĺğ ůăśšěľ, ŋă łőšőřżě řăğąĺćă¿š ŕńőśłőśšĳ ŕřőćěďěŋŋżě ńşůĺ, ŋăľďěšś£ ţőš£ ąż 3 ćěřÿĺŋż. Ćňěśšě ś ďćşň£ ćěřÿĺŋăňĺ ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ, ŕřĺŋăďńěęăźĺňĺ šőľ ęě ůăśšĺ, őŋĺ őąřăğş¿š ćżŕşłńżľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł ąěğ şğńőć ćŋşšřĺ, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ğăďăůě 4ą. Šřěąşěňă£ őűěŋłă ďőłăğăŋă.

Ĺğćěśšŋă šăłęě őűěŋłă n(i) ≤ Cn^{1/3}

ś ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšőľ C, ŋő ďőłăğăšěńĳśšćő ďőćőńĳŋő śńőęŋő. Ĺŋšěřěśŋőě ğăňěůăŋĺě: n(5) < n(4) (!).

20. ă) Łńăśśĺťĺłăűĺ£ ćżŕşłńżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć ąěğ şğńőć ćŋşšřĺ ŕřĺćěďěŋă ć śšăšĳě [7]. ą) Łńăśśĺťĺłăűĺ£ ćżŕşłńżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć ś řőćŋő 1 şğńőň ćŋşšřĺ ŕřĺćěďěŋă ć śšăšĳě [2] (ŕřăćďă, ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă). Őłăğżćăěšś£, śşźěśšćşěš ćśěčő 16 šăłĺţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ăťťĺŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ďőłăğăšěńĳśšćő őśŋőćăŋő ŋă šőľ ęě ĺďěě, ůšő ĺ ć ŕşŋłšě ă) (śňőšřĺ śšăšĳ¿ [7]).

21. a) Ošćěš: ŕř£ňă£ ax + by = 1.

ą) Ůĺśńő řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ x^2 + ax + b = 0 řăćŋő ůĺśńş řěÿěŋĺľ śĺśšěňż

{ y = −x^2;

y = ax + b:

Ŕřěőąřăğőćăŋĺěň (x; y) → (^x_y ;^1_y ) ¡šă śĺśšěňă śćőďĺšś£ ł śĺśšěňě (śůĺšăěň b ≠ 0)

{ y = −x^2;

ax + by = 1:

Ůĺśńő řěÿěŋĺľ ¡šőľ śĺśšěňż řăćŋő łőńĺůěśšćş šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ łřĺćőľ y = −x^2 ĺ ŕř£ňőľ ax + by = 1. Ŋő ¡šő šőęě śăňőě, ůšő łőńĺůěśšćő łăśăšěńĳŋżţ, łőšőřżě ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ĺğ šőůłĺ (a; b) ł ďćőľśšćěŋŋőľ łřĺćőľ (śň.Řĺś. 11č). Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő łřĺćă£ x^2 = 4y ďćőľśšćěŋŋă ł x^2 = −y (ć ůěň ňőęŋő şąěďĺšĳś£, ŋăŕřĺňěř, ś ŕőňőźĳ¿ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£). Ďń£ łşąĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ řăśśşęďěŋĺ£ ăŋăńőčĺůŋż.

ć) Őšćěš: 3; ěśńĺ D < 0;

2; ěśńĺ D = 0 ĺ ab ≠ 0; 1; ěśńĺ D > 0 ĺńĺ a = b = 0;

čďě D = 4a^3 + 27b^2 | ďĺśłřĺňĺŋăŋš łşąĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£. Řěÿěŋĺě ŕő£śŋ£ěš Řĺś. 11ą. Ŕőďřőąŋěě ő ďćőľśšćěŋŋżţ łřĺćżţ ĺ ĺţ ść£ğĺ ś řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺľ ňőęŋő ŕřőůĺšăšĳ ć śšăšĳě [4]. Ń¿ąőŕżšŋő, ůšő ŕřĺ őŕřěďěńěŋĺĺ ůĺśńă řěÿěŋĺľ śĺśšěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ćőğŋĺłă¿š ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ ś ćěřÿĺŋăňĺ ć şğńăţ łńěšůăšőľ ąşňăčĺ (šăł ŋăğżćăěňżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ Ŋĳ¿šőŋă). Ő ňŋőčőşčőńĳŋĺłăţ Ŋĳ¿šőŋă ňőęŋő ŕřőůĺšăšĳ ć ĺŋšěřěśŋżţ śšăšĳ£ţ [5], [6].

[5] Ă. Łşÿŋĺřěŋłő, Űěńżě šőůłĺ ć ňŋőčőşčőńĳŋĺłăţ ĺ ňŋőčőčřăŋŋĺłăţ, Łćăŋš 4 (1977). [6] Ă. Łşÿŋĺřěŋłő, Ňŋőčőşčőńĳŋĺł Ŋĳ¿šőŋă, Łćăŋš 6 (1977).

[7] Ă. Č. Ţőćăŋśłĺľ, Ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ Ŋĳ¿šőŋă, łřĺćżě ŋă šőřĺůěśłĺţ ŕőćěřţŋőśš£ţ ĺ őąřăźěŋĺě šěőřěňż Ćěľń£, Şśŕěţĺ Ňăš. Ŋăşł 52:6 (1997), 113{142.