ŊŐĆŻĚ ŚŔŐŚŐĄŻ ŔŃĚŠĚŊĹ§ ŁŐŘĞĹŊŐŁ

ğăďăůă ŕřěďńőęěŋă Ĺ. Ąőčďăŋőćżň, Ă. Łăĺąţăŋőćżň, đ. Łşďř£ÿőćżň, Ă. Śłőŕěŋłőćżň, Ă. Śőśĺŋśłĺň ĺ Č. Ůěńŋőłőćżň

Denn das Leben ist keine Rechnung und keine mathematische Figur, sondern ein Wunder. H. Hesse, Kurgast.

Őŕřěďěńěŋĺ£

Ŋăğőćěň ŕńěš-ěŋłőľ m × n ňăšřĺűş M řăğňěřă m × n ĺğ śĺňćőńőć À|Á ĺ À−Á (ĺńĺ ĺğ ŕń¿ś ĺ ňĺŋşś ěďĺŋĺű), ďőŕőńŋěŋŋş¿ ŋăąőřőň ĺğ m + n − 2 ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń a_1, . . . , a_m�_1, b_1, . . . , b_n�_1. Ňăšřĺűă M ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ ŕńěš-ěŋłĺ, ă ůĺśńă a_1, . . . , a_m�_1, b_1, . . . , b_n�_1 ŋăğżćă¿šś£ řăśśšő£ŋĺ£ňĺ ňěęďş śšřőłăňĺ ĺ śšőńąűăňĺ. Ŋăřĺśşěň ŋă ŕńőśłőśšĺ m ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ k_1, . . . , k_m ŋă řăśśšő£ŋĺ£ţ a_1, . . . , a_m�_1 ďřşč őš ďřşčă ĺ n ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżţ ĺň ŕř£ňżţ l_1, . . . , l_n (ŕăřăńńěńĳŋżţ ňěęďş śőąőľ) ŋă řăśśšő£ŋĺ£ţ b_1, . . . , b_n�_1 ďřşč őš ďřşčă. Őłőńő šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ k_i ĺ l_j śőšřěň ůăśšĳ ŕř£ňőľ k_i, ěśńĺ M_{ij} = |, ĺ ůăśšĳ ŕř£ňőľ l_j , ěśńĺ M_{ij} = −.

Ŋăŕřĺňěř, ňăšřĺűě

A := − | − | − | − | − őšćěůăěš řĺśşŋőł

Ć ¡šőň šěłśšě řăśśňăšřĺćă¿šś£ šőńĳłő ňăšřĺűż ĺğ śĺňćőńőć À|Á ĺ À−Á, ěśńĺ ŋě őčőćőřěŋő ŕřőšĺćŋőě.

Ŕńěš-ěŋłă ŋăğżćăěšś£ řěăńĺğşěňőľ, ěśńĺ śşźěśšćşěš śěňěľśšćő ŕř£ňżţ ~k_1, . . . , ~k_m, ~l_1, . . . , ~l_m ć šř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, łőšőřżě ŕřĺ ŕřőěłšĺřőćăŋĺĺ ŋă ŋěłőšőřş¿ ŕńőśłőśšĳ ďă¿š řĺśşŋőł, ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő ďăŋŋőľ ŕńěš-ěŋłě őŕĺśăŋŋżň ćżÿě śŕőśőąőň. Ŕńěš-ěŋłă ŋăğżćăěšś£ ŋěřěăńĺğşěňőľ, ěśńĺ őŋă ŋě £ćń£ěšś£ řěăńĺğşěňőľ.

Ěśńĺ şśńőćĺě ğăďăůĺ £ćń£ěšś£ ťőřňşńĺřőćłőľ şšćěřęďěŋĺ£, šő ŕőďřăğşňěćăěšś£, ůšő ¡šő şšćěřęďěŋĺě ŋşęŋő ďőłăğăšĳ.

Ććőďŋżě ğăďăůĺ

Ğăďăůă 1. (a) Ń¿ąă£ ŕńěš-ěŋłă 2 × n řěăńĺğşěňă (ěśńĺ ŋě ŕőńşůăěšś£, śň. ğăďăůş 3 (a)).

(b) Ń¿ąă£ ŕńěš-ěŋłă ś ňăšřĺűěľ A ŋěřěăńĺğşěňă (ěśńĺ ŋě ŕőńşůăěšś£, śň. ğăďăůş 4 (a)).

Ğăďăůă 2. (a) Řěăńĺğşěňőśšĳ ŕńěš-ěŋłĺ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ őďŋőćřěňěŋŋőň ĺğňěŋěŋĺĺ ćśěţ ě-ě ¡ńěňěŋšőć ŋă ŕřő-

šĺćőŕőńőęŋżě (| ŋă − ĺ őąřăšŋő) ĺ őśšăćńěŋĺĺ řăśśšő£ŋĺľ ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ. Šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŋăğżćăěšś£ ğěřłăńĳŋőľ śĺňňěšřĺěľ ŕńěš-ěŋłĺ ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ S : W → SW , čďě W | ŕńěš-ěŋłă.

(b) Řěăńĺğşěňőśšĳ ŕńěš-ěŋłĺ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ őśěćőľ śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ěě ďĺăčőŋăńĺ (ŕřĺ łőšőřőň śšőńąűż śšăŋőć£šś£ śšřőłăňĺ ĺ őąřăšŋő) ĺ ğăňěŋě ŋăąőřă a_1, . . . , a_m�_1, b_1, . . . , b_n�_1 ŋă ŋăąőř b_1, . . . , b_n�_1, a_1, . . . , a_m�_1. Šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŋăğżćăěšś£ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺěň ŕńěš-ěŋłĺ ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ T : W → T W , čďě W | ŕńěš-ěŋłă.

(c) Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě śĺňňěšřĺľ ŕńěš-ěŋłĺ őšŋőśĺšěńĳŋő čőřĺğőŋšăńĳŋżţ ĺ ćěřšĺłăńĳŋżţ őśěľ ĺ ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ŋĺţ ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ řěăńĺğşěňőśšĳ.

(d) Řěăńĺğşěňőśšĳ ŕńěš-ěŋłĺ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ őďŋőćřěňěŋŋőň ĺğňěŋěŋĺĺ ćśěţ ůĺśěń a_1, . . . , a_m�_1 ć ŋěłőšőřőě ůĺśńő řăğ.

Ğăďăůă 3. Śšřőłă (ĺńĺ śšőńąěű) ć ňăšřĺűě ŕńěš-ěŋłĺ ŋăğżćăěšś£ ňőŋőšőŋŋőľ, ěśńĺ ć ŋěľ (ć ŋěň) śŋăůăńă ĺďşš

šőńĳłő |, ă ŕőšőň šőńĳłő −, ĺńĺ ŋăőąőřőš. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ć śšřőłě šőńĳłő | (ĺńĺ šőńĳłő −), šő ¡šă śšřőłă ňőŋőšőŋŋă.

(a) Řěăńĺğşěňőśšĳ ŕńěš-ěŋłĺ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ őšąřăśżćăŋĺĺ ňőŋőšőŋŋőľ ŕř£ňőľ ĺ śőőšćěšśšćş¿źěň ĺğňěŋěŋĺĺ řăśśšő£ŋĺľ.

(b) Ŋěňőŋőšőŋŋă£ śšřőłă ďńĺŋż 3 | ¡šő ńĺąő (| − |), ńĺąő (−|−). (c) Śřěďĺ ňăšřĺű 3 × 3 ňőŋőšőŋŋżţ śšřőł ĺ śšőńąűőć ŋě śőďěřęăš šőńĳłő A ĺ SA. (d) Řěăńĺğşěňőśšĳ ŋăśńěďśšćěŋŋă (šő ěśšĳ ŕőďŕńěš-ěŋłă řěăńĺğşěňőľ ŕńěš-ěŋłĺ řěăńĺğşěňă). (e) Ŕńěš-ěŋłă 3 × n řěăńĺğşěňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ě-ě ňăšřĺűă ŋě śőďěřęĺš ňĺŋőřőć A ĺńĺ SA.

Ğăďăůă 4 (Ńěňňă ő ćřăźěŋĺĺ ŕř£ňżţ.). Ŋăğőćěň śĺŋčşń£řŋőľ ŕńěš-ěŋłőľ m×n ňăšřĺűş M řăğňěřă m×n

ĺğ śĺňćőńőć À|Á, À−Á ĺ À+Á (ĺńĺ ĺğ ŕń¿ś ĺ ňĺŋşś ěďĺŋĺű ĺ ŋşńěľ), ďőŕőńŋěŋŋş¿ ŋăąőřőň m + n − 2 ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń a_1, . . . , a_m�_1, b_1, . . . , b_n�_1. Ŋăřĺśşěň ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕř£ňżě k_i ĺ l_j ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźěňş. Őłőńő šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ k_i ĺ l_j śőšřěň ůăśšĳ ŕř£ňőľ k_i, ěśńĺ M_{ij} = |, ĺ ůăśšĳ ŕř£ňőľ l_j , ěśńĺ M_{ij} = − (ĺ őśšăćĺň šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£, ěśńĺ M_{ij} = +). Řěăńĺğşěňőśšĳ śĺŋčşń£řŋżţ ŕńěš-ěŋőł őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźěňş.

(a) Řěăńĺğşěňőśšĳ śĺŋčşń£řŋőľ ŕńěš-ěŋłĺ 3×n ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ğăňěŋě śšřőłĺ (|−|) ŋă (+−+) ĺ śšřőłĺ (−|−) ŋă (+|+).

(b) Řěăńĺğşěňőśšĳ ŕńěš-ěŋłĺ 4 × n ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ğăňěŋě śšřőł a = (− − |−), b = (−| − −), c = (−| |−), d = (−| − |) ŋă (− − ++), (+ + −−), (+| |+), (− + +|). (c) Śťőřňşńĺřşľšě ĺ ďőłăęĺšě őąźěě śćőľśšćő ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ řěăńĺğşěňőśšĺ őšŋőśĺšěńĳŋő Àćřăźěŋĺ£ ŕř£ňżţÁ.

(d) Ěśńĺ ŕńěš-ěŋłă řěăńĺğşěňă, šő ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ śőőšćěšśšćş¿źěčő ěľ řĺśşŋłă řěăńĺğăűĺ¿ ňőęŋő ćżąřăšĳ šăłőľ, ůšőąż ŕřőőąřăğż ¡šĺţ ŕř£ňżţ ć ŕřőśšřăŋśšćě ążńĺ šăłęě ŕăřăńńěńĳŋż (š. ě. ńěęăńĺ ć őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ). (Řěğşńĳšăšőň ¡šőľ ğăďăůĺ řăğřěÿăěšś£ ŕőńĳğőćăšĳś£ ć ďăńĳŋěľÿěň ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă.)

Ğăďăůă 5. Ć ¡šőľ ÀťĺğĺůěśłőľÁ ğăďăůě ňż ŋě ŕřĺćőďĺň ăłłşřăšŋőľ ťőřňşńĺřőćłĺ şśńőćĺ£ ĺ ŋě šřěąşěň ăł-

łşřăšŋőčő ďőłăğăšěńĳśšćă. Ćăęŋő ŋě śšőńĳłő řěÿĺšĳ ďăŋŋş¿ ğăďăůş, śłőńĳłő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ě-ě ďń£ ŕřőćěďěŋĺ£ ¡łśŕěřĺňěŋšă ŕşšěň ŕőśšřőěŋĺ£ ňőďěńěľ ĺ ŕőńşůěŋĺ£ őšćěšă ć ďřşčĺţ ğăďăůăţ (ŋő ŋě ďń£ ĺţ śšřőčőčő ďőłăğăšěńĳśšćă!).

(a) Ŕşśšĳ ňż ĺňěěň ďőśšăšőůŋő ňŋőčő ďńĺŋŋżţ šőŋłĺţ şŕřşčĺţ ŕřşšĳěć (ĺńĺ ŕőńőśőł). Śőśšăćĺň ĺğ ŋĺţ (śńěčłă ĺğčĺąă£ ŕřşšĳ£) ňőďěńĳ, ĺğőąřăęă¿źş¿ ďăŋŋş¿ ŕńěš-ěŋłş. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŕőńşůĺńăśĳ ęěśšłă£ łőŋśšřşłűĺ£, šő ěśšĳ ťĺčşřş ňőęŋő ŕőďćěśĺšĳ ğă őďŋş šőůłş šăł, ůšőąż őŋă ŋě řăśŕăńăśĳ. Šőčďă śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕńěš-ěŋłă ŋě řěăńĺğşěňă.

(b) Ŕńěš-ěŋłă řěăńĺğşěňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕőśšřőěŋŋă£ ć ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě łőŋśšřşłűĺ£ ŋě śőďěřęĺš ęěśšłĺţ ŕőďłőŋśšřşłűĺľ.

Ğăďăůă 6. (a) Ćśě ŋěňőŋőšőŋŋżě śšřőłĺ ďńĺŋż 4 | ¡šő a, b, c, d, Sa, Sb, Sc, Sd (śň. ğăďăůş 4 (b)). Šăłĺň őąřăğőň,

ňăšřĺűş n × 4 ąěğ ňőŋőšőŋŋżţ śšřőł ňőęŋő ğăďăćăšĳ śńőćőň ďńĺŋż n ĺğ ¡šĺţ ćőśĳňĺ ąşłć.

(b) Łăłĺě śńőćă ďńĺŋż 3 ĺğ ¡šĺţ ąşłć ÀğăŕřěźăěšÁ şśńőćĺě őšśşšśšćĺ£ ňĺŋőřőć A ĺ SA? (c) Łăłĺě śńőćă ďńĺŋż n ĺğ ¡šĺţ ąşłć ÀğăŕřěźăěšÁ şśńőćĺě őšśşšśšćĺ£ ňőŋőšőŋŋżţ śšőńąűőć?

Ğăďăůă 7. Śşźěśšćş¿š ďćě řăğŋżě ŕńěš-ěŋłĺ ś őďĺŋăłőćőľ ňăšřĺűěľ, őďŋă ĺğ łőšőřżţ řěăńĺğşěňă, ă ďřşčă£

ŋěš?

Ğăďăůă 8. (a) Ňăšřĺűă B = | − − | − − | − − | − | | − | | ŋě śőďěřęĺš ŋĺ ňőŋőšőŋŋżţ ŕř£ňżţ, ŋĺ ňĺŋőřőć A, SA.

(b) Ń¿ąă£ ŕńěš-ěŋłă ś ňăšřĺűěľ B ŋě řěăńĺğşěňă.

Ğăďăůă 9. Ŋăľďĺšě ăńčőřĺšň řăśŕőğŋăćăŋĺ£ řěăńĺğşěňőśšĺ ŕńěš-ěŋőł.

Ğăňěůăŋĺě. İšőš ăńčőřĺšň ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďń£ łőňŕĳ¿šěřŋżţ ¡łśŕěřĺňěŋšőć ŕő řăśŕőğŋăćăŋĺ¿ řěăńĺğşěňőśšĺ ŕńěš-ěŋőł (ŋăŕřĺňěř, ŕőśšřőěŋŋżţ ŕřĺ ŕőňőźĺ ğăďăůĺ 6). Ŕřĺ ¡šőň ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ĺňě¿źĺěś£ ŋă łőňŕĳ¿šěřăţ čőšőćżě ŕřőčřăňňż (ŋăŕřĺňěř, řăśŕőğŋăćăŋĺ£ řăğřěÿĺňőśšĺ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ ŋěřăćěŋśšć).