
Ìîñêîâñêàÿ êîìàíäíàÿ îëèìïèàäà

Ìëàäøàÿ ëèãà

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ak òàêîâà, ÷òî m+n ... am+an
ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m,n. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü a2010?

ÎÒÂÅÒ. a2010 = 2010.

ÐÅØÅÍÈÅ.
Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî 1 + 1 ... a1 + a1, çíà÷èò, a1 = 1. Äàëåå,

2010 + 1 ... a2010 + a1 = a2010 + 1.

Íî 2011 ïðîñòîå, ïîýòîìó a2010 + 1 = 2011.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîãî íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà
íàéäóòñÿ äâå ñòîðîíû, îòíîøåíèå êîòîðûõ áîëüøå 3/5, íî ìåíüøå 1.

ÐÅØÅÍÈÅ.
Ïóñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà a < b < c. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è
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Ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà.

3. Íàéäèòå âñå ÷åòûðåõçíà÷íûå ÷èñëà abcd (a, b, c, d � öèôðû, a 6= 0), òàêèå ÷òî
abcd = 11(a+ b+ c+ d)2.

ÎÒÂÅÒ. abcd ∈ {2156, 3564, 5819}

ÐÅØÅÍÈÅ.
Ïóñòü abcd = x. Òîãäà 1000 6 x < 10000, çíà÷èò, 91 6 (a + b + c + d)2 6 909,

çíà÷èò, 10 6 a+ b+ c+ d 6 30. Â òî æå âðåìÿ x ≡9 a+ b+ c+ d, çíà÷èò, x ≡9 2x
2,

çíà÷èò, x ... 9 èëè x− 5 ... 9. Ñëåäîâàòåëüíî, a+ b+ c+ d ðàâíî ëèáî 14, ëèáî 18, ëèáî
23, ëèáî 27. Äàëåå ïðîâåðêà âñåõ ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ.

4. Ðàññìîòðèì ÷èñëà 1, 2, ..., 2010. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
âûáðàòü èç íèõ 1005 ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ äâóõ âûáðàííûõ
÷èñåë íå ðàâíÿëàñü íè 2010, íè 2011?

ÎÒÂÅÒ. 1006 ñïîñîáîâ.



ÐÅØÅÍÈÅ.
Ðàçîáúåì âñå ÷èñëà íà åñòåñòâåííûå ïàðû: 1 è 2010, 2 è 2009, ..., 1005 è

1006. Äëÿ óäîáñòâà áóäåò îáîçíà÷àòü ïàðíîå ÷èñëî øòðèõîì: 1'=2010, 2'=2009,
..., 1005'=1006, 1006'=1005, ..., 2010'=1.

Èç êàæäîé ïàðû äîëæíî áûòü âûáðàíî ðîâíî îäíî ÷èñëî. Êðîìå òîãî, åñëè
âûáðàíî a, òî íå âûáðàíû íè a′, íè a′ − 1 (a+ (a′ − 1) = 2010).

Ïóñòü íàèìåíüøåå âûáðàííîå ÷èñëî x < 1005. Òîãäà x′− 1 íå âûáðàíî, çíà÷èò,
âûáðàíî (x′ − 1)′ = x + 1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî âûáðàíû x + 2, x + 3, ...,
1005, è ýòî îäíîçíà÷íî çàäàåò âûáîð îñòàëüíûõ ÷èñåë.

×èñëî x ìîæíî âûáðàòü 1005 ñïîñîáàìè, ëèáî åãî ìîæåò íå áûòü (åñëè âûáðàíû
âñå ÷èñëà, áîëüøèå èëè ðàâíûå 1006, è òîëüêî îíè).

5. Äàí áåëûé êëåò÷àòûé êâàäðàò èç n ñòðîê è n ñòîëáöîâ, n > 3.
Ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü êëåòêó è ïîêðàñèòü â ÷åðíûé öâåò âñå êëåòêè,
ðàñïîëîæåííûå â îäíîì ñ íåé ñòîëáöå, à òàêæå âñå êëåòêè, ñîñåäíèå
ñ âûáðàííîé ïî ñòîðîíå. Êëåòêè ðàçðåøàåòñÿ êðàñèòü â ÷åðíûé
öâåò íåñêîëüêî ðàç. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òàêèõ äåéñòâèé
íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåñü ïðÿìîóãîëüíèê ñòàë ÷åðíûì?

ÎÒÂÅÒ. n äåéñòâèé.

ÐÅØÅÍÈÅ.
Çà n äåéñòâèé ìîæíî çàêðàñèòü âñå ñòîëáöû.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè êàêîé-òî ñòîëáåö (îáîçíà÷èì åãî Õ) íå çàêðàøèâàåòñÿ,

òî âñå åãî êëåòêè äîëæíû çàêðàøèâàòüñÿ çàñ÷åò ñòîëáöîâ ñëåâà èëè ñïðàâà îò Õ.
Ïðè ýòîì êàæäîå çàêðàøèâàíèå ñîñåäíåãî ñòîëáöà ïðèáàâèò íå áîëåå îäíîé íîâîé
÷åðíîé êëåòêè â Õ. Çíà÷èò, ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî õîäîâ áóäåò íå ìåíüøå n.

6. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD òî÷êà E � ñåðåäèíà ñòîðîíû
AD, à òî÷êà F � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Îòðåçêè DF è CE ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå O. Ëó÷è AO è BO äåëÿò ñòîðîíó CD íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.
Íàéäèòå îòíîøåíèå AD ê BC.

ÎÒÂÅÒ. Îíè ðàâíû.

ÐÅØÅÍÈÅ.
Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé AO è BO ñî ñòîðîíîé CD çà A′ è B′.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ìåíåëàÿ ê òðåóãîëüíèêó ADA′ è ñåêóùåé C − O − E, ìîæíî
íàéòè îòíîøåíèå AO : OA′ = 3. Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè îòíîøåíèå BO : OB′ =
3. Ïîñêîëüêó AO : OA′ = BO : OB′, òðåóãîëüíèêè AOB è A′OB′ ïîäîáíû c
êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 3 : 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî AB||CD è AB = CD. Çíà÷èò,
ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì.



7. Â ñòðàíå 100 ãîðîäîâ, íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû äîðîãàìè
(ëþáàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò íàïðÿìóþ äâà ãîðîäà è íå ïåðåñåêàåòñÿ
ñ äðóãèìè äîðîãàìè êðîìå êàê â ãîðîäàõ). Ìèíèñòåðñòâî ïîðó÷èëî
80 êîìïàíèÿì ðåìîíò 2400 äîðîã. Êàæäàÿ êîìïàíèÿ âçÿëàñü çà
ðåìîíò òåõ è òîëüêî òåõ äîðîã, êîòîðûå ñîåäèíÿþò ìåæäó ñîáîé
èíòåðåñíûå äëÿ ýòîé êîìïàíèè ãîðîäà. Ãîðîä èíòåðåñåí êîìïàíèè,
åñëè â ýòîì ãîðîäå åñòü ïðåäñòàâèòåëüñòâî êîìïàíèè. Â èòîãå
âñå çàïëàíèðîâàííûå äîðîãè áûëè îòðåìîíòèðîâàíû, à íåçàâèñèìûé
íàáëþäàòåëü îáðàòèë âíèìàíèå, ÷òî âñå êîìïàíèè îòðåìîíòèðîâàëè
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî äîðîã. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ãîðîä, â êîòîðîì
õîòÿ áû 8 ïðåäñòàâèòåëüñòâ ðàçëè÷íûõ êîìïàíèé.

ÐÅØÅÍÈÅ.
Åñëè âñå êîìïàíèè îòðåìîíòèðîâàëè ïîðîâíó äîðîã, à â ñóììå 2400, òî êàæäàÿ

êîìïàíèÿ îòðåìîíòèðîâàëà õîòÿ áû 30 äîðîã. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ó íåå åñòü
ïðåäñòàâèòåëüñòâà õîòÿ áû â 9 ãîðîäà (åñëè íå áîëåå 8, òî äîðîã íå áîëåå 8 · 7/2 =
28). Çíà÷èò, íàéäåòñÿ ãîðîä ñ õîòÿ áû d80 · 9/100e = 8 êîìïàíèÿìè.

8. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî
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ÐÅØÅÍÈÅ.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ t > 0
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Ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî 2t3 − 3t2 + 1 > 0, ÷òî âåðíî, ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü
ðàâíà (2t+1)(t−1)2. Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, òîëüêî åñëè t = 1. Ïðèìåíÿÿ
(?) ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà â îòäåëüíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî
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. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî íå âñå ÷èñëà x, y, z ðàâíû 1.



Ìîñêîâñêàÿ êîìàíäíàÿ îëèìïèàäà

Ñòàðøàÿ ëèãà

1. Íàéäèòå âñå ÷åòûðåõçíà÷íûå ÷èñëà abcd (a, b, c, d � öèôðû, a 6= 0), òàêèå ÷òî
abcd = 11(a+ b+ c+ d)2.

ÎÒÂÅÒ. abcd ∈ {2156, 3564, 5819}

ÐÅØÅÍÈÅ.
Ïóñòü abcd = x. Òîãäà 1000 6 x < 10000, çíà÷èò, 91 6 (a + b + c + d)2 6 909,

çíà÷èò, 10 6 a+ b+ c+ d 6 30. Â òî æå âðåìÿ x ≡9 a+ b+ c+ d, çíà÷èò, x ≡9 2x
2,

çíà÷èò, x ... 9 èëè x− 5 ... 9. Ñëåäîâàòåëüíî, a+ b+ c+ d ðàâíî ëèáî 14, ëèáî 18, ëèáî
23, ëèáî 27. Äàëåå ïðîâåðêà âñåõ ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ.

2. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: �â ëþáîì
òðåóãîëüíèêå íàéäóòñÿ äâå ñòîðîíû, îòíîøåíèå êîòîðûõ áîëüøå k, íî
ìåíüøå 1/k�?

ÎÒÂÅÒ. kmax =

√
5− 1

2

ÐÅØÅÍÈÅ.

×èñëî

√
5− 1

2
íàçûâàåòñÿ çîëîòûì ñå÷åíèåì è îáîçíà÷àåòñÿ ϕ. Îíî

óäîâëåòâîðÿåò �ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ� íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà: ϕ2 + ϕ = 1.
Ïîêàæåì, ÷òî k = ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ. Ïóñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà a 6

b 6 c. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a/b 6 k, b/c 6 k. Òîãäà b 6 kc, a 6 k2c, è a + b 6
(k + k2)c = c. Òàêîãî òðåóãîëüíèêà íå ñóùåñòâóåò.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè k >

√
5− 1

2
, òî òàêîå k íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ. Ïîñòðîèì

òðè îòðåçêà: a0 = ϕ2, b0 = ϕ, c0 = 1. Óäëèíèì âñå òðè íà ε > 0 (ò.å. ïîñòðîèì

a = a0 + ε, b = b0 + ε, c = c0 + ε), ïðè÷åì ε ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû
a

b
< k,

b

c
< k.

Íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü.

3. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD òî÷êà E � ñåðåäèíà ñòîðîíû
AD, à òî÷êà F � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Îòðåçêè DF è CE ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå O. Ëó÷è AO è BO äåëÿò ñòîðîíó CD íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.
Íàéäèòå îòíîøåíèå AB ê CD.

ÎÒÂÅÒ. Îíè ðàâíû.

ÐÅØÅÍÈÅ.
Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé AO è BO ñî ñòîðîíîé CD çà A′ è B′.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ìåíåëàÿ ê òðåóãîëüíèêó ADA′ è ñåêóùåé C − O − E, ìîæíî
íàéòè îòíîøåíèå AO : OA′ = 3. Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè îòíîøåíèå BO : OB′ =



3. Ïîñêîëüêó AO : OA′ = BO : OB′, òðåóãîëüíèêè AOB è A′OB′ ïîäîáíû c
êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 3 : 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî AB||CD è AB = CD. Çíà÷èò,
ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì.

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ak òàêîâà, ÷òî m+ n ... am +
an ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m,n. Äîêàæèòå, ÷òî ak = k ïðè âñåõ
íàòóðàëüíûõ k.

ÐÅØÅÍÈÅ.
Ïîäñòàâëÿÿ m = n = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî a1 = 1.
Ïóñòü äëÿ k = 1, 2, ..., n− 1 äîêàçàíî, ÷òî ak = k. Äîêàæåì, ÷òî an = n. Ïóñòü

m = n− 1. Òîãäà

n+m = 2n− 1 ... an + am = an + an−1 = an + (n− 1) > n .

Åäèíñòâåííûé äåëèòåëü 2n− 1, áîëüøèé ëèáî ðàâíûé n, � ýòî ñàìî ÷èñëî 2n− 1.
Çíà÷èò, an = n.

5. Äàí áåëûé êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ,
m > 3, n > 3. Ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü êëåòêó è ïîêðàñèòü â ÷åðíûé
öâåò âñå êëåòêè, ðàñïîëîæåííûå â îäíîì ñ íåé ñòîëáöå, à òàêæå âñå
êëåòêè, ñîñåäíèå ñ âûáðàííîé. Êëåòêè ðàçðåøàåòñÿ êðàñèòü â ÷åðíûé
öâåò íåñêîëüêî ðàç. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òàêèõ äåéñòâèé
íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåñü ïðÿìîóãîëüíèê ñòàë ÷åðíûì?

ÎÒÂÅÒ. n � ÷èñëî ñòîëáöîâ.

ÐÅØÅÍÈÅ.
Äîêàæåì, ÷òî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òàêèõ äåéñòâèé ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ n.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé âñå êëåòêè îêàçàëèñü
÷åðíûìè. Åñëè â êàæäîì ñòîëáöå âûáðàíî õîòÿ áû ïî îäíîé êëåòêå, òî äåéñòâèé
áûëî ñäåëàíî íå ìåíåå n. Èíà÷å âûáåðåì ñàìûé ëåâûé ñòîëáåö (íàçîâåì åãî Y ),
êîòîðûé çàêðàøåí çàñ÷åò ñòîëáöîâ ñëåâà (X) è ñïðàâà (Z) îò ñåáÿ.

Åñëè X çàêðàøèâàëè õîòÿ áû äâàæäû, çàìåíèì îäíî çàêðàøèâàíèå X íà îäíî
(ëþáîå!) çàêðàøèâàíèå Y .

Åñëè X çàêðàøèâàëè íå áîëåå îäíîãî ðàçà, òî Z çàêðàøèâàëè õîòÿ áû òðèæäû
(ïîòîìó êàê â Y íå ìåíåå 4 êëåòîê). Çàìåíèì òðîéíîå çàêðàøèâàíèå Z íà
çàêðàøèâàíèå Z è äâóõ ñîñåäíèõ ñ íèì ñòîëáöîâ.

Áóäåì ïðîäîëæàòü ýòîò ïðîöåññ, ïîêà åñòü õîòÿ áû îäèí ñòîëáåö, íè ðàçó íå
çàêðàøåííûé öåëèêîì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íîâûé íàáîð äåéñòâèé, êîëè÷åñòâî
êîòîðûõ íå áîëüøå ÷åì â ñòàðîì íàáîðå, êëåòêè çàêðàøåíû âñå, íî â íîâîì íàáîðå
êàæäûé ñòîëáåö çàêðàøèâàëñÿ õîòÿ áû ðàç. Çíà÷èò, è èñõîäíî äåéñòâèé áûëî íå
ìåíåå n.



6. Áèññåêòðèñû âíóòðåííèõ óãëîâ A, B, C òðåóãîëüíèêà ABC
ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ A′, B′, C ′.
Òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC; îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì
A′I ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êàõ A1, A2. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
òî÷êè B1, B2, C1, C2. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òî÷êè A1, A2, B1, B2, C1, C2 ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè.

ÐÅØÅÍÈÅ.
Äîêàæåì, ÷òî ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì A1A2, B1B2, C1C2

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê A1A2 ïðîõîäèò ÷åðåç
öåíòð îòðåçêà IA′, ñëåäîâàòåëüíî, äåëèò ñòîðîíó BC íà ÷àñòè, äëèíû ýòèõ ÷àñòåé
a/2 + (b− c)/4 è a/2− (b− c)/4. Åñëè ïðèìåíèòü êðèòåðèé Êàðíî ê ñåðåäèííûì
ïåðïåíäèêóëÿðàì âñåõ òðåõ îòðåçêîâ, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî òî÷êè A1, A2, B1, B2 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü
ωb � îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì IB′, ωc � îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì IC ′, M � òî÷êà
èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Óãëû IMB′ è IMC ′ ïðÿìûå, çíà÷èò, òî÷êà M ëåæèò íà B′C ′ è
IM⊥B′C ′. Ïîñêîëüêó AA′⊥B′C ′, òîM ∈ AI. Îñòàëîñü ïîñ÷èòàòü ñòåïåíü òî÷êè A
îòíîñèòåëüíî ωb è ωc: AB1 ·AB2 = AM ·AI = AC1 ·AC2, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

7. Â àëôàâèòå íåêîòîðîãî ÿçûêà òðè áóêâû. Íåêîòîðûå
íåîäíîáóêâåííûå ñëîâà ÿâëÿþòñÿ çàïðåù¼ííûìè, è ëþáûå äâà ðàçíûõ
çàïðåù¼ííûõ ñëîâà ðàçëè÷àþòñÿ ïî äëèíå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
íàïèñàòü ñëîâî ëþáîé äëèíû, íå ñîäåðæàùåå çàïðåù¼ííûõ ïîäñëîâ.

ÐÅØÅÍÈÅ.
Íàçîâ¼ì ñëîâî õîðîøèì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò çàïðåù¼ííûõ. Ïóñòü an � ÷èñëî

õîðîøèõ ñëîâ äëèíû n. Åñëè ìû ïðîäîëæàåì õîðîøåå ñëîâî äëèíû n äîáàâëåíèåì
áóêâû â åãî êîíåö (âñåãî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü òàêèì ñïîñîáîì 3an ñëîâ), ìû ìîæåì
ïîëó÷èòü

(i) õîðîøåå ñëîâî äëèíû n+ 1, èëè

(ii) ñëîâî äëèíû (n + 1), èìåþùåå âèä XY , ãäå X � õîðîøåå ñëîâî, à Y �
çàïðåù¼ííîå.

÷èñëî ñëîâ òèïà (ii) ñî ñëîâîì Y äëèíû k ðîâíî an+1−k; ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî
ñëîâ âèäà (ii) íå ïðåâîñõîäèò an−1 + · · ·+ a1 + a0 (ãäå a0 = 1). Çíà÷èò,

an+1 ≥ 3an − (an−1 + · · ·+ a1 + a0), a0 = 1, a1 = 3. (‡)

Ïî èíäóêöèè äîêàæåì, ÷òî an+1 > 2an äëÿ âñåõ n. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå
òðèâèàëüíî. Åñëè îíî âûïîëíåíî äëÿ i ≤ n, òî ai ≤ 2i−nan; Òàêèì îáðàçîì, èç
(‡) ìû ïîëó÷èì

an+1 > an

(
3− 1

2
− 1

22
− · · · − 1

2n

)
> 2an.



Òîãäà an ≥ 2n ïðè âñåõ n (áîëåå òîãî, èç íåðàâåíñòâà (‡) ìîæíî âûâåñòè, ÷òî
an ≥ (n+ 2)2n−1); çíà÷èò, ñóùåñòâóþò õîðîøèå ñëîâà äëèíû n.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ñóùåñòâóþò äâà çàïðåù¼ííûõ ñëîâà (âìåñòî îäíîãî) ëþáîé
äëèíû, áîëüøåé, ÷åì 1, òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è ìîæåò íå áûòü âåðíûì.

8. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí
êâàäðàò, âñå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = x3 +
ax2 + bx+ c. ×åìó ðàâíà ñòîðîíà ýòîãî êâàäðàòà?

ÎÒÂÅÒ.
4
√
72.

ÐÅØÅÍÈÅ.
Ïîëîæèì áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ÷òî öåíòð êâàäðàòà ëåæèò â òî÷êå O(0, 0).

Îáîçíà÷èì êðèâóþ y = f(x) = x3 + ax2 + bx + c ÷åðåç γ è âåðøèíû êâàäðàòà
çà A,B,C,D.

Âî-ïåðâûõ, ñèììåòðèÿ ñ öåíòðîì â òî÷êå O ïåðåâîäèò γ â êðèâóþ γ (y =
f(−x) = x3 − ax2 + bx − c). Î÷åâèäíî, γ òàêæå ïðîõîäèò ÷åðåç A,B,C,D, òî
åñòü èìååò 4 ðàçëè÷íûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ γ. Òîãäà 2ax2 + 2c èìååò õîòÿ áû 4
ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ, ÷òî âëå÷åò a = c = 0. È òàê êàê γ ïðîõîäèò ÷åðåç O è âñå
êîîðäèíàòíûå óãëû, òî b < 0.

Äàëåå, êðèâàÿ γ′, ïîëó÷åííàÿ ïîâîðîòîì γ âîêðóã O íà 90◦, óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ −x = f(y) è òàê æå ñîäåðæèò òî÷êè A,B,C,D è O. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
(x, y) γ∩γ′ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì −x = f(f(x)), òàêèì îáðàçîì îíè ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè óðàâíåíèÿ p(x) = f(f(x))+x 9-é ñòåïåíè. Îäíàêî ÷èñëî ðàç, êîòîðîå îäíà
êóáèêà ïåðåñåêàåò äðóãóþ â êàæäîì êâàäðàíòå � ÷åòíî (íàðèñóéòå êàðòèíêó!), è
òàê êàê ABCD èìååò ïî îäíîé òî÷êå â êàæäîì êâàäðàíòå è ëåæèò íà γ∩γ′, òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ A,B,C,D äîëæíû äóáëèðîâàòüñÿ. Ýòî âëå÷åò, ÷òî

p(x) = x[(x− r)(x+ r)(x− s)(x+ s)]2, (∗)

ãäå r, s � x-êîîðäèíàòû òî÷åê A è B. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, p(x) îïðåäåëÿåòñÿ, êàê
(x3 + bx)3 + b(x3 + bx) + x, è òàêèì îáðàçîì, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ñ (∗)
ïîëó÷àåì

3b = −2(r2 + s2), 3b2 = (r2 + s2)2 + 2r2s2,
b(b2 + 1) = −2r2s2(r2 + s2), b2 + 1 = r4s4.

Ïðÿìîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äàåò b = −
√
8 è r2 + s2 =

√
18.

Îòðåçîê îò O äî (r, s) ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó äèàãîíàëè êâàäðàòà è, òàêèì
îáðàçîì, êâàäðàò èìååò ñòîðîíó, ðàâíóþ a =

√
2(r2 + s2) = 4

√
72.


