8 ËÌÁÓÓ 1. ïÔŒÅÔ: ÄÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ: 64 É 81.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÄŒÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÏÒÎÉ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 16, 25 É 36 ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÚŒÌÅÞÅÎÙ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÔÁË ËÁË ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÉÚ ÉÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÃÉÆÒ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ. þÉÓÌÁ 49, 64 É 81 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ.

ïÔŒÅÔ Œ ÚÁÄÁÞÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ËÏÒÅÎØ ÂÙÌ ÃÅÌÙÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ √ 10a + b = a + √ b, ÔÏ 10a + b = a^2 + 2a √ b + b, ôÁË ËÁË Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÏÉÔ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ É ÞÉÓÌÏ, ÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b = 0, 1, 4 ÉÌÉ 9, ÔÏ ÅÓÔØ a + √ b | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

+ ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ É ŒÅÒÎÏÅ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ∓ ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÂÅÚ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÉÌÉ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÎÙÊ ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ − ÎÅŒÅÒÎÙÊ ÉÌÉ ÎÅÐÏÌÎÙÊ ÏÔŒÅÔ 2. ïÔŒÅÔ: −4. ðÒÉ x ≠ 0 2 ( x + 1 x )_2 + ( x^2 + 1 x^2

)_2 − ( x^2 + 1 x^2 )( x + 1 x )_2 = ( x^2 + 1 x^2

)_2 − ( x + 1 x )_2( x^2 + 1 x^2 − 2 ) = = ( x^2 + 1 x^2

)_2 − ( x + 1 x )_2( x − 1 x )_2 = ( x^2 + 1 x^2

)_2 − ( x^2 − 1 x^2

)_2

= 2x^2 · ( 2 x^2 ) = 4:

òÅÛÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (x+2)^2 = 4, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ x = −4 ÉÌÉ x = 0. ðÒÉ x = 0 ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ.

± ŒÅÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÏ ÎÅ ÏÔÂÒÏÛÅÎ ÐÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ËÏÒÅÎØ ∓ ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÂÅÚ ÒÅÛÅÎÉÑ 3. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ KL | ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AQB, ÔÏ ÅÓÔØ, KL‖AB (ÓÍ. ÒÉ- ÓÕÎÏË). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÁÌÅÓÁ KL ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ P Q. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ MN | ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ CP D ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÏÔÒÅÚÏË MN ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ P Q.

4. ïÔŒÅÔ: 7 ËÌÅÔÏË.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÚÁËÒÁÓÉÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÓÅÍÉ ËÌÅÔÏË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÁ 3 × 3 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË ÓÌÅŒÁ). œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÚÁËÒÁÛÅÎÏ ÐÏ ÞÅÔÙÒÅ ËÌÅÔËÉ. ôÁË ËÁË ÉÈ ÏÂÝÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ, ÔÏ Œ ÎÉÈ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁËÒÁÛÅÎÏ ÍÅÎÅÅ ÓÅÍÉ ËÌÅÔÏË.

ïÄÉÎ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ Ó ÓÅÍØÀ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ÐÒÉŒÅÄčÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÐÒÁŒÁ. + ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ, ÐÒÉÍÅÒ É ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÁ ÏÃÅÎËÁ +=2 ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ É ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÁ ÏÃÅÎËÁ ∓ ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ É ÐÒÉÍÅÒ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÁ ÏÃÅÎËÁ − ÔÏÌØËÏ ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ

5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÕÇÌÙ BAC É ADC ÏÓÔÒÙÅ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË). ðÕÓÔØ T | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ AC É ÏÔÒÅÚËÁ BK. ðÒÏŒÅÄčÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ KM É KN Ë ÐÒÑÍÙÍ CA É CD ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÁË ËÁË CK | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ KM = KN. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ BL Ë ÐÒÑÍÏÊ AC. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABL É DKN ÒÁŒÎÙ ÐÏ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÅ É ÏÓÔÒÏÍÕ ÕÇÌÕ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, BL = KN = KM. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BLT É KMT ÒÁŒÎÙ ÐÏ ËÁÔÅÔÕ É ÏÓÔÒÏÍÕ ÕÇÌÕ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ BT = KT , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

óÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÕÇÌÙ BAC É ADC ÐÒÑÍÙÅ ÉÌÉ ÔÕÐÙÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

+ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÓÌÕÞÁÊ ÏÓÔÒÏÇÏ ÉÌÉ ÔÕÐÏÇÏ ÕÇÌÁ, É ÕËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

± ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÓÌÕÞÁÊ (ÏÓÔÒÏÇÏ ÉÌÉ ÔÕÐÏÇÏ ÕÇÌÁ)

6. ðÕÓÔØ Ë ðÅÔÅ ÐÒÉÛÌÏ N ÇÏÓÔÅÊ. îÁÊÄÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ËÏÎÆÅÔ ŒÚÑÌ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÇÏÓÔØ. ðÕÓÔØ Ë

ÍÏÍÅÎÔÕ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ŒÁÚÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÇÏÓÔÑ Œ ÎÅÊ ÂÙÌÏ X ËÏÎÆÅÔ. üÔÏÔ ÇÏÓÔØ ŒÚÑÌ X N + 1 + N ËÏÎÆÅÔ, ÚÁÂÒÁŒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ËÏÎÆÅÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ X = X N + 1

+ N, ÏÔËÕÄÁ X = N + 1.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ŒÁÚÅ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÇÏÓÔÑ Œ ÎÅÊ ÂÙÌÏ Z ËÏÎÆÅÔ. üÔÏÔ

ÇÏÓÔØ ŒÚÑÌ Z N + 1

+N −1 ËÏÎÆÅÔ, ÏÓÔÁŒÉŒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ N +1 ËÏÎÆÅÔÕ, ÔÏ ÅÓÔØ Z − ( Z N + 1

+ N − 1 ) = = N + 1, ÏÔËÕÄÁ Z = 2(N + 1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÇÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ŒÚÑÌ N + 1 ËÏÎÆÅÔÕ.

òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÓÔØ ŒÚÑÌ ÐÏ N + 1-Ê ËÏÎÆÅÔÅ. âÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: Ăë ÍÏÍÅÎÔÕ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ŒÁÚÅ (N + 1 − k)-ÇÏ ÇÏÓÔÑ Œ ŒÁÚÅ ÎÁÈÏÄÉÌÏÓØ k(N + 1) ËÏÎÆÅÔĄ. âÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ: k = 1 | ÄÏËÁÚÁÎÁ ŒÙÛÅ. ðÒÏŒÅÄčÍ ÛÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ k = l, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ k = l + 1. ðÕÓÔØ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ŒÁÚÅ (N + 1 − l − 1)-ÇÏ ÇÏÓÔÑ Œ ÎÅÊ ÂÙÌÏ Y ËÏÎÆÅÔ. ïÎ ŒÚÑÌ^Y_{N+1} + N − l ËÏÎÆÅÔ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ

Œ ŒÁÚÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ Y − ( Y N + 1

+ N − l ) ËÏÎÆÅÔ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÒÁŒÎÏ l(N + 1).

éÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Y − ( Y N + 1

+ N − l ) = l(N + 1) ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ y = (l + 1)(N + 1). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

+ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÌÉ ÒÁÓÓÕÄÅÎÉÅÍ ĂÓ ËÏÎÃÁĄ ÂÅÚ ÑŒÎÙÈ ÐÒÏÂÅÌÏŒ ÓÏ ÓÌÏŒÁÍÉ ĂÉ ÔÁË ÄÁÌÅÅĄ

∓ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÎÆÅÔ ÂÙÌÏ N(N + 1), ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ − ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ