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Âàðèàíò I

Çàäà÷à 1. Ñóììà ïåðâûõ òð¼õ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, à òàêæå ñóììà ïåðâûõ øåñòè
å¼ ÷ëåíîâ � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Êðîìå òîãî, å¼ ïåðâûé ÷ëåí d1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó d1 > 1

2
.

Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü d1?

Îòâåò: 5/9

Ðåøåíèå. Ïóñòü dn � n-é ÷ëåí ïðîãðåññèè, d � ðàçíîñòü ïðîãðåññèè, Sn = d1 +d2 + . . .+dn � ñóììà
ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè.
Âûðàçèì d1 ÷åðåç S3 è S6. Çàìåòèì, ÷òî S3 = 3d1 + 3d, S6 = 6d1 + 15d, îòêóäà d1 = 5S3−S6

9
. Ïî

óñëîâèþ 5S3−S6

9
> 1

2
. Îòñþäà 5S3 − S6 > 9

2
. Òàê êàê S3 è S6 ïî óñëîâèþ � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû 5S3 − S6 ðàâíî 5 (îíî äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè S3 = 2, S6 = 5).
Ïîýòîìó min d1 = 5

9
.

Çàäà÷à 2. Äàøà íàïèñàëà íà äîñêå ÷èñëà 9, 10, 11, . . . , 22, à ïîòîì ñò¼ðëà îäíî èëè íåñêîëüêî èç
íèõ. Îêàçàëîñü, ÷òî îñòàâøèåñÿ íà äîñêå ÷èñëà íåëüçÿ ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ãðóïï òàê, ÷òîáû ñóììû
÷èñåë â ãðóïïàõ áûëè ðàâíû. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü ñóììà îñòàâøèõñÿ íà äîñêå
÷èñåë?

Îòâåò: 203.

Ðåøåíèå. Ñóììà ÷èñåë îò 9 äî 22 ðàâíà 217. Åñëè ñòåðåòü õîòÿ áû îäíî ÷èñëî, òî ñóììà îñòàâøèõñÿ
÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 208. Äàâàéòå ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàòü âàðèàíòû:

• åñëè ñóììà 208, òî ñòåðåòü Äàøà ìîãëà òîëüêî ÷èñëî 9; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà äâå ãðóïïû ñ ñóììîé 104:

22 + 21 + 20 + 19 + 12 + 10 = 18 + 17 + 16 + 15 + 14 + 13 + 11.

• åñëè ñóììà 207, òî ñòåðåòü Äàøà ìîãëà òîëüêî ÷èñëî 10; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà òðè ãðóïï ñ ñóììîé 69:

22 + 21 + 17 + 9 = 20 + 19 + 18 + 12 = 16 + 15 + 14 + 13 + 11.

• åñëè ñóììà 206, òî ñòåðåòü Äàøà ìîãëà òîëüêî ÷èñëî 11; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà äâå ãðóïïû ñ ñóììîé 103:

22 + 21 + 20 + 19 + 12 + 9 = 18 + 17 + 16 + 15 + 14 + 13 + 10.

• åñëè ñóììà 205, òî ñòåðåòü Äàøà ìîãëà òîëüêî ÷èñëî 12; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà ïÿòü ãðóïïû ñ ñóììîé 41:

22 + 19 = 21 + 20 = 18 + 13 + 10 = 17 + 15 + 9 = 16 + 14 + 11.

• åñëè ñóììà 204, òî ñòåðåòü Äàøà ìîãëà òîëüêî ÷èñëî 13; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà äâå ãðóïïû ñ ñóììîé 102:

22 + 21 + 20 + 19 + 11 + 9 = 18 + 17 + 16 + 15 + 14 + 12 + 10.

• åñëè Äàøà ñò¼ðëà ÷èñëî 14, òî íà äîñêå îñòàëèñü ÷èñëà ñ ñóììîé 203: èõ ìîæíî áûëî áû ðàçáèòü
èëè íà 7 ãðóïï ñ ñóììîé 29, èëè íà 29 ãðóïï ñ ñóììîé 7, èëè íà 203 ãðóïïû ñ ñóììîé 1; â êàêóþ-
òî ãðóïïó ïîïàä¼ò ÷èñëî 22; ïîñêîëüêó âàðèàíòîâ ñ ñóììîé 22 ó íàñ íåò, òî â ýòó ãðóïïó ïîïàä¼ò
åù¼ õîòÿ áû îäíî ÷èñëî; ïîýòîìó ñóììà â ýòîé ãðóïïå áóäåò õîòÿ áû 31; çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå
ðàçáèòü ÷èñëà íà ãðóïû ñ îäèíàêîâîé ñóììîé íå ïîëó÷èòñÿ.
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Çàäà÷à 3. Â õèðóðãè÷åñêîì îòäåëåíèèè 4 îïåðàöèîííûõ: I, II, III è IV. Óòðîì îíè âñå áûëè ïóñòû.
Â êàêîé-òî ìîìåíò íà÷àëàñü îïåðàöèÿ â îïåðàöèîííîé I, ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ � â îïåðàöèîííîé
II, åù¼ ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ � â III, à ïîòîì è â IV.
Çàêîí÷èëèñü âñå ÷åòûðå îïåðàöèè îäíîâðåìåííî, è ñóììàðíàÿ èõ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñîñòàâèëà

2 ÷àñà 32 ìèíóòû. Çà 30 ìèíóò äî ìîìåíòà çàâåðøåíèÿ âñåõ îïåðàöèé ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü
óæå èäóùèõ ñîñòàâëÿëà 52 ìèíóòû, à åù¼ çà 10 ìèíóò äî ýòîãî � 30 ìèíóò. Ïðîäîëæèòåëüíîñòè
îïåðàöèé â êàêèõ îïåðàöèîííûõ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ýòèì äàííûì, à â êàêèõ � íåëüçÿ?

Îòâåò: Ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèè â îïåðàöèîííîé IV.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé â îïåðàöèîííûõ I, II è III íåëüçÿ
îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé
ðàâíû 70, 39, 33, 10 èëè 56, 54, 32, 10 ìèíóò, òî âñå óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîëíÿþòñÿ. Îäíàêî â ýòèõ
äâóõ âàðèàíòàõ ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé â îïåðàöèîííûõ I, II è III ðàçëè÷íû.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèè â îïåðàöèîííîé IV ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòà-

íîâèòü. Äëÿ ýòîãî äàâàéòå çàìåòèì, ÷òî ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèé çà 40 è çà 30 ìèíóò
äî êîíöà îïåðàöèé âûðîñëà íà 22 ìèíóòû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî çà 30 ìèíóò äî êîíöà îïåðàöèè â îïåðà-
öèîííûõ I, II è III óæå øëè, èíà÷å ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü óâåëè÷èëàñü áû íå áîëåå ÷åì íà
20 ìèíóò. Òîãäà ê êîíöó âñåõ îïåðàöèé èõ ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñîñòàâëÿåò 52+30 ·3 = 142
ìèíóòû. Çíà÷èò îïåðàöèÿ â îïåðàöèîííîé IV äëèëàñü 152− 142 = 10 ìèíóò.

Êîììåíòàðèé. Ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé ìîãóò áûòü ðàâíû â ìèíóòàõ (70; 36 + s; 36 − s; 10),
ãäå s ∈ [0; 4] èëè (55 + t; 55− t; 32; 10), ãäå t ∈ [0; 15].

Çàäà÷à 4. Â òðåóãîëüíèêå ABC äëèíû ñòîðîí ðàâíû 4, 5 è
√

17. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, ñîñòî-
ÿùåé èç òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê X âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
XA2 +XB2 +XC2 6 21.

Îòâåò: 5π/9.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì BC = a, AC = b, AB = c, ρ2 = 21.
Ïóñòü G � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðåäñòàâèì

−−→
XA =

−→
GA−

−−→
GX,

−−→
XB =

−−→
GB −

−−→
GX,

−−→
XC =

−→
GC −

−−→
GX,

òîãäà

XA2 +XB2 +XC2 = GA2 +GB2 +GC2 − 2 ·
−−→
GX · (

−→
GA+

−−→
GB +

−→
GC) + 3 ·GX2.

Ïîñêîëüêó G � öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà ABC, òî

−→
GA+

−−→
GB +

−→
GC = 0,

è GA2 +GB2 +GC2 = 4
9
(m2

a +m2
b +m2

c) = 1
3
(a2 + b2 + c2).

Òàêèì îáðàçîì,
1

3
(a2 + b2 + c2) + 3 ·GX2 6 ρ2,

èëè

GX2 6
1

9
· (3ρ2 − a2 − b2 − c2).

Èòàê, ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê X, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîñòàâëåííîìó óñëîâèþ, ÿâëÿåòñÿ êðóã
ðàäèóñà 1

3

√
3ρ2 − a2 − b2 − c2 ñ öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.

Ýòîò êðóã ïðèíàäëåæèò òðåóãîëüíèêó, åñëè åãî ðàäèóñ íå áîëüøå, ÷åì îäíà òðåòü íàèìåíüøåé èç
âûñîò ∆ABC:

1

3

√
3ρ2 − a2 − b2 − c2 6

2S∆ABC

3 max{a, b, c}
.

Çíà÷èò, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

a2 + b2 + c2

3
< ρ2 6

a2 + b2 + c2

3
+

4

3
·
(

S∆ABC

max{a, b, c}

)2

(∗)

2
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èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà S = π
9
· (3ρ2 − a2 − b2 − c2).

Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà íàéäåì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà:

S∆ABC =
1

4

√
(9 +

√
17)(9−

√
17)(
√

17 + 1)(
√

17− 1) = 8.

Âû÷èñëèì
a2 + b2 + c2

3
=

58

3
,

S∆ABC

max{a, b, c}
=

8

5
.

Ïîñêîëüêó ρ2 = 21, óñëîâèå (∗) âûïîëíÿåòñÿ:

58

3
< 21 6

58

3
+

256

75
=

1706

75
.

Çíà÷èò, îòâåò: S = π
9
· (63− 58) = 5π

9
.

Äðóãîå ðåøåíèå. Âûñîòà òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ ê ñòîðîíå äëèíû 4, ðàâíà 4. Îñíîâàíèå âû-
ñîòû äåëèò ýòó ñòîðîíó íà îòðåçêè, ðàâíûå 1 è 3. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå. Òîãäà A(−1; 0), B(0; 4), C(3; 0).

−2 −1 1 2 3

−1

1

2

3

4

0

A

B

C

K

XA2 +XB2 +XC2 = (x+ 1)2 + y2 + x2 + (y − 4)2 + (x− 3)2 + y2 = 3x2 + 3y2 − 4x− 8y + 26 6 21.

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî òàê: (
x− 2

3

)2

+

(
y − 4

3

)2

6
5

9
.

Îíî îïðåäåëÿåò êðóã ðàäèóñà R =
√

5
3

ñ öåíòðîì â òî÷êå K(2/3; 4/3). Ïîêàæåì, ÷òî âñå òî÷êè
ýòîãî êðóãà ïðèíàäëåæàò òðåóãîëüíèêó ABC. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè K äî ñòîðîí
òðåóãîëüíèêà. Óðàâíåíèå ñòîðîíû AB: 4x− y + 4 = 0, ðàññòîÿíèå äî íå¼ ðàâíî d1 = |4·(2/3)−4/3+4|√

42+(−1)2
=

= 16
3
√

17
. Óðàâíåíèå ñòîðîíû BC: 4x+3y−12 = 0, ðàññòîÿíèå d2 = |4·(2/3)+3·(4/3)−12|√

42+32
= 16

15
. È ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè K äî ñòîðîíû AC ðàâíî, î÷åâèäíî, d3 = 4
3
. Íàèìåíüøåå èç ðàññòîÿíèé d2, òåì íå ìåíåå,

áîëüøå, ÷åì ðàäèóñ êðóãà R: 16
15
>
√

5
3
. Ïîýòîìó âåñü êðóã è ÿâëÿåòñÿ òîé ôèãóðîé, ïëîùàäü êîòîðîé

òðåáóåòñÿ íàéòè, îòêóäà S = πR2 = 5π
9
.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 4(x4 + 3x2 + 3)(y4 − 7y2 + 14) = 21.

Îòâåò:
(

0;±
√

7
2

)
.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x4 + 3x2 + 3 > 3 äëÿ êàæäîãî x, à y4 − 7y2 + 14 = (y2 − 7/2)2 + 7/4 > 7/4
äëÿ êàæäîãî y. Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ áîëüøå èëè ðàâíà 4 · 3 · 7/4 = 21, ïðèòîì ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x = 0 è y2 = 7/2. Ýòî è äà¼ò îòâåò.
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Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòå

tg
π

43
· tg 2π

43
+ tg

2π

43
· tg 3π

43
+ . . .+ tg

kπ

43
· tg (k + 1)π

43
+ . . .+ tg

2019π

43
· tg 2020π

43
.

Îòâåò: −2021.

Ðåøåíèå. Èç ôîðìóëû

tg(α− β) =
tgα− tg β

1 + tgα · tg β
âûðàçèì ïðîèçâåäåíèå òàíãåíñîâ:

tgα · tg β =
tgα− tg β

tg(α− β)
− 1.

Òîãäà

tg
kπ

43
· tg (k + 1)π

43
=

tg (k+1)π
43
− tg kπ

43

tg
(

(k+1)π
43
− kπ

43

) − 1 =

(
tg

(k + 1)π

43
− tg

kπ

43

)
·
(

tg
π

43

)−1

− 1.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà äëÿ âñåõ k îò 1 äî 2019 ïîëó÷àåì, ÷òî âûðàæåíèå èç óñëîâèÿ ðàâíî(
tg

2020π

43
− tg

π

43

)
·
(

tg
π

43

)−1

− 2019. (∗)

Çàìåòèì, ÷òî

tg
2020π

43
= tg

(
47π − π

43

)
= − tg

π

43
,

à çíà÷èò (*) ðàâíÿåòñÿ −2021.

Çàäà÷à 7. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a êîýôôèöèåíò ïðè x4 â ðàçëîæåíèè ìíîãî-
÷ëåíà (1− 2x+ ax2)8 áóäåò ðàâåí −1540?

Îòâåò: −5.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ ïîëèíîìèàëüíóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì

(1−2x+ax2)8 =
∑

n1+n2+n3=8

8!

n1! · n2! · n3!
·1n1 ·(−2x)n2·(ax2)n3 =

∑
n1+n2+n3=8

8!

n1! · n2! · n3!
·(−2)n2·an3·xn2+2n3 .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêèå ñëàãàåìûå â ñóììå ñîäåðæàò x4, íóæíî ðåøèòü â íåîòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé:{

n1 + n2 + n3 = 8
n2 + 2n3 = 4

.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ÷¼òíîñòü n2. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ n2 ìîæåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 2 è 4. Ðåøàÿ ñèñòåìó äëÿ êàæäîãî èç äàííûõ n2, áóäåì èìåòü òðè ñëó÷àÿ:

1. n1 = 6, n2 = 0, n3 = 2;

2. n1 = 5, n2 = 2, n3 = 1;

3. n1 = 4, n2 = 4, n3 = 0.

Â êàæäîì èç íèõ êîýôôèöèåíò ïðè x4 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 8!
n1!·n2!·n3!

·(−2)n2 ·an3 . Òîãäà â êàæäîì
èç ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ áóäåì èìåòü ñîîòâåòñòâåííî:

1. 8!
6!·0!·2!

· (−2)0 · a2 = 28a2;

4
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2. 8!
5!·2!·1!

· (−2)2 · a1 = 28 · 24a;

3. 8!
4!·4!·0!

· (−2)4 · a0 = 28 · 40

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïðè x4 áóäåò ðàâåí 28a2 + 28 · 24a+ 28 · 40.
Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è äàííûé êîýôôèöèåíò äîëæåí áûòü ðàâåí −1540 = −28 · 55, èìååì

óðàâíåíèå: 28a2 +28 ·24a+28 ·40 = −28 ·55. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 28 è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå,
ïîëó÷èì a2 + 24a+ 95 = 0. Äàííîå óðàâíåíèå èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ: a1 = −19 è a2 = −5.
Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè x4 â ðàçëîæåíèè

ìíîãî÷ëåíà (1− 2x+ ax2)8 áóäåò ðàâåí −1540 ðàâíî −5.

Çàäà÷à 8. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê KLM (KL = LM) ñ óãëîì ïðè âåðøèíå, ðàâíûì 114◦.
Òî÷êà O ðàñïîëîæåíà âíóòðè òðåóãîëüíèêà KLM òàê, ÷òî ∠OMK = 30◦, à ∠OKM = 27◦. Íàéäèòå
âåëè÷èíó óãëà ∠LOM .

Îòâåò: 150◦.

Ðåøåíèå. Ïóñòü LH � âûñîòà/ìåäèàíà/áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü S � ïåðåñå÷åíèå ëó÷à
MO è îòðåçêà LH. Çàìåòèì, ÷òî KS = SM . Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó â òðåóãîëüíèêå KSM ìåäèàíà
SH ñîâïàëà ñ âûñîòîé.

L

H

K M

O

S

Ïîñ÷èòàåì óãëû:
1. ∠HLK = ∠KLM

2
= 57◦;

2. ∠LKM = 90◦ − ∠HLK = 33◦;
3. ∠SKM = ∠SMK = 30◦;
4. ∠LKS = ∠LKM − ∠SKM = 3◦;
5. ∠SKO = ∠SKM − ∠OKM = 3◦, à çíà÷èò ∠SKO = ∠SKL;
6. ∠SOK = ∠OMK + ∠OKM = 57◦, à çíà÷èò ∠SOK = ∠SLK.
Òðåóãîëüíèêè SKO è SKL ðàâíû ïî îáùåé ñòîðîíå KS è äâóì óãëàì (ïóíêòû 5. è 6.) Ñëåäîâà-

òåëüíî, KO = KL, òðåóãîëüíèê KOL � ðàâíîáåäðåííûé. Çíà÷èò, óãîë ∠LOK = 90◦ − ∠OKL
2

= 87◦,
∠KOM = 180◦ − ∠OKM − ∠OMK = 123◦, ∠LOM = 360◦ − ∠LOK − ∠KOM = 150◦.

Äðóãîå ðåøåíèå. Íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî ∠LKO = 6◦, ∠LMO = 3◦. Äîêàæåì, ÷òî ∠KLO = 87◦, à
∠OLM = 27◦. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿòðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé òåîðåìû ×åâû. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ýòîé òåîðåìîé íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

sin 3◦

sin 30◦
· sin 27◦

sin 6◦
· sin 87◦

sin 27◦
= 1,

èëè sin 6◦ · sin 30◦ = sin 3◦ · sin 87◦. Ýòî î÷åâèäíî:

sin 6◦ · sin 30◦ = (2 · sin 3◦ · cos 3◦) · 1

2
= sin 3◦ · sin 87◦.

Îñòàëîñü ëèøü âû÷èñëèòü ∠LOM èç òðåóãîëüíèêà LOM .
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Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ g îïðåäåëåíà íà öåëûõ ÷èñëàõ è ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷¼ì g(x) 6= x
äëÿ êàæäîãî öåëîãî x. Íàçîâ¼ì ÷èñëî a êðàñèâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà x âûïîëíåíî g(x) =
g(a− x). Ìîæåò ëè êàæäîå èç ÷èñåë 739 è 741 áûòü êðàñèâûì?

Îòâåò: Íåò, íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 739 è 741 îêàçàëîñü êðàñèâûì. Òîãäà

g(x+ 2) = g(741− (x+ 2)) = g(739− x) = g(x).

Çíà÷èò, íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà a è b, ÷òî âî âñåõ ÷¼òíûõ ÷èñëàõ ôóíêöèÿ g ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
a, à âî âñåõ íå÷¼òíûõ � çíà÷åíèå b. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òî÷êàõ 0 è 739 ôóíêöèÿ äîëæíà ïðèíèìàòü
îäíî è òî æå çíà÷åíèå, îòêóäà a = b. Òîãäà g(a) = a, ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 10. Âàñÿ ñìàñòåðèë èç ñòåêëÿííûõ ñòåðæíåé ïðèçìó. Ïðèçìà èìååò 171 áîêîâîå ðåáðî è
ñòîëüêî æå ð¼áåð â êàæäîì èç îñíîâàíèé. Âàñÿ çàäóìàëñÿ: ¾Ìîæíî ëè ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè êàæäîå
èç 513 ð¼áåð ïðèçìû òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâàëè çàìêíóòóþ ëîìàíóþ â ïðîñòðàíñòâå?¿ Âîçìîæíà ëè
ðåàëèçàöèÿ Âàñèíîé çàäóìêè?

Îòâåò: Íåò, íå âîçìîæíà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ Âàñèíîé çàäóìêè âîçìîæíà, è ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ëî-
ìàíóþ, îáðàçîâàííóþ 513 ð¼áðàìè. Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïëîñêîñòü Oxy
ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì ïðèçìû, îñü Oz ïåðïåíäèêóëÿðíà îñíîâàíèÿì ïðèçìû, ïðè÷¼ì âûñîòà ïðèç-
ìû ðàâíÿåòñÿ 1, à íà÷àëî êîîðäèíàò O ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç âåðøèí çàìêíóòîé ëîìàíîé.
Ïîéä¼ì òåïåðü ïî íàøåé ëîìàíîé, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè O. Êàæäûé ðàç, êîãäà ìû ïåðåõîäèì ïî ðåáðó,

êîòîðîå ëåæàëî â îñíîâàíèè, ìû äâèæåìñÿ â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé Oxy, ò.å. z-êîîðäèíàòà âåðøè-
íû ëîìàíîé íå ìåíÿåòñÿ. Åñëè æå ìû ïðîõîäèì ïî ðåáðó, êîòîðîå áûëî áîêîâûì ðåáðîì, ìû ìåíÿåì
z-êîîðäèíàòó ðîâíî íà 1.
Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ìû ïðîéä¼ì ïî âñåì 513 ð¼áðàì è âåðí¼ìñÿ â òî÷êó O, z-êîîðäèíàòà âåðøè-

íû, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîëæíà ñòàòü 0, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà äîëæíà áûòü íå÷¼òíîé, ò.ê. ìû 171 ðàç
ïîìåíÿëè å¼ ÷¼òíîñòü. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Âàðèàíò II

Çàäà÷à 1. Ñóììà ïåðâûõ òð¼õ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, à òàêæå ñóììà ïåðâûõ ñåìè å¼
÷ëåíîâ � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Êðîìå òîãî, å¼ ïåðâûé ÷ëåí c1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó c1 > 1

3
.

Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü c1?

Îòâåò: 5/14

Ðåøåíèå. Ïóñòü cn � n-é ÷ëåí ïðîãðåññèè, d � ðàçíîñòü ïðîãðåññèè, Sn = c1 + c2 + . . .+ cn � ñóììà
ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè.
Âûðàçèì c1 ÷åðåç S3 è S7. Çàìåòèì, ÷òî S3 = 3c1 + 3d, S7 = 7c1 + 21d, îòêóäà c1 = 7S3−S7

14
. Ïî

óñëîâèþ 7S3−S7

14
> 1

3
. Îòñþäà 7S3 − S7 > 14

3
. Òàê êàê S3 è S7 ïî óñëîâèþ � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû 7S3 − S7 ðàâíî 5 (îíî äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè S3 = 1, S7 = 2).
Ïîýòîìó min c1 = 5

14
.

Çàäà÷à 2. Ñàøà íàïèñàë íà äîñêå ÷èñëà 7, 8, 9, . . . , 17, à ïîòîì ñò¼ð îäíî èëè íåñêîëüêî èç íèõ.
Îêàçàëîñü, ÷òî îñòàâøèåñÿ íà äîñêå ÷èñëà íåëüçÿ ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ãðóïï òàê, ÷òîáû ñóììû
÷èñåë â ãðóïïàõ áûëè ðàâíû. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü ñóììà îñòàâøèõñÿ íà äîñêå
÷èñåë?

Îòâåò: 121.

Ðåøåíèå. Ñóììà ÷èñåë îò 7 äî 17 ðàâíà 132. Åñëè ñòåðåòü õîòÿ áû îäíî ÷èñëî, òî ñóììà îñòàâøèõñÿ
÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 125. Äàâàéòå ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàòü âàðèàíòû:

• åñëè ñóììà 125, òî ñòåðåòü Ñàøà ìîã òîëüêî ÷èñëî 7; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà ïÿòü ãðóïï ñ ñóììîé 25:

8 + 17 = 9 + 16 = 10 + 15 = 11 + 14 = 12 + 13.

• åñëè ñóììà 124, òî ñòåðåòü Ñàøà ìîã òîëüêî ÷èñëî 8; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà äâå ãðóïïû ñ ñóììîé 62:

17 + 16 + 15 + 14 = 13 + 12 + 11 + 10 + 9 + 7.

• åñëè ñóììà 123, òî ñòåðåòü Ñàøà ìîã òîëüêî ÷èñëî 9; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà òðè ãðóïïû ñ ñóììîé 41:

17 + 16 + 8 = 15 + 14 + 12 = 13 + 11 + 10 + 7.

• åñëè ñóììà 122, òî ñòåðåòü Ñàøà ìîã òîëüêî ÷èñëî 10; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà äâå ãðóïïû ñ ñóììîé 61:

17 + 16 + 15 + 13 = 14 + 12 + 11 + 9 + 8 + 7.

• åñëè Ñàøà ñò¼ð ÷èñëî 11, òî íà äîñêå îñòàëèñü ÷èñëà ñ ñóììîé 121: èõ ìîæíî áûëî áû ðàçáèòü
èëè íà 11 ãðóïï ñ ñóììîé 11, èëè íà 121 ãðóïïó ñ ñóììîé 1; íî â êàêóþ-òî ãðóïïó ïîïàä¼ò
÷èñëî 17, ïîýòîìó ñóììà â ýòîé ãðóïïå áóäåò õîòÿ áû 17; çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå ðàçáèòü ÷èñëà
íà ãðóïû ñ îäèíàêîâîé ñóììîé íå ïîëó÷èòñÿ.

Çàäà÷à 3. Â õèðóðãè÷åñêîì îòäåëåíèèè 4 îïåðàöèîííûõ: 1, 2, 3 è 4. Óòðîì îíè âñå áûëè ïóñòû. Â
êàêîé-òî ìîìåíò íà÷àëàñü îïåðàöèÿ â îïåðàöèîííîé 1, ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ � â îïåðàöèîííîé 2,
åù¼ ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ � â 3, à ïîòîì è â 4.
Çàêîí÷èëèñü âñå ÷åòûðå îïåðàöèè îäíîâðåìåííî, è ñóììàðíàÿ èõ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñîñòàâèëà

2 ÷àñà 7 ìèíóò. Çà 18 ìèíóò äî ìîìåíòà çàâåðøåíèÿ âñåõ îïåðàöèé ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü
óæå èäóùèõ ñîñòàâëÿëà 60 ìèíóò, à åù¼ çà 15 ìèíóò äî ýòîãî � 25 ìèíóò. Ïðîäîëæèòåëüíîñòè
îïåðàöèé â êàêèõ îïåðàöèîííûõ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ýòèì äàííûì, à â êàêèõ � íåëüçÿ?
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Îòâåò: Ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèè â îïåðàöèîííîé 4.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé â îïåðàöèîííûõ 1, 2 è 3 íåëüçÿ
îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé
ðàâíû 58, 29, 27, 13 èëè 46, 45, 23, 13 ìèíóò, òî âñå óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîëíÿþòñÿ. Îäíàêî â ýòèõ
äâóõ âàðèàíòàõ ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé â îïåðàöèîííûõ 1, 2 è 3 ðàçëè÷íû.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèè â îïåðàöèîííîé 4 ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíî-

âèòü. Äëÿ ýòîãî äàâàéòå çàìåòèì, ÷òî ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèé çà 33 è çà 18 ìèíóò
äî êîíöà îïåðàöèé âûðîñëà íà 35 ìèíóò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî çà 18 ìèíóò äî êîíöà îïåðàöèè â îïåðà-
öèîííûõ 1, 2, 3 óæå øëè, èíà÷å ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü óâåëè÷èëàñü áû íå áîëåå ÷åì íà 30
ìèíóò. Òîãäà ê êîíöó âñåõ îïåðàöèé èõ ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñîñòàâëÿåò 60 + 18 · 3 = 114
ìèíóòû. Çíà÷èò îïåðàöèÿ â îïåðàöèîííîé 4 äëèëàñü 127− 114 = 13 ìèíóò.

Êîììåíòàðèé. Ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé ìîãóò áûòü ðàâíû â ìèíóòàõ (58; 28 + s; 28 − s; 13),
ãäå s ∈ [0; 5] èëè (45.5 + t; 45.5− t; 23; 13), ãäå t ∈ [0; 12.5].

Çàäà÷à 4. Â òðåóãîëüíèêå XY Z äëèíû ñòîðîí ðàâíû 2, 7 è 5
√

3. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, ñîñòî-
ÿùåé èç òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê A âíóòðè òðåóãîëüíèêà XY Z, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
AX2 + AY 2 + AZ2 6 43.

Îòâåò: π/9.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì Y Z = a, XZ = b, XY = c, ρ2 = 43.
Ïóñòü G � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà XY Z. Ïðåäñòàâèì

−−→
AX =

−−→
GX −

−→
GA,

−→
AY =

−−→
GY −

−→
GA,

−→
AZ =

−→
GZ −

−→
GA,

òîãäà

AX2 + AY 2 + AZ2 = GX2 +GY 2 +GZ2 − 2 ·
−→
GA · (

−−→
GX +

−−→
GY +

−→
GZ) + 3 ·GA2.

Ïîñêîëüêó G � öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà XY Z, òî

−−→
GX +

−−→
GY +

−→
GZ = 0,

è GX2 +GY 2 +GZ2 = 4
9
(m2

a +m2
b +m2

c) = 1
3
(a2 + b2 + c2).

Òàêèì îáðàçîì,
1

3
(a2 + b2 + c2) + 3 ·GA2 6 ρ2,

èëè

GA2 6
1

9
· (3ρ2 − a2 − b2 − c2).

Èòàê, ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê A, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîñòàâëåííîìó óñëîâèþ, ÿâëÿåòñÿ êðóã
ðàäèóñà 1

3

√
3ρ2 − a2 − b2 − c2 ñ öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà XY Z.

Ýòîò êðóã ïðèíàäëåæèò òðåóãîëüíèêó, åñëè åãî ðàäèóñ íå áîëüøå, ÷åì îäíà òðåòü íàèìåíüøåé èç
âûñîò ∆XY Z:

1

3

√
3ρ2 − a2 − b2 − c2 6

2S∆XY Z

3 max{a, b, c}
.

Çíà÷èò, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

a2 + b2 + c2

3
< ρ2 6

a2 + b2 + c2

3
+

4

3
·
(

S∆XY Z

max{a, b, c}

)2

(∗)

èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà S = π
9
· (3ρ2 − a2 − b2 − c2).

Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà íàéäåì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà:

S∆XY Z =
1

4

√
(9 + 5

√
3)(9− 5

√
3)(5
√

3 + 5)(5
√

3− 5) =
5
√

3

2
.
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Âû÷èñëèì
a2 + b2 + c2

3
=

128

3
,

S∆XY Z

max{a, b, c}
=

1

2
.

Ïîñêîëüêó ρ2 = 43, óñëîâèå (∗) âûïîëíÿåòñÿ:

128

3
< 43 6

128

3
+

1

3
= 43.

Çíà÷èò, îòâåò: S = π
9
· (129− 128) = π

9
.

Äðóãîå ðåøåíèå. Âûñîòà òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ ê ñòîðîíå äëèíû 5
√

3, ðàâíà 1. Îñíîâàíèå
âûñîòû äåëèò ýòó ñòîðîíó íà îòðåçêè, ðàâíûå

√
3 è 4

√
3. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñóíêå. Òîãäà X(−
√

3; 0), Y (0; 1), Z(4
√

3; 0).

−2 −1 1 2 3 4 5 6 7

−1

1

0

X

Y

Z
K

AX2 +AY 2 +AZ2 = (x+
√

3)2 + y2 +x2 + (y− 1)2 + (x− 4
√

3)2 + y2 = 3x2 + 3y2− 6
√

3x− 2y+ 52 6 43.

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî òàê: (
x−
√

3
)2

+

(
y − 1

3

)2

6
1

9
.

Îíî îïðåäåëÿåò êðóã ðàäèóñà R = 1
3
ñ öåíòðîì â òî÷êåK(

√
3; 1/3). Ïîêàæåì, ÷òî âñå òî÷êè ýòîãî êðó-

ãà ïðèíàäëåæàò òðåóãîëüíèêó XY Z. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè K äî ñòîðîí òðåóãîëü-

íèêà. Óðàâíåíèå ñòîðîíû XY : x− y
√

3 +
√

3 = 0, ðàññòîÿíèå äî íå¼ ðàâíî d1 = |
√

3−
√

3/3+
√

3|√
12+(−

√
3)2

= 5
√

3
6
.

Óðàâíåíèå ñòîðîíû Y Z: x + 4
√

3y − 4
√

3 = 0, ðàññòîÿíèå d2 = |
√

3+4·(
√

3/3)−4
√

3|√
12+(4

√
3)2

= 5
√

3
21
. Ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè K äî ñòîðîíû XZ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì èç òðåõ è ðàâíî d3 = 1
3

= R. Ïîýòîìó
êðóã ïðèíàäëåæèò òðåóãîëüíèêó, îòñþäà èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà S = πR2 = π

9
.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 4(x4 + 3x2 + 1)(y4 − 5y2 + 19) = 51.

Îòâåò:
(

0;±
√

5
2

)
.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x4 + 3x2 + 1 > 1 äëÿ êàæäîãî x, à y4 − 5y2 + 19 = (y2 − 5/2)2 + 51/4 > 51/4
äëÿ êàæäîãî y. Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ áîëüøå èëè ðàâíà 4 · 1 · 51/4 = 51, ïðèòîì ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x = 0 è y2 = 5/2. Ýòî è äà¼ò îòâåò.

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòå

tg
π

47
· tg 2π

47
+ tg

2π

47
· tg 3π

47
+ . . .+ tg

kπ

47
· tg (k + 1)π

47
+ . . .+ tg

2021π

47
· tg 2022π

47
.

Îòâåò: −2021.

Ðåøåíèå. Èç ôîðìóëû

tg(α− β) =
tgα− tg β

1 + tgα · tg β
âûðàçèì ïðîèçâåäåíèå òàíãåíñîâ:

tgα · tg β =
tgα− tg β

tg(α− β)
− 1.

9
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Òîãäà

tg
kπ

47
· tg (k + 1)π

47
=

tg (k+1)π
47
− tg kπ

47

tg
(

(k+1)π
47
− kπ

47

) − 1 =

(
tg

(k + 1)π

47
− tg

kπ

47

)
·
(

tg
π

47

)−1

− 1.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà äëÿ âñåõ k îò 1 äî 2021 ïîëó÷àåì, ÷òî âûðàæåíèå èç óñëîâèÿ ðàâíî(
tg

2022π

47
− tg

π

47

)
·
(

tg
π

47

)−1

− 2021. (∗)

Çàìåòèì, ÷òî

tg
2022π

47
= tg

(
43π +

π

47

)
= tg

π

47
,

à çíà÷èò (*) ðàâíÿåòñÿ −2021.

Çàäà÷à 7. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a êîýôôèöèåíò ïðè x4 â ðàçëîæåíèè ìíîãî-
÷ëåíà (1− 3x+ ax2)8 áóäåò ðàâåí 70?

Îòâåò: −4.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ ïîëèíîìèàëüíóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì

(1−3x+ax2)8 =
∑

n1+n2+n3=8

8!

n1! · n2! · n3!
·1n1 ·(−3x)n2·(ax2)n3 =

∑
n1+n2+n3=8

8!

n1! · n2! · n3!
·(−3)n2·an3·xn2+2n3 .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêèå ñëàãàåìûå â ñóììå ñîäåðæàò x4, íóæíî ðåøèòü â íåîòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé:{

n1 + n2 + n3 = 8
n2 + 2n3 = 4

.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ÷¼òíîñòü n2. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ n2 ìîæåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 2 è 4. Ðåøàÿ ñèñòåìó äëÿ êàæäîãî èç äàííûõ n2, áóäåì èìåòü òðè ñëó÷àÿ:

1. n1 = 6, n2 = 0, n3 = 2;

2. n1 = 5, n2 = 2, n3 = 1;

3. n1 = 4, n2 = 4, n3 = 0.

Â êàæäîì èç íèõ êîýôôèöèåíò ïðè x4 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 8!
n1!·n2!·n3!

·(−3)n2 ·an3 . Òîãäà â êàæäîì
èç ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ áóäåì èìåòü ñîîòâåòñòâåííî:

1. 8!
6!·0!·2!

· (−3)0 · a2 = 28a2;

2. 8!
5!·2!·1!

· (−3)2 · a1 = 28 · 54a;

3. 8!
4!·4!·0!

· (−3)4 · a0 = 14 · 405

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïðè x4 áóäåò ðàâåí 28a2 + 28 · 54a+ 14 · 405.
Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è äàííûé êîýôôèöèåíò äîëæåí áûòü ðàâåí 70 = 14 · 5, èìååì óðàâíåíèå:

28a2 + 28 · 54a+ 14 · 405 = 14 · 5. Ïðèâåäÿ ïîäîáíûå è ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 28, ïîëó÷èì
a2 + 54a+ 200 = 0. Äàííîå óðàâíåíèå èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ: a1 = −50 è a2 = −4.
Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè x4 â ðàçëîæåíèè

ìíîãî÷ëåíà (1− 3x+ ax2)8 áóäåò ðàâåí 70 ðàâíî −4.

Çàäà÷à 8. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê PQR (PQ = QR) ñ óãëîì ïðè âåðøèíå, ðàâíûì 108◦.
Òî÷êà O ðàñïîëîæåíà âíóòðè òðåóãîëüíèêà PQR òàê, ÷òî ∠ORP = 30◦, à ∠OPR = 24◦. Íàéäèòå
âåëè÷èíó óãëà ∠QOR.
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Îòâåò: 150◦.

Ðåøåíèå. Ïóñòü QH � âûñîòà/ìåäèàíà/áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü S � ïåðåñå÷åíèå ëó÷à
RO è îòðåçêà QH. Çàìåòèì, ÷òî PS = SR. Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó â òðåóãîëüíèêå PSR ìåäèàíà SH
ñîâïàëà ñ âûñîòîé.

Q

H

P R

O

S

Ïîñ÷èòàåì óãëû:
1. ∠HQP = ∠PQR

2
= 54◦;

2. ∠QPR = 90◦ − ∠HQP = 36◦;
3. ∠SPR = ∠SRP = 30◦;
4. ∠QPS = ∠QPR− ∠SPR = 6◦;
5. ∠SPO = ∠SPR− ∠OPR = 6◦, à çíà÷èò ∠SPO = ∠SPQ;
6. ∠SOP = ∠ORP + ∠OPR = 54◦, à çíà÷èò ∠SOP = ∠SQP .
Òðåóãîëüíèêè SPO è SPQ ðàâíû ïî îáùåé ñòîðîíå PS è äâóì óãëàì (ïóíêòû 5. è 6.) Ñëåäîâà-

òåëüíî, PO = PQ, òðåóãîëüíèê POQ � ðàâíîáåäðåííûé. Çíà÷èò, óãîë ∠QOP = 90◦ − ∠OPQ
2

= 84◦,
∠POR = 180◦ − ∠OPR− ∠ORP = 126◦, ∠QOR = 360◦ − ∠QOP − ∠POR = 150◦

Äðóãîå ðåøåíèå. Íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî ∠QPO = 12◦, ∠QRO = 6◦. Äîêàæåì, ÷òî ∠PQO = 84◦,
à ∠OQR = 24◦. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé òåîðåìû ×åâû. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ýòîé òåîðåìîé íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

sin 6◦

sin 30◦
· sin 24◦

sin 12◦
· sin 84◦

sin 24◦
= 1,

èëè sin 12◦ · sin 30◦ = sin 6◦ · sin 84◦. Ýòî î÷åâèäíî:

sin 12◦ · sin 30◦ = (2 · sin 6◦ · cos 6◦) · 1

2
= sin 6◦ · sin 84◦.

Îñòàëîñü ëèøü âû÷èñëèòü ∠QOR èç òðåóãîëüíèêà QOR.

Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ G îïðåäåëåíà íà öåëûõ ÷èñëàõ è ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷¼ì äëÿ êàæ-
äîãî öåëîãî ÷èñëà c íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî x, ÷òî G(x) 6= c. Íàçîâ¼ì ÷èñëî a íåñòàíäàðòíûì, åñëè
äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà x âûïîëíåíî G(x) = G(a − x). Ìîæåò ëè êàæäîå èç ÷èñåë 267 è 269 áûòü
íåñòàíäàðòíûì?

Îòâåò: Íåò, íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 267 è 269 îêàçàëîñü íåñòàíäàðòíûì. Òîãäà

G(x+ 2) = G(269− (x+ 2)) = G(267− x) = G(x).

Çíà÷èò, íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà a è b, ÷òî âî âñåõ ÷¼òíûõ ÷èñëàõ ôóíêöèÿ G ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
a, à âî âñåõ íå÷¼òíûõ � çíà÷åíèå b. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òî÷êàõ 0 è 267 ôóíêöèÿ äîëæíà ïðèíèìàòü
îäíî è òî æå çíà÷åíèå, îòêóäà a = b. Òîãäà ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ, ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 10. Àíÿ ñìàñòåðèëà èç ñòåêëÿííûõ ñòåðæíåé ïðèçìó. Ïðèçìà èìååò 373 áîêîâûõ ðåáðà
è ñòîëüêî æå ð¼áåð â êàæäîì èç îñíîâàíèé. Àíÿ çàäóìàëàñü: ¾Ìîæíî ëè ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè
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êàæäîå èç 1119 ð¼áåð ïðèçìû òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâàëè çàìêíóòóþ ëîìàíóþ â ïðîñòðàíñòâå?¿
Âîçìîæíà ëè ðåàëèçàöèÿ Àíèíîé çàäóìêè?

Îòâåò: Íåò, íå âîçìîæíà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ Àíèíîé çàäóìêè âîçìîæíà, è ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ëî-
ìàíóþ, îáðàçîâàííóþ 1119 ð¼áðàìè. Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïëîñêîñòü Oxy
ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì ïðèçìû, îñü Oz ïåðïåíäèêóëÿðíà îñíîâàíèÿì ïðèçìû, ïðè÷¼ì âûñîòà ïðèç-
ìû ðàâíÿåòñÿ 1, à íà÷àëî êîîðäèíàò O ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç âåðøèí çàìêíóòîé ëîìàíîé.
Ïîéä¼ì òåïåðü ïî íàøåé ëîìàíîé, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè O. Êàæäûé ðàç, êîãäà ìû ïåðåõîäèì ïî ðåáðó,

êîòîðîå ëåæàëî â îñíîâàíèè, ìû äâèæåìñÿ â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé Oxy, ò.å. z-êîîðäèíàòà âåðøè-
íû ëîìàíîé íå ìåíÿåòñÿ. Åñëè æå ìû ïðîõîäèì ïî ðåáðó, êîòîðîå áûëî áîêîâûì ðåáðîì, ìû ìåíÿåì
z-êîîðäèíàòó ðîâíî íà 1.
Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ìû ïðîéä¼ì ïî âñåì 1119 ð¼áðàì è âåðí¼ìñÿ â òî÷êó O, z-êîîðäèíàòà âåð-

øèíû, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîëæíà ñòàòü 0, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà äîëæíà áûòü íå÷¼òíîé, ò.ê. ìû 373
ðàçà ïîìåíÿëè å¼ ÷¼òíîñòü. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Âàðèàíò III

Çàäà÷à 1. Ñóììà ïåðâûõ ÷åòûð¼õ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, à òàêæå ñóììà ïåðâûõ ñåìè
å¼ ÷ëåíîâ � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Êðîìå òîãî, å¼ ïåðâûé ÷ëåí a1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó a1 6 2

3
.

Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü a1?

Îòâåò: 9/14

Ðåøåíèå. Ïóñòü an � n-é ÷ëåí ïðîãðåññèè, d � ðàçíîñòü ïðîãðåññèè, Sn = a1 +a2 + . . .+an � ñóììà
ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè.
Âûðàçèì a1 ÷åðåç S4 è S7. Çàìåòèì, ÷òî S4 = 4a1 + 6d, S7 = 7a1 + 21d, îòêóäà a1 = 7S4−2S7

14
. Ïî

óñëîâèþ 7S4−2S7

14
6 2

3
. Îòñþäà 7S4 − 2S7 6 28

3
. Òàê êàê S4 è S7 ïî óñëîâèþ � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû 7S4 − 2S7 ðàâíî 9 (îíî äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè S4 = 3, S7 = 9).
Ïîýòîìó max a1 = 9

14
.

Çàäà÷à 2. Ìàøà íàïèñàëà íà äîñêå ÷èñëà 4, 5, 6, . . . , 16, à ïîòîì ñò¼ðëà îäíî èëè íåñêîëüêî èç íèõ.
Îêàçàëîñü, ÷òî îñòàâøèåñÿ íà äîñêå ÷èñëà íåëüçÿ ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ãðóïï òàê, ÷òîáû ñóììû
÷èñåë â ãðóïïàõ áûëè ðàâíû. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü ñóììà îñòàâøèõñÿ íà äîñêå
÷èñåë?

Îòâåò: 121.

Ðåøåíèå. Ñóììà ÷èñåë îò 4 äî 16 ðàâíà 130. Åñëè ñòåðåòü õîòÿ áû îäíî ÷èñëî, òî ñóììà îñòàâøèõñÿ
÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 126. Äàâàéòå ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàòü âàðèàíòû:

• åñëè ñóììà 126, òî ñòåðåòü Ìàøà ìîãëà òîëüêî ÷èñëî 4; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà äâå ãðóïïû ñ ñóììîé 63:

16 + 15 + 14 + 13 + 5 = 12 + 11 + 10 + 9 + 8 + 7 + 6.

• åñëè ñóììà 125, òî ñòåðåòü Ìàøà ìîãëà òîëüêî ÷èñëî 5; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà ïÿòü ãðóïï ñ ñóììîé 25:

16 + 9 = 15 + 10 = 14 + 11 = 13 + 12 = 8 + 7 + 6 + 4.

• åñëè ñóììà 124, òî ñòåðåòü Ìàøà ìîãëà òîëüêî ÷èñëî 6; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà äâå ãðóïïû ñ ñóììîé 62:

16 + 15 + 14 + 13 + 4 = 12 + 11 + 10 + 9 + 8 + 7 + 5

• åñëè ñóììà 123, òî ñòåðåòü Ìàøà ìîãëà òîëüêî ÷èñëî 7; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà òðè ãðóïïû ñ ñóììîé 41:

16 + 15 + 10 = 14 + 13 + 9 + 5 = 12 + 11 + 8 + 6 + 4.

• åñëè ñóììà 122, òî ñòåðåòü Ìàøà ìîãëà òîëüêî ÷èñëî 8; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü
íà äâå ãðóïïû ñ ñóììîé 61:

16 + 15 + 14 + 12 + 4 = 13 + 11 + 10 + 9 + 7 + 6 + 5.

• åñëè Ìàøà ñò¼ðëà ÷èñëî 9, òî íà äîñêå îñòàëèñü ÷èñëà ñ ñóììîé 121: èõ ìîæíî áûëî áû ðàçáèòü
èëè íà 11 ãðóïï ñ ñóììîé 11, èëè íà 121 ãðóïïó ñ ñóììîé 1; íî â êàêóþ-òî ãðóïïó ïîïàä¼ò ÷èñëî
16, ïîýòîìó ñóììà â ýòîé ãðóïïå áóäåò õîòÿ áû 16; çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå ðàçáèòü ÷èñëà íà ãðóïû
ñ îäèíàêîâîé ñóììîé íå ïîëó÷èòñÿ.

13
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Çàäà÷à 3. Â õèðóðãè÷åñêîì îòäåëåíèèè 4 îïåðàöèîííûõ: À, Á, Â è Ã. Óòðîì îíè âñå áûëè ïóñòû. Â
êàêîé-òî ìîìåíò íà÷àëàñü îïåðàöèÿ â îïåðàöèîííîé À, ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ � â îïåðàöèîííîé Á,
åù¼ ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ � â Â, à ïîòîì è â Ã.
Çàêîí÷èëèñü âñå ÷åòûðå îïåðàöèè îäíîâðåìåííî, è ñóììàðíàÿ èõ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñîñòàâèëà

3 ÷àñà 5 ìèíóò. Çà 36 ìèíóò äî ìîìåíòà çàâåðøåíèÿ âñåõ îïåðàöèé ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü
óæå èäóùèõ ñîñòàâëÿëà 46 ìèíóò, à åù¼ çà 10 ìèíóò äî ýòîãî � 19 ìèíóò. Ïðîäîëæèòåëüíîñòè
îïåðàöèé â êàêèõ îïåðàöèîííûõ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ýòèì äàííûì, à â êàêèõ � íåëüçÿ?

Îòâåò: Ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèè â îïåðàöèîííîé Ã.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé â îïåðàöèîííûõ À, Á è Â íåëüçÿ
îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé
ðàâíû 65, 45, 44, 31 èëè 56, 55, 43, 31 ìèíóò, òî âñå óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîëíÿþòñÿ. Îäíàêî â ýòèõ
äâóõ âàðèàíòàõ ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé â îïåðàöèîííûõ À, Á è Â ðàçëè÷íû.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèè â îïåðàöèîííîé Ã ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíî-

âèòü. Äëÿ ýòîãî äàâàéòå çàìåòèì, ÷òî ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèé çà 46 è çà 36 ìèíóò
äî êîíöà îïåðàöèé âûðîñëà íà 27 ìèíóò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî çà 36 ìèíóò äî êîíöà îïåðàöèè â îïåðàöè-
îííûõ À, Á è Â óæå øëè, èíà÷å ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü óâåëè÷èëàñü áû íå áîëåå ÷åì íà 20
ìèíóò. Òîãäà ê êîíöó âñåõ îïåðàöèé èõ ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñîñòàâëÿåò 46 + 36 · 3 = 154
ìèíóòû. Çíà÷èò îïåðàöèÿ â îïåðàöèîííîé Ã äëèëàñü 185− 154 = 31 ìèíóòó.

Êîììåíòàðèé. Ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé ìîãóò áûòü ðàâíû â ìèíóòàõ (65; 44.5+s; 44.5−s; 31),
ãäå s ∈ [0; 1.5] èëè (55.5 + t; 55.5− t; 43; 31), ãäå t ∈ [0; 9.5].

Çàäà÷à 4. Â òðåóãîëüíèêå PQR äëèíû ñòîðîí ðàâíû 4, 7 è 9. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, ñîñòîÿùåé
èç òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê M âíóòðè òðåóãîëüíèêà PQR, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå MP 2 +
MQ2 +MR2 6 50.

Îòâåò: 4π/9.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì QR = a, PR = b, PQ = c, ρ2 = 50.
Ïóñòü G � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà PQR. Ïðåäñòàâèì

−−→
MP =

−→
GP −

−−→
GM,

−−→
MQ =

−→
GQ−

−−→
GM,

−−→
MR =

−→
GR−

−−→
GM,

òîãäà

MP 2 +MQ2 +MR2 = GP 2 +GQ2 +GR2 − 2 ·
−−→
GM · (

−→
GP +

−→
GQ+

−→
GR) + 3 ·GM2.

Ïîñêîëüêó G � öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà PQR, òî

−→
GP +

−→
GQ+

−→
GR = 0,

è GP 2 +GQ2 +GR2 = 4
9
(m2

a +m2
b +m2

c) = 1
3
(a2 + b2 + c2).

Òàêèì îáðàçîì,
1

3
(a2 + b2 + c2) + 3 ·GM2 6 ρ2,

èëè

GM2 6
1

9
· (3ρ2 − a2 − b2 − c2).

Èòàê, ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê M , óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîñòàâëåííîìó óñëîâèþ, ÿâëÿåòñÿ êðóã
ðàäèóñà 1

3

√
3ρ2 − a2 − b2 − c2 ñ öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà PQR.

Ýòîò êðóã ïðèíàäëåæèò òðåóãîëüíèêó, åñëè åãî ðàäèóñ íå áîëüøå, ÷åì îäíà òðåòü íàèìåíüøåé èç
âûñîò ∆PQR:

1

3

√
3ρ2 − a2 − b2 − c2 6

2S∆PQR

3 max{a, b, c}
.

Çíà÷èò, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

a2 + b2 + c2

3
< ρ2 6

a2 + b2 + c2

3
+

4

3
·
(

S∆PQR

max{a, b, c}

)2

(∗)
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èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà S = π
9
· (3ρ2 − a2 − b2 − c2).

Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà íàéäåì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà:

S∆PQR =
√

10 · 1 · 3 · 6 = 6
√

5.

Âû÷èñëèì
a2 + b2 + c2

3
=

146

3
,

S∆PQR

max{a, b, c}
=

2
√

5

3
.

Ïîñêîëüêó ρ2 = 50, óñëîâèå (∗) âûïîëíÿåòñÿ:

146

3
< 50 6

146

3
+

80

27
=

1394

27
.

Çíà÷èò, îòâåò: S = π
9
· (150− 146) = 4π

9
.

Äðóãîå ðåøåíèå. Âûñîòà òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ ê ñòîðîíå äëèíû 4, ðàâíà 3
√

5. Îñíîâàíèå
âûñîòû ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè ýòîé ñòîðîíû è óäàëåíî îò å¼ êîíöîâ íà ðàññòîÿíèÿ, ðàâíûå 2 è 6.
Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òîãäà P (2; 0), Q(0; 3

√
5), R(6; 0).

2 4 6

2

4

6

0

P

Q

R

K

MP 2 +MQ2 +MR2 = (x−2)2 + y2 +x2 + (y−3
√

5)2 + (x−6)2 + y2 = 3x2 + 3y2−16x−6
√

5y+ 85 6 50.

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî òàê: (
x− 8

3

)2

+
(
y −
√

5
)2

6
4

9
.

Îíî îïðåäåëÿåò êðóã ðàäèóñà R = 2
3
ñ öåíòðîì â òî÷êåK(8/3;

√
5). Ïîêàæåì, ÷òî âñå òî÷êè ýòîãî êðó-

ãà ïðèíàäëåæàò òðåóãîëüíèêó PQR. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè K äî ñòîðîí òðåóãîëüíè-

êà. Óðàâíåíèå ñòîðîíû PQ: 3
√

5x+ 2y − 6
√

5 = 0, ðàññòîÿíèå äî íå¼ ðàâíî d1 = |3
√

5·(8/3)+2
√

5−6
√

5|√
(3
√

5)2+22
=

= 4
√

5
7
. Óðàâíåíèå ñòîðîíû QR: x

√
5 + 2y − 6

√
5 = 0, ðàññòîÿíèå d2 = |

√
5·(8/3)+2

√
5−6
√

5|√
(
√

5)2+22
= 4

√
5

9
. È

ðàññòîÿíèå îò òî÷êè K äî ñòîðîíû PR ðàâíî, î÷åâèäíî, d3 =
√

5. Íàèìåíüøåå èç ðàññòîÿíèé d2,
òåì íå ìåíåå, áîëüøå, ÷åì ðàäèóñ êðóãà R: 4

√
5

9
> 2

3
. Ïîýòîìó âåñü êðóã è ÿâëÿåòñÿ òîé ôèãóðîé,

ïëîùàäü êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè, îòêóäà S = πR2 = 4π
9
.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (x4 + 9x2 + 4)(y4 − 3y2 + 17) = 59.

Îòâåò:
(

0;±
√

3
2

)
.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x4 + 9x2 + 4 > 4 äëÿ êàæäîãî x, à y4 − 3y2 + 17 = (y2 − 3/2)2 + 59/4 > 59/4
äëÿ êàæäîãî y. Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ áîëüøå èëè ðàâíà 4 · 59/4 = 59, ïðèòîì ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x = 0 è y2 = 3/2. Ýòî è äà¼ò îòâåò.
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Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòå

tg
π

43
· tg 2π

43
+ tg

2π

43
· tg 3π

43
+ . . .+ tg

kπ

43
· tg (k + 1)π

43
+ . . .+ tg

2021π

43
· tg 2022π

43
.

Îòâåò: −2021.

Ðåøåíèå. Èç ôîðìóëû

tg(α− β) =
tgα− tg β

1 + tgα · tg β
âûðàçèì ïðîèçâåäåíèå òàíãåíñîâ:

tgα · tg β =
tgα− tg β

tg(α− β)
− 1.

Òîãäà

tg
kπ

43
· tg (k + 1)π

43
=

tg (k+1)π
43
− tg kπ

43

tg
(

(k+1)π
43
− kπ

43

) − 1 =

(
tg

(k + 1)π

43
− tg

kπ

43

)
·
(

tg
π

43

)−1

− 1.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà äëÿ âñåõ k îò 1 äî 2021 ïîëó÷àåì, ÷òî âûðàæåíèå èç óñëîâèÿ ðàâíî(
tg

2022π

43
− tg

π

43

)
·
(

tg
π

43

)−1

− 2021. (∗)

Çàìåòèì, ÷òî

tg
2022π

43
= tg

(
47π +

π

43

)
= tg

π

43
,

à çíà÷èò (*) ðàâíÿåòñÿ −2021.

Çàäà÷à 7. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a êîýôôèöèåíò ïðè x4 â ðàçëîæåíèè ìíî-
ãî÷ëåíà (1− 2x+ ax2)8 áóäåò ðàâåí −1540?

Îòâåò: −19.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ ïîëèíîìèàëüíóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì

(1−2x+ax2)8 =
∑

n1+n2+n3=8

8!

n1! · n2! · n3!
·1n1 ·(−2x)n2·(ax2)n3 =

∑
n1+n2+n3=8

8!

n1! · n2! · n3!
·(−2)n2·an3·xn2+2n3 .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêèå ñëàãàåìûå â ñóììå ñîäåðæàò x4, íóæíî ðåøèòü â íåîòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé:{

n1 + n2 + n3 = 8
n2 + 2n3 = 4

.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ÷¼òíîñòü n2. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ n2 ìîæåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 2 è 4. Ðåøàÿ ñèñòåìó äëÿ êàæäîãî èç äàííûõ n2, áóäåì èìåòü òðè ñëó÷àÿ:

1. n1 = 6, n2 = 0, n3 = 2;

2. n1 = 5, n2 = 2, n3 = 1;

3. n1 = 4, n2 = 4, n3 = 0.

Â êàæäîì èç íèõ êîýôôèöèåíò ïðè x4 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 8!
n1!·n2!·n3!

·(−2)n2 ·an3 . Òîãäà â êàæäîì
èç ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ áóäåì èìåòü ñîîòâåòñòâåííî:

1. 8!
6!·0!·2!

· (−2)0 · a2 = 28a2;
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2. 8!
5!·2!·1!

· (−2)2 · a1 = 28 · 24a;

3. 8!
4!·4!·0!

· (−2)4 · a0 = 28 · 40

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïðè x4 áóäåò ðàâåí 28a2 + 28 · 24a+ 28 · 40.
Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è äàííûé êîýôôèöèåíò äîëæåí áûòü ðàâåí −1540 = −28 · 55, èìååì

óðàâíåíèå: 28a2 +28 ·24a+28 ·40 = −28 ·55. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 28 è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå,
ïîëó÷èì a2 + 24a+ 95 = 0. Äàííîå óðàâíåíèå èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ: a1 = −19 è a2 = −5.
Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè x4 â ðàçëîæåíèè

ìíîãî÷ëåíà (1− 2x+ ax2)8 áóäåò ðàâåí −1540 ðàâíî −19.

Çàäà÷à 8. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC (AB = BC) ñ óãëîì ïðè âåðøèíå, ðàâíûì 102◦.
Òî÷êà O ðàñïîëîæåíà âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC òàê, ÷òî ∠OCA = 30◦, à ∠OAC = 21◦. Íàéäèòå
âåëè÷èíó óãëà ∠BOA.

Îòâåò: 81◦.

Ðåøåíèå. Ïóñòü BH � âûñîòà/ìåäèàíà/áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü S � ïåðåñå÷åíèå ëó÷à
CO è îòðåçêà BH. Çàìåòèì, ÷òî AS = SC. Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó â òðåóãîëüíèêå ASC ìåäèàíà SH
ñîâïàëà ñ âûñîòîé.

B

H

A C

O

S

Ïîñ÷èòàåì óãëû:
1. ∠HBA = ∠ABC

2
= 51◦;

2. ∠BAC = 90◦ − ∠HBA = 39◦;
3. ∠SAC = ∠SCA = 30◦;
4. ∠BAS = ∠BAC − ∠SAC = 9◦;
5. ∠SAO = ∠SAC − ∠OAC = 9◦, à çíà÷èò ∠SAO = ∠SAB;
6. ∠SOA = ∠OCA+ ∠OAC = 51◦, à çíà÷èò ∠SOA = ∠SBA.
Òðåóãîëüíèêè SAO è SAB ðàâíû ïî îáùåé ñòîðîíå AS è äâóì óãëàì (ïóíêòû 5. è 6.) Ñëåäîâà-

òåëüíî, AO = AB, òðåóãîëüíèê AOB � ðàâíîáåäðåííûé. Çíà÷èò, óãîë ∠BOA = 90◦ − ∠OAB
2

= 81◦.

Äðóãîå ðåøåíèå. Íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî ∠BAO = 18◦, ∠BCO = 9◦. Äîêàæåì, ÷òî ∠ABO = 81◦,
à ∠OBC = 21◦. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé òåîðåìû ×åâû. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ýòîé òåîðåìîé íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

sin 9◦

sin 30◦
· sin 21◦

sin 18◦
· sin 81◦

sin 21◦
= 1,

èëè sin 18◦ · sin 30◦ = sin 9◦ · sin 81◦. Ýòî î÷åâèäíî:

sin 18◦ · sin 30◦ = (2 · sin 9◦ · cos 9◦) · 1

2
= sin 9◦ · sin 81◦.

Îñòàëîñü ëèøü âû÷èñëèòü ∠BOA èç òðåóãîëüíèêà BOA.

Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà íà öåëûõ ÷èñëàõ è ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷¼ì äëÿ êàæ-
äîãî öåëîãî ÷èñëà c íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî x, ÷òî F (x) 6= c. Íàçîâ¼ì ÷èñëî a çàíèìàòåëüíûì, åñëè
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äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà x âûïîëíåíî F (x) = F (a − x). Ìîæåò ëè êàæäîå èç ÷èñåë 412, 414 è 451
áûòü çàíèìàòåëüíûì?

Îòâåò: Íåò, íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 412, 414 è 451 îêàçàëîñü çàíèìàòåëüíûì. Òîãäà

F (x+ 2) = F (414− (x+ 2)) = F (412− x) = F (x).

Çíà÷èò, íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà a è b, ÷òî âî âñåõ ÷¼òíûõ ÷èñëàõ ôóíêöèÿ F ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
a, à âî âñåõ íå÷¼òíûõ � çíà÷åíèå b. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òî÷êàõ 0 è 451 ôóíêöèÿ äîëæíà ïðèíèìàòü
îäíî è òî æå çíà÷åíèå, îòêóäà a = b. Òîãäà ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ, ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 10. Ïåòÿ ñìàñòåðèë èç ñòåêëÿííûõ ñòåðæíåé ïèðàìèäó. Ïèðàìèäà èìååò 373 áîêîâûõ ðåáðà
è ñòîëüêî æå ð¼áåð â îñíîâàíèè. Ïåòÿ çàäóìàëñÿ: ¾Ìîæíî ëè ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè êàæäîå èç
746 ð¼áåð ïèðàìèäû òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâàëè çàìêíóòóþ ëîìàíóþ â ïðîñòðàíñòâå?¿ Âîçìîæíà ëè
ðåàëèçàöèÿ Ïåòèíîé çàäóìêè?

Îòâåò: Íåò, íå âîçìîæíà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ Ïåòèíîé çàäóìêè âîçìîæíà, è ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ
ëîìàíóþ, îáðàçîâàííóþ 746 ð¼áðàìè. Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïëîñêîñòü Oxy
ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèþ ïèðàìèäû, îñü Oz ïåðïåíäèêóëÿðíà îñíîâàíèþ ïèðàìèäû, ïðè÷¼ì âûñîòà
ïèðàìèäû ðàâíÿåòñÿ 1, à íà÷àëî êîîðäèíàò O ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç âåðøèí çàìêíóòîé ëîìàíîé.
Ïîéä¼ì òåïåðü ïî íàøåé ëîìàíîé, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè O. Êàæäûé ðàç, êîãäà ìû ïåðåõîäèì ïî ðåáðó,

êîòîðîå ëåæàëî â îñíîâàíèè, ìû äâèæåìñÿ â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé Oxy, ò.å. z-êîîðäèíàòà âåðøè-
íû ëîìàíîé íå ìåíÿåòñÿ. Åñëè æå ìû ïðîõîäèì ïî ðåáðó, êîòîðîå áûëî áîêîâûì ðåáðîì, ìû ìåíÿåì
z-êîîðäèíàòó ðîâíî íà 1.
Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ìû ïðîéä¼ì ïî âñåì 746 ð¼áðàì è âåðí¼ìñÿ â òî÷êó O, z-êîîðäèíàòà âåð-

øèíû, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîëæíà ñòàòü 0, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà äîëæíà áûòü íå÷¼òíîé, ò.ê. ìû 373
ðàçà ïîìåíÿëè å¼ ÷¼òíîñòü. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Âàðèàíò IV

Çàäà÷à 1. Ñóììà ïåðâûõ ÷åòûð¼õ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, à òàêæå ñóììà ïåðâûõ äåâÿòè
å¼ ÷ëåíîâ � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Êðîìå òîãî, å¼ ïåðâûé ÷ëåí b1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó b1 6 3

4
.

Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü b1?

Îòâåò: 11/15

Ðåøåíèå. Ïóñòü bn � n-é ÷ëåí ïðîãðåññèè, d � ðàçíîñòü ïðîãðåññèè, Sn = b1 + b2 + . . .+ bn � ñóììà
ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè.
Âûðàçèì b1 ÷åðåç S4 è S9. Çàìåòèì, ÷òî S4 = 4b1 + 6d, S9 = 9b1 + 36d, îòêóäà b1 = 6S4−S9

15
. Ïî

óñëîâèþ 6S4−S9

15
6 3

4
. Îòñþäà 6S4 − S9 6 45

4
. Òàê êàê S4 è S9 ïî óñëîâèþ � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû 6S4 − S9 ðàâíî 11 (îíî äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè S4 = 2, S9 = 1).
Ïîýòîìó max b1 = 11

15
.

Çàäà÷à 2. Ïàøà íàïèñàë íà äîñêå ÷èñëà 4, 5, 6, . . . , 14, à ïîòîì ñò¼ð îäíî èëè íåñêîëüêî èç íèõ.
Îêàçàëîñü, ÷òî îñòàâøèåñÿ íà äîñêå ÷èñëà íåëüçÿ ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ãðóïï òàê, ÷òîáû ñóììû
÷èñåë â ãðóïïàõ áûëè ðàâíû. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü ñóììà îñòàâøèõñÿ íà äîñêå
÷èñåë?

Îòâåò: 91.

Ðåøåíèå. Ñóììà ÷èñåë îò 4 äî 14 ðàâíà 99. Åñëè ñòåðåòü õîòÿ áû îäíî ÷èñëî, òî ñóììà îñòàâøèõñÿ
÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 95. Äàâàéòå ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàòü âàðèàíòû:

• åñëè ñóììà 95, òî ñòåðåòü Ïàøà ìîã òîëüêî ÷èñëî 4; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà
ïÿòü ãðóïï ñ ñóììîé 19:

14 + 5 = 13 + 6 = 12 + 7 = 11 + 8 = 10 + 9.

• åñëè ñóììà 94, òî ñòåðåòü Ïàøà ìîã òîëüêî ÷èñëî 5; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà
äâå ãðóïïû ñ ñóììîé 47:

14 + 13 + 12 + 8 = 11 + 10 + 9 + 7 + 6 + 4.

• åñëè ñóììà 93, òî ñòåðåòü Ïàøà ìîã òîëüêî ÷èñëî 6; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà
òðè ãðóïïû ñ ñóììîé 31:

14 + 13 + 4 = 12 + 11 + 8 = 10 + 9 + 7 + 5.

• åñëè ñóììà 92, òî ñòåðåòü Ïàøà ìîã òîëüêî ÷èñëî 7; òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà
äâå ãðóïïû ñ ñóììîé 46:

14 + 13 + 11 + 8 = 12 + 10 + 9 + 6 + 5 + 4.

• åñëè Ïàøà ñò¼ð ÷èñëî 8, òî íà äîñêå îñòàëèñü ÷èñëà ñ ñóììîé 91: èõ ìîæíî áûëî áû ðàçáèòü
èëè íà 7 ãðóïï ñ ñóììîé 13, èëè íà 13 ãðóïï ñ ñóììîé 7, èëè íà 91 ãðóïïû ñ ñóììîé 1; íî â
êàêóþ-òî ãðóïïó ïîïàä¼ò ÷èñëî 14, ïîýòîìó ñóììà â ýòîé ãðóïïå áóäåò õîòÿ áû 14; çíà÷èò, â
ýòîì ñëó÷àå ðàçáèòü ÷èñëà íà ãðóïû ñ îäèíàêîâîé ñóììîé íå ïîëó÷èòñÿ.

Çàäà÷à 3. Â õèðóðãè÷åñêîì îòäåëåíèèè 4 îïåðàöèîííûõ: A, B, C è D. Óòðîì îíè âñå áûëè ïóñòû.
Â êàêîé-òî ìîìåíò íà÷àëàñü îïåðàöèÿ â îïåðàöèîííîé A, ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ � â îïåðàöèîííîé
B, åù¼ ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ � â C, à ïîòîì è â D.
Çàêîí÷èëèñü âñå ÷åòûðå îïåðàöèè îäíîâðåìåííî, è ñóììàðíàÿ èõ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñîñòàâèëà

2 ÷àñà 38 ìèíóò. Çà 24 ìèíóòû äî ìîìåíòà çàâåðøåíèÿ âñåõ îïåðàöèé ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü
óæå èäóùèõ ñîñòàâëÿëà 1 ÷àñ 9 ìèíóò, à åù¼ çà 15 ìèíóò äî ýòîãî � 33 ìèíóòû. Ïðîäîëæèòåëüíîñòè
îïåðàöèé â êàêèõ îïåðàöèîííûõ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ýòèì äàííûì, à â êàêèõ � íåëüçÿ?

19



ÎÌÌÎ 28.02.2021 îòâåòû è êðàòêèå ðåøåíèÿ Âàðèàíò IV

Îòâåò: Ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèè â îïåðàöèîííîé D.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé â îïåðàöèîííûõ A, B è C íåëüçÿ
îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé
ðàâíû 72, 35, 34, 17 èëè 56, 55, 30, 17 ìèíóò, òî âñå óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîëíÿþòñÿ. Îäíàêî â ýòèõ
äâóõ âàðèàíòàõ ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé â îïåðàöèîííûõ A, B è C ðàçëè÷íû.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèè â îïåðàöèîííîé D ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíî-

âèòü. Äëÿ ýòîãî äàâàéòå çàìåòèì, ÷òî ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèé çà 39 è çà 24 ìèíóò
äî êîíöà îïåðàöèé âûðîñëà íà 36 ìèíóò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî çà 24 ìèíóòû äî êîíöà îïåðàöèè â îïåðàöè-
îííûõ A, B è C óæå øëè, èíà÷å ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü óâåëè÷èëàñü áû íå áîëåå ÷åì íà 30
ìèíóò. Òîãäà ê êîíöó âñåõ îïåðàöèé èõ ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñîñòàâëÿåò 69 + 24 · 3 = 141
ìèíóòó. Çíà÷èò îïåðàöèÿ â îïåðàöèîííîé D äëèëàñü 158− 141 = 17 ìèíóò.

Êîììåíòàðèé. Ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé ìîãóò áûòü ðàâíû â ìèíóòàõ (72; 35.5+s; 35.5−s; 17),
ãäå s ∈ [0; 3.5] èëè (55.5 + t; 55.5− t; 30; 17), ãäå t ∈ [0; 16.5].

Çàäà÷à 4. Â òðåóãîëüíèêå KLM äëèíû ñòîðîí ðàâíû 8, 3
√

17 è 13. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû,
ñîñòîÿùåé èç òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê P âíóòðè òðåóãîëüíèêàKLM , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
PK2 + PL2 + PM2 6 145.

Îòâåò: 49π/9.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì LM = a, KM = b, KL = c, ρ2 = 145.
Ïóñòü G � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà KLM . Ïðåäñòàâèì

−−→
PK =

−−→
GK −

−→
GP,

−→
PL =

−→
GL−

−→
GP,

−−→
PM =

−−→
GM −

−→
GP,

òîãäà

PK2 + PL2 + PM2 = GK2 +GL2 +GM2 − 2 ·
−→
GP · (

−−→
GK +

−→
GL+

−−→
GM) + 3 ·GP 2.

Ïîñêîëüêó G � öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà KLM , òî

−−→
GK +

−→
GL+

−−→
GM = 0,

è GK2 +GL2 +GM2 = 4
9
(m2

a +m2
b +m2

c) = 1
3
(a2 + b2 + c2).

Òàêèì îáðàçîì,
1

3
(a2 + b2 + c2) + 3 ·GP 2 6 ρ2,

èëè

GP 2 6
1

9
· (3ρ2 − a2 − b2 − c2).

Èòàê, ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê P , óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîñòàâëåííîìó óñëîâèþ, ÿâëÿåòñÿ êðóã
ðàäèóñà 1

3

√
3ρ2 − a2 − b2 − c2 ñ öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà KLM .

Ýòîò êðóã ïðèíàäëåæèò òðåóãîëüíèêó, åñëè åãî ðàäèóñ íå áîëüøå, ÷åì îäíà òðåòü íàèìåíüøåé èç
âûñîò ∆KLM :

1

3

√
3ρ2 − a2 − b2 − c2 6

2S∆KLM

3 max{a, b, c}
.

Çíà÷èò, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

a2 + b2 + c2

3
< ρ2 6

a2 + b2 + c2

3
+

4

3
·
(

S∆KLM

max{a, b, c}

)2

(∗)

èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà S = π
9
· (3ρ2 − a2 − b2 − c2).

Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà íàéäåì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà:

S∆KLM =
1

4

√
(21 + 3

√
17)(21− 3

√
17)(3

√
17− 5)(3

√
17 + 5) = 48.
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Âû÷èñëèì
a2 + b2 + c2

3
=

386

3
,

S∆KLM

max{a, b, c}
=

48

13
.

Ïîñêîëüêó ρ2 = 145, óñëîâèå (∗) âûïîëíÿåòñÿ:

386

3
< 145 6

386

3
+

9216

507
=

74450

507
.

Çíà÷èò, îòâåò: S = π
9
· (435− 386) = 49π

9
.

Äðóãîå ðåøåíèå. Âûñîòà òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ ê ñòîðîíå äëèíû 8, ðàâíà 12. Îñíîâàíèå
âûñîòû äåëèò ýòó ñòîðîíó íà îòðåçêè, ðàâíûå 3 è 5. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå. Òîãäà K(−3; 0), L(0; 12), M(5; 0).

−4 −2 2 4

2

4

6

8

10

12

0

K

L

M

G

PK2 + PL2 + PM2 = (x+ 3)2 + y2 + x2 + (y − 12)2 + (x− 5)2 + y2 = 3x2 + 3y2 − 4x− 24y + 178 6 145.

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî òàê: (
x− 2

3

)2

+ (y − 4)2 6
49

9
.

Îíî îïðåäåëÿåò êðóã ðàäèóñà R = 7
3
ñ öåíòðîì â òî÷êå G(2/3; 4). Ïîêàæåì, ÷òî âñå òî÷êè ýòîãî êðóãà

ïðèíàäëåæàò òðåóãîëüíèêó KLM . Äëÿ ýòîãî íàéäåì ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè G äî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.
Óðàâíåíèå ñòîðîíû KL: 4x−y+12 = 0, ðàññòîÿíèå äî íå¼ ðàâíî d1 = |4·(2/3)−4+12|√

42+(−1)2
= 32

3
√

17
. Óðàâíåíèå

ñòîðîíû LM : 12x + 5y − 60 = 0, ðàññòîÿíèå d2 = |12·(2/3)+5·4−60|√
122+52

= 32
13
. È ðàññòîÿíèå îò òî÷êè G äî

ñòîðîíû KM ðàâíî, î÷åâèäíî, d3 = 4. Íàèìåíüøåå èç ðàññòîÿíèé d2, òåì íå ìåíåå, áîëüøå, ÷åì
ðàäèóñ êðóãà R: 32

13
> 7

3
. Ïîýòîìó âåñü êðóã è ÿâëÿåòñÿ òîé ôèãóðîé, ïëîùàäü êîòîðîé òðåáóåòñÿ

íàéòè, îòêóäà S = πR2 = 49π
9
.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2(x4 + 3x2 + 6)(y4 − 5y2 + 12) = 69.

Îòâåò:
(

0;±
√

5
2

)
.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x4 + 3x2 + 6 > 6 äëÿ êàæäîãî x, à y4 − 5y2 + 12 = (y2 − 5/2)2 + 23/4 > 23/4
äëÿ êàæäîãî y. Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ áîëüøå èëè ðàâíà 2 · 6 · 23/4 = 69, ïðèòîì ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x = 0 è y2 = 5/2. Ýòî è äà¼ò îòâåò.

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòå

tg
π

47
· tg 2π

47
+ tg

2π

47
· tg 3π

47
+ . . .+ tg

kπ

47
· tg (k + 1)π

47
+ . . .+ tg

2019π

47
· tg 2020π

47
.

Îòâåò: −2021.
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Ðåøåíèå. Èç ôîðìóëû

tg(α− β) =
tgα− tg β

1 + tgα · tg β
âûðàçèì ïðîèçâåäåíèå òàíãåíñîâ:

tgα · tg β =
tgα− tg β

tg(α− β)
− 1.

Òîãäà

tg
kπ

47
· tg (k + 1)π

47
=

tg (k+1)π
47
− tg kπ

47

tg
(

(k+1)π
47
− kπ

47

) − 1 =

(
tg

(k + 1)π

47
− tg

kπ

47

)
·
(

tg
π

47

)−1

− 1.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà äëÿ âñåõ k îò 1 äî 2019 ïîëó÷àåì, ÷òî âûðàæåíèå èç óñëîâèÿ ðàâíî(
tg

2020π

47
− tg

π

47

)
·
(

tg
π

47

)−1

− 2019. (∗)

Çàìåòèì, ÷òî

tg
2020π

47
= tg

(
43π − π

47

)
= − tg

π

47
,

à çíà÷èò (*) ðàâíÿåòñÿ −2021.

Çàäà÷à 7. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a êîýôôèöèåíò ïðè x4 â ðàçëîæåíèè ìíî-
ãî÷ëåíà (1− 3x+ ax2)8 áóäåò ðàâåí 70?

Îòâåò: −50.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ ïîëèíîìèàëüíóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì

(1−3x+ax2)8 =
∑

n1+n2+n3=8

8!

n1! · n2! · n3!
·1n1 ·(−3x)n2·(ax2)n3 =

∑
n1+n2+n3=8

8!

n1! · n2! · n3!
·(−3)n2·an3·xn2+2n3 .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêèå ñëàãàåìûå â ñóììå ñîäåðæàò x4, íóæíî ðåøèòü â íåîòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé:{

n1 + n2 + n3 = 8
n2 + 2n3 = 4

.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ÷¼òíîñòü n2. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ n2 ìîæåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 2 è 4. Ðåøàÿ ñèñòåìó äëÿ êàæäîãî èç äàííûõ n2, áóäåì èìåòü òðè ñëó÷àÿ:

1. n1 = 6, n2 = 0, n3 = 2;

2. n1 = 5, n2 = 2, n3 = 1;

3. n1 = 4, n2 = 4, n3 = 0.

Â êàæäîì èç íèõ êîýôôèöèåíò ïðè x4 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 8!
n1!·n2!·n3!

·(−3)n2 ·an3 . Òîãäà â êàæäîì
èç ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ áóäåì èìåòü ñîîòâåòñòâåííî:

1. 8!
6!·0!·2!

· (−3)0 · a2 = 28a2;

2. 8!
5!·2!·1!

· (−3)2 · a1 = 28 · 54a;

3. 8!
4!·4!·0!

· (−3)4 · a0 = 14 · 405
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Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïðè x4 áóäåò ðàâåí 28a2 + 28 · 54a+ 14 · 405.
Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è äàííûé êîýôôèöèåíò äîëæåí áûòü ðàâåí 70 = 14 · 5, èìååì óðàâíåíèå:

28a2 + 28 · 54a+ 14 · 405 = 14 · 5. Ïðèâåäÿ ïîäîáíûå è ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 28, ïîëó÷èì
a2 + 54a+ 200 = 0. Äàííîå óðàâíåíèå èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ: a1 = −50 è a2 = −4.
Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè x4 â ðàçëîæåíèè

ìíîãî÷ëåíà (1− 3x+ ax2)8 áóäåò ðàâåí 70 ðàâíî −50.

Çàäà÷à 8. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê XY Z (XY = Y Z) ñ óãëîì ïðè âåðøèíå, ðàâíûì 96◦.
Òî÷êà O ðàñïîëîæåíà âíóòðè òðåóãîëüíèêà XY Z òàê, ÷òî ∠OZX = 30◦, à ∠OXZ = 18◦. Íàéäèòå
âåëè÷èíó óãëà ∠Y OX.

Îòâåò: 78◦.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Y H � âûñîòà/ìåäèàíà/áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü S � ïåðåñå÷åíèå ëó÷à
ZO è îòðåçêà Y H. Çàìåòèì, ÷òî XS = SZ. Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó â òðåóãîëüíèêå XSZ ìåäèàíà SH
ñîâïàëà ñ âûñîòîé.

Y

H

X Z

O

S

Ïîñ÷èòàåì óãëû:
1. ∠HYX = ∠XY Z

2
= 48◦;

2. ∠Y XZ = 90◦ − ∠HYX = 42◦;
3. ∠SXZ = ∠SZX = 30◦;
4. ∠Y XS = ∠Y XZ − ∠SXZ = 12◦;
5. ∠SXO = ∠SXZ − ∠OXZ = 12◦, à çíà÷èò ∠SXO = ∠SXY ;
6. ∠SOX = ∠OZX + ∠OXZ = 48◦, à çíà÷èò ∠SOX = ∠SY X.
Òðåóãîëüíèêè SXO è SXY ðàâíû ïî îáùåé ñòîðîíå XS è äâóì óãëàì (ïóíêòû 5. è 6.) Ñëåäîâà-

òåëüíî, XO = XY , òðåóãîëüíèê XOY � ðàâíîáåäðåííûé. Çíà÷èò, óãîë ∠Y OX = 90◦ − ∠OXY
2

= 78◦.

Äðóãîå ðåøåíèå. Íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî ∠Y XO = 24◦, ∠Y ZO = 12◦. Äîêàæåì, ÷òî ∠XY O =
78◦, à ∠OY Z = 18◦. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé òåîðåìû ×åâû. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ýòîé òåîðåìîé íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

sin 12◦

sin 30◦
· sin 18◦

sin 24◦
· sin 78◦

sin 18◦
= 1,

èëè sin 24◦ · sin 30◦ = sin 12◦ · sin 78◦. Ýòî î÷åâèäíî:

sin 24◦ · sin 30◦ = (2 · sin 12◦ · cos 12◦) · 1

2
= sin 12◦ · sin 78◦.

Îñòàëîñü ëèøü âû÷èñëèòü ∠Y OX èç òðåóãîëüíèêà Y OX.

Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà öåëûõ ÷èñëàõ è ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷¼ì f(x) 6= x
äëÿ êàæäîãî öåëîãî x. Íàçîâ¼ì ÷èñëî a ëþáîïûòíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà x âûïîëíåíî
f(x) = f(a− x). Ìîæåò ëè êàæäîå èç ÷èñåë 60, 62 è 823 áûòü ëþáûòíûì?
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Îòâåò: Íåò, íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 60, 62 è 823 îêàçàëîñü ëþáûòíûì. Òîãäà

f(x+ 2) = f(62− (x+ 2)) = f(60− x) = f(x).

Çíà÷èò, íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà a è b, ÷òî âî âñåõ ÷¼òíûõ ÷èñëàõ ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
a, à âî âñåõ íå÷¼òíûõ � çíà÷åíèå b. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òî÷êàõ 0 è 823 ôóíêöèÿ äîëæíà ïðèíèìàòü
îäíî è òî æå çíà÷åíèå, îòêóäà a = b. Òîãäà f(a) = a, ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 10. Ëåíà ñìàñòåðèëà èç ñòåêëÿííûõ ñòåðæíåé ïèðàìèäó. Ïèðàìèäà èìååò 171 áîêîâîå ðåáðî
è ñòîëüêî æå ð¼áåð â îñíîâàíèè. Ëåíà çàäóìàëàñü: ¾Ìîæíî ëè ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè êàæäîå èç
342 ð¼áåð ïèðàìèäû òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâàëè çàìêíóòóþ ëîìàíóþ â ïðîñòðàíñòâå?¿ Âîçìîæíà ëè
ðåàëèçàöèÿ Ëåíèíîé çàäóìêè?

Îòâåò: Íåò, íå âîçìîæíà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ Ëåíèíîé çàäóìêè âîçìîæíà, è ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ
ëîìàíóþ, îáðàçîâàííóþ 342 ð¼áðàìè. Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïëîñêîñòü Oxy
ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèþ ïèðàìèäû, îñü Oz ïåðïåíäèêóëÿðíà îñíîâàíèþ ïèðàìèäû, ïðè÷¼ì âûñîòà
ïèðàìèäû ðàâíÿåòñÿ 1, à íà÷àëî êîîðäèíàò O ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç âåðøèí çàìêíóòîé ëîìàíîé.
Ïîéä¼ì òåïåðü ïî íàøåé ëîìàíîé, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè O. Êàæäûé ðàç, êîãäà ìû ïåðåõîäèì ïî ðåáðó,

êîòîðîå ëåæàëî â îñíîâàíèè, ìû äâèæåìñÿ â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé Oxy, ò.å. z-êîîðäèíàòà âåðøè-
íû ëîìàíîé íå ìåíÿåòñÿ. Åñëè æå ìû ïðîõîäèì ïî ðåáðó, êîòîðîå áûëî áîêîâûì ðåáðîì, ìû ìåíÿåì
z-êîîðäèíàòó ðîâíî íà 1.
Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ìû ïðîéä¼ì ïî âñåì 342 ð¼áðàì è âåðí¼ìñÿ â òî÷êó O, z-êîîðäèíàòà âåðøè-

íû, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîëæíà ñòàòü 0, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà äîëæíà áûòü íå÷¼òíîé, ò.ê. ìû 171 ðàç
ïîìåíÿëè å¼ ÷¼òíîñòü. Ïðîòèâîðå÷èå.
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