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Âàðèàíò I

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷èñëî 52n + 3n+2 + 3n äåëèòñÿ íà 11.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 52n + 3n+2 + 3n = (22 + 3)n + 10 · 3n. Âîñïîëüçóåìñÿ áèíîìîì Íüþòîíà è
ñãðóïïèðóåì âñå ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ åñòü 22: (22+ 3)2n+10 · 3n = 22A+3n+10 · 3n = 22A+11 · 3n.
Ïîñêîëüêó êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 11, òî è âñå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11.

Êîììåíòàðèé. Òî æå ñàìîå ðåøåíèå ìîæíî èçëîæèòü íà ÿçûêå ñðàâíåíèé:

52n + 3n+2 + 3n = 25n + 10 · 3n ≡ 3n + 10 · 3n = 11 · 3n ≡ 0 (mod 11).

Äðóãîå ðåøåíèå. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå çàäà÷è äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà. Åñëè n = 0, òî 52n + 3n+2 + 3n = 50 + 32 + 30 = 11 � äåëèòñÿ íà 11.
Ïåðåõîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n = k ÷èñëî 52n+3n+2+3n = 52k+10 ·3k äåëèòñÿ íà 11, è äîêàæåì,

÷òî ïðè n = k + 1 ÷èñëî 52n + 3n+2 + 3n = 52k+2 + 10 · 3k+1 òàêæå äåëèòñÿ íà 11.
Çàìåòèì, ÷òî

52k+2 + 10 · 3k+1 = 3 · (52k + 10 · 3k) + 22 · 52k.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè äåëèòñÿ íà 11 ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, à âòîðîå � ïîòîìó ÷òî
ñîäåðæèò ìíîæèòåëü 22. Çíà÷èò, è âñÿ ñóììà äåëèòñÿ íà 11. Ïåðåõîä äîêàçàí.

Çàäà÷à 2. Ãðóïïà àâàíòþðèñòîâ ïîêàçûâàåò ñâîþ äîáû÷ó. Èçâåñòíî, ÷òî ðîâíî ó 13 àâàíòþðèñòîâ
åñòü ðóáèíû; ðîâíî ó 9 � èçóìðóäû; ðîâíî ó 15 � ñàïôèðû; ðîâíî ó 6 � áðèëëèàíòû. Êðîìå òîãî,
èçâåñòíî, ÷òî

• åñëè ó àâàíòþðèñòà åñòü ñàïôèðû, òî ó íåãî åñòü èëè èçóìðóäû, èëè áðèëëèàíòû (íî íå òî è
äðóãîå îäíîâðåìåííî);

• åñëè ó àâàíòþðèñòà åñòü èçóìðóäû, òî ó íåãî åñòü èëè ðóáèíû, èëè ñàïôèðû (íî íå òî è äðóãîå
îäíîâðåìåííî).

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî àâàíòþðèñòîâ ìîæåò áûòü â òàêîé ãðóïïå?

Îòâåò: 22.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü ñàïôèðû, ðàâíÿåòñÿ ñóììàðíîìó
êîëè÷åñòâó àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü èçóìðóäû èëè áðèëëèàíòû. Òîãäà èç ïåðâîãî óñëîâèÿ
ñëåäóåò, ÷òî ó 9 àâàíòþðèñòîâ åñòü ñàïôèðû è èçóìðóäû, à ó 6 � ñàïôèðû è áðèëëèàíòû. Ò.å.
ó êàæäîãî àâàíòþðèñòà, ó êîòîðîãî åñòü èçóìðóäû, îáÿçàòåëüíî åñòü ñàïôèðû. Òîãäà, èç âòîðîãî
óñëîâèÿ, íå ìîæåò áûòü àâàíòþðèñòà, ó êîòîðîãî åñòü è èçóìðóäû, è ðóáèíû. Çíà÷èò, àâàíòþðèñòîâ
êàê ìèíèìóì 13 + 9 = 22.
Ñòîëüêî àâàíòþðèñòîâ è ïðàâäà ìîæåò áûòü: ïóñòü ó íàñ åñòü 9 àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü

ñàïôèðû è èçóìðóäû, 6 àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü ñàïôèðû, áðèëëèàíòû è ðóáèíû, à òàêæå 7
àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü òîëüêî ðóáèíû. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîò ïðèìåð ïîäõîäèò ïîä âñå
óñëîâèÿ.

Çàäà÷à 3. Áðèãàäà ðàáî÷èõ òðóäèëàñü íà çàëèâêå êàòêà íà áîëüøîì è ìàëîì ïîëÿõ, ïðè÷åì ïëîùàäü
áîëüøîãî ïîëÿ â 2 ðàçà áîëüøå ïëîùàäè ìàëîãî ïîëÿ. Â òîé ÷àñòè áðèãàäû, êîòîðàÿ ðàáîòàëà íà
áîëüøîì ïîëå, áûëî íà 4 ðàáî÷èõ áîëüøå, ÷åì â òîé ÷àñòè, êîòîðàÿ ðàáîòàëà íà ìàëîì ïîëå. Êîãäà
çàëèâêà áîëüøîãî êàòêà çàêîí÷èëàñü, ÷àñòü áðèãàäû, êîòîðàÿ áûëà íà ìàëîì ïîëå, åùå ðàáîòàëà.
Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàáî÷èõ ìîãëî áûòü â áðèãàäå?

Îòâåò: 10.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ðàáî÷èõ íà ìåíüøåì ïîëå êàê n, òîãäà èõ êîëè÷åñòâî íà áîëüøåì ïîëå
ðàâíî n + 4, à âñåãî â áðèãàäå 2n + 4 ÷åëîâåêà. Â óñëîâèè çàäà÷è ¾ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàåòñÿ¿, ÷òî
ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàæäîãî ðàáî÷åãî îäèíàêîâàÿ, îáîçíà÷èì åå a. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòè êàæäîé ÷àñòè áðèãàä ðàâíû an è a(n+4). Åñëè ïëîùàäü ìàëîãî ïîëÿ S, òî ïëîùàäü áîëüøîãî
ðàâíà 2S. Âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà âûïîëíåíèå âñåé ðàáîòû êàæäîé èç áðèãàä, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíî S

an

è 2S
a(n+4)

. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è S
an
> 2S

a(n+4)
. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ïåðåìåííûõ, ýòî íåðàâåíñòâî
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ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó n+ 4 > 2n, èëè n < 4. Ïîýòîìó n 6 3, à 2n+ 4 6 10. Cèòóàöèÿ ðàâåíñòâà,
î÷åâèäíî, âîçìîæíà: äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå S è a.

Çàäà÷à 4. Òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíàìè

BC = 8 è AC = 4. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû AB, åñëè äëèíà âåêòîðà 4
−→
OA−

−−→
OB − 3

−→
OC ðàâíà 10.

Îòâåò: 5.

Îòâåò: Îáîçíà÷èì ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åðåçR. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x, y, z ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî:(

x
−→
OA+ y

−−→
OB + z

−→
OC
)2

=

= x2OA2 + y2OB2 + z2OC2 + 2xy
(−→
OA ·

−−→
OB
)
+ 2yz

(−−→
OB ·

−→
OC
)
+ 2xz

(−→
OA ·

−→
OC
)
=

= (x2 + y2 + z2)R2 + xy(OA2 +OB2 − AB2) + yz(OB2 +OC2 −BC2) + xz(OA2 +OC2 − AC2) =

= (x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz)R2 − xyAB2 − yzBC2 − xzAC2 =

= (x+ y + z)2R2 − xyAB2 − yzBC2 − xzAC2.

Òîãäà ïðè x = 4, y = −1, z = −3 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî 102 = 0 ·R2 + 4AB2 − 3BC2 + 12AC2, îòêóäà
AB2 = 1

4
(100− 12AC2 + 3BC2) = 25, ò.å. AB = 5.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
a+ c = 4
ac+ b+ d = 6
ad+ bc = 5
bd = 2

.

Îòâåò: (3, 2, 1, 1) è (1, 1, 3, 2).

Ðåøåíèå. Ïóñòü x2+ax+b è x2+cx+d � äâà êâàäðàòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíà, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ �
èñêîìûå êîðíè äàííîé ñèñòåìû. Òîãäà

(x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d) = x4 + (a+ c)x3 + (ac+ b+ d)x2 + (ad+ bc)x+ bd = x4 + 4x3 + 6x2 + 5x+ 2.

Ìåòîäîì ïîäáîðà íàõîäèì, ÷òî ÷èñëà −1 è −2 � êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, îòêóäà

x4 + 4x3 + 6x2 + 5x+ 2 = (x2 + 3x+ 2)(x2 + x+ 1).

Òàê êàê x2 + x+ 1 íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, òî îí íå ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè, ïîýòîìó òîæäåñòâî

(x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d) = (x2 + 3x+ 2)(x2 + x+ 1)

âîçìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ:{
x2 + ax+ b = x2 + 3x+ 2
x2 + cx+ d = x2 + x+ 1

èëè

{
x2 + ax+ b = x2 + x+ 1
x2 + cx+ d = x2 + 3x+ 2

òîãäà â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì a = 3, b = 2, c = 1, d = 1, à âî âòîðîì � a = 1, b = 1, c = 3, d = 2.

Çàäà÷à 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå arcsin x
√
11

2
√
21

+ arcsin x
√
11

4
√
21

= arcsin 5x
√
11

8
√
21
.

Îòâåò: 0, ±21
10

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà âûòåêàåò, ÷òî

|x| 6 8
√
21

5
√
11
, èëè, ðàâíîñèëüíî, x2 6

1344

275
. (∗)
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Âû÷èñëÿÿ ñèíóñ îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

cos arcsin t > 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,
sin(arcsin t) = t, è cos(arcsin t) =

√
1− t2,

ïîëó÷àåì

x
√
11

2
√
21
·
√
1− 11x2

16 · 21
+
x
√
11

4
√
21
·
√
1− 11x2

4 · 21
=

5x
√
11

8
√
21

.

Ïåðåíîñÿ âñå â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, óïðîùàÿ è âûíîñÿ îáùèì ìíîæèòåëü çà ñêîáêè, èìååì

x
√
11

8 · 21

(√
336− 11x2 +

√
84− 11x2 − 5

√
21
)
= 0

Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî èëè x = 0 (êîòîðûé, î÷åâèäíî, ïîäõîäèò), èëè x ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
óðàâíåíèÿ √

336− 11x2 +
√
84− 11x2 = 5

√
21.

Èç óñëîâèÿ (*) ñëåäóåò, ÷òî âñå ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ ïîëîæèòåëüíû. Ïîñêîëüêó îáå ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ ïîëîæèòåëüíû, òî èõ ìîæíî âîçâåñòè â êâàäðàò

336− 11x2 + 2
√

(336− 11x2)(84− 11x2) + 84− 11x2 = 525.

Ïåðåíîñÿ âñ¼ êðîìå êîðíÿ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, èìååì

2
√

(336− 11x2)(84− 11x2) = 22x2 + 105.

Âîçâîäÿ åù¼ ðàç îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì

4(336− 11x2)(84− 11x2) = 484x4 + 4620x2 + 11025,

èëè
23100x2 = 101871.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå èìååò åù¼ äâà âîçìîæíûõ êîðíÿ

x = ±21

10
.

Ïðîâåðêà. Ïðîâåðÿåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ëåæèò â ïðî-
ìåæóòêå [−π/2;π/2]. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåì êîñèíóñ ëåâîé ÷àñòè

cos

(
arcsin

x
√
11

2
√
21

+ arcsin
x
√
11

4
√
21

)
=

√(
1− 11x2

4 · 21

)(
1− 11x2

16 · 21

)
− 11x2

8 · 21
=

=

√(
1− 11 · 21

4 · 100

)(
1− 11 · 21

16 · 100

)
− 11 · 21

8 · 100
=

13 · 37
800

− 11 · 21
800

> 0.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ êîñèíóñà ïîëîæèòåëüíî, à ëåâàÿ ÷àñòü ëåæèò â ïðîìåæóòêå [−π; π], òî îíà
ëåæèò â ïðîìåæòêå [−π/2; π/2]. Çíà÷èò, âñå íàéäåííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäàíèÿ.

Çàäà÷à 7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

log22 x+ (a− 6) log2 x+ 9− 3a = 0

èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå, ÷åì äðóãîé?

Îòâåò: −2, 2
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Ðåøåíèå. Ïóñòü t = log2 x, òîãäà óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä t2 + (a − 6)t + (9 − 3a) = 0. Çàìåòèì,
÷òî 3 · (3− a) = 9− 3a, 3 + (3− a) = 6− a, îòêóäà ïî òåîðåìå, îáðàòíîé òåîðåìå Âèåòà, êîðíè ýòîãî
óðàâíåíèÿ � 3 è 3 − a. Äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó: log2 x = 3 èëè log2 x = 3 − a, ò.å. èëè x = 8, èëè
x = 23−a. Ïîëó÷àåì äâà ñëó÷àÿ: 8 = 4 · 23−a èëè 23−a = 4 · 8. Â ïåðâîì ñëó÷àå a = 2, âî âòîðîì �
a = −2.

Çàäà÷à 8. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà AC = 42. Áèññåêòðèñà CL äåëèòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ
áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû AB, åñëè
ðàäèóñ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè ðàâåí 14.

Îòâåò: 56.

Îòâåò: Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè (ò.å. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåê-
òðèñ). Çàìåòèâ, ÷òî AI � áèññåêòðèñà, â òðåóãîëüíèêå ALC, â ñèëó ñâîéñòâà áèññåêòðèñû òðåóãîëü-
íèêà èìååì: AC : AL = CI : IL = 2 : 1, îòêóäà AL = AC/2 = 21.
Äàëåå, AC · AL · sin∠A = 2S4ACL = 2S4AIC + 2S4AIL = AC · r + AL · r = (AC + AL) · r, ãäå r �

ðàäèóñ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, 42 · 21 · sin∠A = (42 + 21) · 14,
ò.å. sin∠A = 1, ∠A = 90◦.
Â ñèëó ñâîéñòâà áèññåêòðèñû BI òðåóãîëüíèêà CLB èìååì BC : BL = CI : IL = 2 : 1. Ïîëàãàÿ

BL = x, èìååì BC = 2x. Â ñèëó òåîðåìû Ïèôàãîðà: AC2 + AB2 = BC2, ò.å. 422 + (21 + x)2 = (2x)2,
îòêóäà x = 35, à AB = x+ 21 = 56.

Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå òðîåê öåëûõ ÷èñåë è ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ öåëûõ ÷èñåë a, b, c è n âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
F (na, nb, nc) = n · F (a, b, c), F (a + n, b + n, c + n) = F (a, b, c) + n, F (a, b, c) = F (c, b, a). Íàéäèòå
F (58, 59, 60).

Îòâåò: 59.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî F (−1, 0, 1) = F (1, 0,−1) = (−1) · F (−1, 0, 1), îòêóäà F (−1, 0, 1) = 0. Òîãäà
F (58, 59, 60) = F (−1, 0, 1) + 59 = 59.

Êîììåíòàðèé. Îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ F íåëüçÿ. Íàïðèìåð, ïîäõîäÿò ôóíêöèè F (a, b, c) =
= (a+ b+ c)/3, F (a, b, c) = b è F (a, b, c) = ìåäèàíà ÷èñåë {a, b, c}.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü B � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ñîäåðæàùåå 0 è 1. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
b ∈ B, òî 1

b
∈ B è 1− 1

b
∈ B. Ìîæåò ëè â B áûòü ðîâíî 1000 ýëåìåíòîâ?

Îòâåò: Íåò, íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì íà ÷èñëà
{
t, 1

t
, 1− t, 1

1−t ,
t
t−1 ,

t−1
t

}
. Ïóñòü α : x 7→ 1

x
, β : x 7→ 1 − 1

x
= x−1

x
.

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå α ïåðåâîäèò ÷èñëà t, 1
t
, 1− t, 1

1−t ,
t
t−1 ,

t−1
t
â ÷èñëà 1

t
, t, 1

1−t , 1− t,
t−1
t
, t
t−1

ñîîòâåòñòâåííî, à îòîáðàæåíèå β � â ÷èñëà t−1
t
, 1− t, t

t−1 , t,
1
t
, 1

1−t ñîîòâåòñòâåííî.
Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî

t−→
β

t− 1

t
−→
β

1

1− t
−→
α

1− t−→
β

t

t− 1
−→
β

1

t
.

Ïîýòîìó, åñëè t ∈ B, òî êàæäîå èç ÷èñåë t, 1
t
, 1 − t, 1

1−t ,
t
t−1 ,

t−1
t

ëåæèò â B, ïðè÷¼ì ýòîò íàáîð
ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïîä äåéñòâèåì α è β.
Ìîæåò ëè â ýòîì íàáîðå áûòü ìåíüøå 6 ÷èñåë? Äà, åñëè íåêîòîðûå ñîâïàäàþò. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ðàâíî t. Òîãäà èëè t = 1
t
, îòêóäà t = −1 (ò.ê. t 6= 1 ïî óñëîâèþ),

èëè t = 1 − t, îòêóäà t = 1/2, èëè t = 1
1−t , îòêóäà t

2 − t + 1 = 0 � íåò ðåøåíèé, èëè t = t
t−1 , îòêóäà

t = 2 (ò.ê. t 6= 0 ïî óñëîâèþ), èëè t = t−1
t
, îòêóäà t2− t+1 = 0 � íåò ðåøåíèé. Èòàê, â íàáîðå ìîæåò

áûòü ìåíüøå 6 ÷èñåë, òîëüêî åñëè ýòî íàáîð −1, 2, 1/2.
Èòàê, âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, êðîìå 0 è 1, ðàçáèëèñü íà øåñò¼ðêè è îäíó òðîéêó, íàáðàòü èç

êîòîðûõ 1000 ÷èñåë íå ïîëó÷èòñÿ.
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Âàðèàíò II

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷èñëî 42n + 2n+3 − 2n+1 äåëèòñÿ íà 7.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 42n + 2n+3 − 2n+1 = (14 + 2)n + 6 · 2n. Âîñïîëüçóåìñÿ áèíîìîì Íüþòîíà è
ñãðóïïèðóåì âñå ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ åñòü 14: (14 + 2)n + 6 · 2n = 14A + 2n + 6 · 2n = 14A + 7 · 2n.
Ïîñêîëüêó êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 7, òî è âñå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7.

Êîììåíòàðèé. Òî æå ñàìîå ðåøåíèå ìîæíî èçëîæèòü íà ÿçûêå ñðàâíåíèé:

42n + 2n+3 − 2n+1 = 16n + 6 · 2n ≡ 2n + 6 · 2n = 7 · 2n ≡ 0 (mod 7).

Äðóãîå ðåøåíèå. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå çàäà÷è äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà. Åñëè n = 0, òî 42n + 2n+3 − 2n+1 = 40 + 23 − 21 = 7 � äåëèòñÿ íà 11.
Ïåðåõîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n = k ÷èñëî 42n+2n+3−2n+1 = 42k+6 ·2k äåëèòñÿ íà 7, è äîêàæåì,

÷òî ïðè n = k + 1 ÷èñëî 42n + 2n+3 − 2n+1 = 42k+2 + 6 · 2k+1 òàêæå äåëèòñÿ íà 7.
Çàìåòèì, ÷òî

42k+2 + 6 · 2k+1 = 2 · (42k + 6 · 2k) + 14 · 42k.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè äåëèòñÿ íà 7 ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, à âòîðîå � ïîòîìó ÷òî
ñîäåðæèò ìíîæèòåëü 14. Çíà÷èò, è âñÿ ñóììà äåëèòñÿ íà 7. Ïåðåõîä äîêàçàí.

Çàäà÷à 2. Ãðóïïà àâàíòþðèñòîâ ïîêàçûâàåò ñâîþ äîáû÷ó. Èçâåñòíî, ÷òî ðîâíî ó 5 àâàíòþðèñòîâ
åñòü ðóáèíû; ðîâíî ó 11 � èçóìðóäû; ðîâíî ó 10 � ñàïôèðû; ðîâíî ó 6 � áðèëëèàíòû. Êðîìå òîãî,
èçâåñòíî, ÷òî

• åñëè ó àâàíòþðèñòà åñòü áðèëëèàíòû, òî ó íåãî åñòü èëè èçóìðóäû, èëè ñàïôèðû (íî íå òî è
äðóãîå îäíîâðåìåííî);

• åñëè ó àâàíòþðèñòà åñòü èçóìðóäû, òî ó íåãî åñòü èëè ðóáèíû, èëè áðèëëèàíòû (íî íå òî è
äðóãîå îäíîâðåìåííî).

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî àâàíòþðèñòîâ ìîæåò áûòü â òàêîé ãðóïïå?

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü èçóìðóäû, ðàâíÿåòñÿ ñóììàðíîìó
êîëè÷åñòâó àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü ðóáèíû èëè áðèëëèàíû. Òîãäà èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò,
÷òî ó 5 àâàíòþðèñòîâ åñòü ðóáèíû è èçóìðóäû, à ó 6 � èçóìðóäû è áðèëëèàíòû. Ò.å. ó êàæäîãî
àâàíòþðèñòà, ó êîòîðîãî åñòü áðèëëèàíòû, îáÿçàòåëüíî åñòü èçóìðóäû. Òîãäà, èç ïåðâîãî óñëîâèÿ,
íå ìîæåò áûòü àâàíòþðèñòà, ó êîòîðîãî åñòü è ñàïôèðû, è áðèëëèàíòû. Çíà÷èò, àâàíòþðèñòîâ êàê
ìèíèìóì 10 + 6 = 16.
Ñòîëüêî àâàíòþðèñòîâ è ïðàâäà ìîæåò áûòü: ïóñòü ó íàñ åñòü 6 àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü

èçóìðóäû è áðèëëèàíòû, 5 àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü ðóáèíû, èçóìðóäû è ñàïôèðû, à òàêæå
5 àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü òîëüêî ñàïôèðû. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîò ïðèìåð ïîäõîäèò ïîä
âñå óñëîâèÿ.

Çàäà÷à 3. Áðèãàäà îçåëåíèòåëåé òðóäèëàñü íà áîëüøîì è ìàëîì ôóòáîëüíûõ ïîëÿõ, ïðè÷åì ïëî-
ùàäü áîëüøîãî ïîëÿ â 2 ðàçà áîëüøå ïëîùàäè ìàëîãî ïîëÿ. Â òîé ÷àñòè áðèãàäû, êîòîðàÿ òðóäèëàñü
íà áîëüøîì ïîëå, áûëî íà 6 ðàáî÷èõ áîëüøå, ÷åì â òîé ÷àñòè, êîòîðàÿ òðóäèëàñü íà ìàëîì ïîëå.
Êîãäà îçåëåíåíèå áîëüøîãî ïîëÿ çàêîí÷èëîñü, ÷àñòü áðèãàäû, êîòîðàÿ áûëà íà ìàëîì ïîëå, åùå
ðàáîòàëà. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàáî÷èõ ìîãëî áûòü â áðèãàäå?

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ðàáî÷èõ íà ìåíüøåì ïîëå êàê n, òîãäà èõ êîëè÷åñòâî íà áîëüøåì ïîëå
ðàâíî n + 6, à âñåãî â áðèãàäå 2n + 6 ÷åëîâåê. Â óñëîâèè çàäà÷è ¾ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàåòñÿ¿, ÷òî
ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàæäîãî ðàáî÷åãî îäèíàêîâàÿ, îáîçíà÷èì åå a. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòè êàæäîé ÷àñòè áðèãàä ðàâíû an è a(n+6). Åñëè ïëîùàäü ìàëîãî ïîëÿ S, òî ïëîùàäü áîëüøîãî
ðàâíà 2S. Âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà âûïîëíåíèå âñåé ðàáîòû êàæäîé èç áðèãàä, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíî S

an

è 2S
a(n+6)

. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è S
an
> 2S

a(n+6)
. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ïåðåìåííûõ, ýòî íåðàâåíñòâî
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ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó n+ 6 > 2n, èëè n < 6. Ïîýòîìó n 6 5, à 2n+ 6 6 16. Cèòóàöèÿ ðàâåíñòâà,
î÷åâèäíî, âîçìîæíà: äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå S è a.

Çàäà÷à 4. Òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíàìè

AB = 8 è AC = 5. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû BC, åñëè äëèíà âåêòîðà
−→
OA+ 3

−−→
OB − 4

−→
OC ðàâíà 10.

Îòâåò: 4.

Îòâåò: Îáîçíà÷èì ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åðåçR. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x, y, z ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî:(

x
−→
OA+ y

−−→
OB + z

−→
OC
)2

=

= x2OA2 + y2OB2 + z2OC2 + 2xy
(−→
OA ·

−−→
OB
)
+ 2yz

(−−→
OB ·

−→
OC
)
+ 2xz

(−→
OA ·

−→
OC
)
=

= (x2 + y2 + z2)R2 + xy(OA2 +OB2 − AB2) + yz(OB2 +OC2 −BC2) + xz(OA2 +OC2 − AC2) =

= (x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz)R2 − xyAB2 − yzBC2 − xzAC2 =

= (x+ y + z)2R2 − xyAB2 − yzBC2 − xzAC2.

Òîãäà ïðè x = 1, y = 3, z = −4 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî 102 = 0 · R2 − 3AB2 + 12BC2 + 4AC2, îòêóäà
BC2 = 1

12
(100 + 3AB2 − 4AC2) = 16, ò.å. BC = 4.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
a+ c = −4
ac+ b+ d = 6
ad+ bc = −5
bd = 2

.

Îòâåò: (−3, 2,−1, 1) è (−1, 1,−3, 2)
Ðåøåíèå. Ïóñòü x2+ax+b è x2+cx+d � äâà êâàäðàòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíà, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ �
èñêîìûå êîðíè äàííîé ñèñòåìû. Òîãäà

(x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d) = x4 + (a+ c)x3 + (ac+ b+ d)x2 + (ad+ bc)x+ bd = x4 − 4x3 + 6x2 − 5x+ 2.

Ìåòîäîì ïîäáîðà íàõîäèì, ÷òî ÷èñëà 1 è −3 � êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, îòêóäà

x4 − 4x3 + 6x2 − 5x+ 2 = (x2 − 3x+ 2)(x2 − x+ 1).

Òàê êàê x2 − x+ 1 íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, òî îí íå ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè, ïîýòîìó òîæäåñòâî

(x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d) = (x2 − 3x+ 2)(x2 − x+ 1)

âîçìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ:{
x2 + ax+ b = x2 − 3x+ 2
x2 + cx+ d = x2 − x+ 1

èëè

{
x2 + ax+ b = x2 − x+ 1
x2 + cx+ d = x2 − 3x+ 2

òîãäà â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì a = −3, b = 2, c = −1, d = 1, à âî âòîðîì a = −1, b = 1, c = −3,
d = 2.

Çàäà÷à 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå arcsin x
√
35

4
√
13

+ arcsin x
√
35

3
√
13

= arcsin x
√
35

2
√
13
.

Îòâåò: 0, ±13
12
.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà âûòåêàåò, ÷òî

|x| 6 2
√
13√
35

.
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Âû÷èñëÿÿ ñèíóñ îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî cos arcsin > 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

sin arcsinA = A, cos arcsinA =
√
1− A2,

ïîëó÷àåì

x
√
35

4
√
13

√
1− 35x2

9 · 13
+
x
√
35

3
√
13

√
1− 35x2

16 · 13
=
x
√
35

2
√
13
.

Ïåðåíîñÿ âñå â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, óïðîùàÿ è âûíîñÿ îáùèì ìíîæèòåëü çà ñêîáêè, èìååì

x
√
35

12 · 13

(√
117− 35x2 +

√
208− 35x2 − 6

√
13
)
= 0.

Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åñòü x = 0, à îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè óðàâíåíèÿ √

117− 35x2 +
√
208− 35x2 = 6

√
13.

Èç óñëîâèÿ íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà ñëåäóåò, ÷òî âñå ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ ïîëîæèòåëü-
íû. Ïîñêîëüêó îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíû, òî èõ ìîæíî âîçâåñòè â êâàäðàò

117− 35x2 + 2
√

(117− 35x2)(208− 35x2) + 208− 35x2 = 468.

Ïåðåíîñÿ âñå êðîìå êîðíÿ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, èìååì

2
√

(117− 35x2)(208− 35x2) = 70x2 + 143.

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò åùå ðàç, ïîëó÷àåì

4(117− 35x2)(208− 35x2) = 4900x4 + 20020x2 + 20449

èëè
65520x2 = 76895.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò åùå äâà êîðíÿ x = ±13

12
.

Ïðîâåðêà. Ïðîâåðÿåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ëåæèò â
ïðîìåæóòêå [−π/2, π/2]. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåì êîñèíóñ ëåâîé ÷àñòè

cos

(
arcsin

x
√
35

4
√
13

+ arcsin
x
√
35

3
√
13

)
=

√(
1− 35x2

16 · 13

)(
1− 35x2

9 · 13

)
− 35x2

12 · 13
=

=

√(
1− 35 · 13

16 · 144

)(
1− 35 · 13

9 · 144

)
− 35 · 13

12 · 144
=

43 · 29
1728

− 455

1728
> 0.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå êîñèíóñà ïîëîæèòåëüíî, òî âñå íàéäåííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäàíèÿ.

Çàäà÷à 7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

a log23 x− (2a+ 3) log3 x+ 6 = 0

èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ â òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì äðóãîé?

Îòâåò: 1, 3.

Ðåøåíèå. Ïóñòü t = log3 x, òîãäà óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä at
2−(2a+3)t+6 = 0 èëè t2−2a+ 3

a
t+

6

a
=

0(a 6= 0). Çàìåòèì, ÷òî 2 · 3
a
=

6

a
, 2 +

3

a
=

2a+ 3

a
, îòêóäà ïî òåîðåìå, îáðàòíîé òåîðåìå Âèåòà, êîðíè

ýòîãî óðàâíåíèÿ � 2 è
3

a
. Äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó: log3 x = 2 èëè log3 x =

3

a
, ò.å. èëè x = 9, èëè

x = 3
3
a . Ïîëó÷àåì äâà ñëó÷àÿ: 3 · 9 = 3

3
a èëè 9 = 3 · 3

3
a Â ïåðâîì ñëó÷àå a = 1, âî âòîðîì � a = 3.
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Çàäà÷à 8. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà AB = 40. Öåíòð I âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè
äåëèò áèññåêòðèñó AL â îòíîøåíèè 5 : 3, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Íàéäèòå ðàäèóñ îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè, åñëè ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè ðàâåí 15.

Îòâåò: 85/2 = 42,5.

Ðåøåíèå. Çàìåòèâ, ÷òî BI � áèññåêòðèñà, â òðåóãîëüíèêå ALB, â ñèëó ñâîéñòâà áèññåêòðèñû òðå-
óãîëüíèêà èìååì: AB : BL = AI : IL = 5 : 3, îòêóäà BL = 3AB/5 = 24.
Äàëåå, AB · BL · sin∠B = 2S4ABL = 2S4AIB + 2S4BIL = AB · r + BL · r = (AB + BL) · r, ãäå r �

ðàäèóñ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, 40 · 24 · sin∠B = (40 + 24) · 15,
ò.å. sin∠B = 1, ∠B = 90◦.
Â ñèëó ñâîéñòâà áèññåêòðèñû CI òðåóãîëüíèêà ALC èìååì AC : CL = AI : IL = 5 : 3. Ïîëàãàÿ

CL = 3x, èìååì AC = 5x. Â ñèëó òåîðåìû Ïèôàãîðà: AB2+BC2 = AC2, ò.å. 402+(24+3x)2 = (5x)2,
îòêóäà x = 17, à R = AC/2 = 5x/2 = 85/2.

Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå òðîåê öåëûõ ÷èñåë è ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ öåëûõ ÷èñåë a, b, c è n âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
f(na, nb, nc) = n·f(a, b, c), f(a+n, b+n, c+n) = f(a, b, c)+n, f(a, b, c) = f(c, b, a). Íàéäèòå f(24, 25, 26).

Îòâåò: 25.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî f(−1, 0, 1) = f(1, 0,−1) = (−1) · f(−1, 0, 1), îòêóäà f(−1, 0, 1) = 0. Òîãäà
f(24, 25, 26) = f(−1, 0, 1) + 25 = 25.

Êîììåíòàðèé. Îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ f íåëüçÿ. Íàïðèìåð, ïîäõîäÿò ôóíêöèè f(a, b, c) =
= (a+ b+ c)/3, f(a, b, c) = b è f(a, b, c) = ìåäèàíà ÷èñåë {a, b, c}.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ñîäåðæàùåå 0 è 1. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
a ∈ A, òî 1

a
∈ A è 1

1−a ∈ A. Ìîæåò ëè â A áûòü ðîâíî 1000 ýëåìåíòîâ?

Îòâåò: Íåò, íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì íà ÷èñëà
{
t, 1

t
, 1− t, 1

1−t ,
t
t−1 ,

t−1
t

}
. Ïóñòü α : x 7→ 1

x
, β : x 7→ 1

1−x . Çàìåòèì, ÷òî

îòîáðàæåíèå α ïåðåâîäèò ÷èñëà t, 1
t
, 1− t, 1

1−t ,
t
t−1 ,

t−1
t
â ÷èñëà 1

t
, t, 1

1−t , 1− t,
t−1
t
, t
t−1 ñîîòâåòñòâåííî,

à îòîáðàæåíèå β � â ÷èñëà 1
1−t ,

t
t−1 ,

1
t
, t−1

t
, 1− t, t ñîîòâåòñòâåííî.

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî

t−→
β

1

1− t
−→
β

t− 1

t
−→
α

t

t− 1
−→
β

1− t−→
β

1

t
.

Ïîýòîìó, åñëè t ∈ B, òî êàæäîå èç ÷èñåë t, 1
t
, 1 − t, 1

1−t ,
t
t−1 ,

t−1
t

ëåæèò â B, ïðè÷¼ì ýòîò íàáîð
ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïîä äåéñòâèåì α è β.
Ìîæåò ëè â ýòîì íàáîðå áûòü ìåíüøå 6 ÷èñåë? Äà, åñëè íåêîòîðûå ñîâïàäàþò. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ðàâíî t. Òîãäà èëè t = 1
t
, îòêóäà t = −1 (ò.ê. t 6= 1 ïî óñëîâèþ),

èëè t = 1 − t, îòêóäà t = 1/2, èëè t = 1
1−t , îòêóäà t

2 − t + 1 = 0 � íåò ðåøåíèé, èëè t = t
t−1 , îòêóäà

t = 2 (ò.ê. t 6= 0 ïî óñëîâèþ), èëè t = t−1
t
, îòêóäà t2− t+1 = 0 � íåò ðåøåíèé. Èòàê, â íàáîðå ìîæåò

áûòü ìåíüøå 6 ÷èñåë, òîëüêî åñëè ýòî íàáîð −1, 2, 1/2.
Èòàê, âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, êðîìå 0 è 1, ðàçáèëèñü íà øåñò¼ðêè è îäíó òðîéêó, íàáðàòü èç

êîòîðûõ 1000 ÷èñåë íå ïîëó÷èòñÿ.
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Âàðèàíò III

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷èñëî 72n + 10n+1 + 2 · 10n äåëèòñÿ íà
13.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 72n+10n+1+2 · 10n = (39+10)n+12 · 10n. Âîñïîëüçóåìñÿ áèíîìîì Íüþòîíà
è ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ åñòü 39: (39+10)n+12 ·10n = 39A+10n+12 ·10n = 39A+13 ·10n.
Ïîñêîëüêó êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 13, âñ¼ ÷èñëî äåëèòñÿ íà 13.

Êîììåíòàðèé. Òî æå ñàìîå ðåøåíèå ìîæíî èçëîæèòü íà ÿçûêå ñðàâíåíèé:

72n + 10n+1 + 2 · 10n = 49n + 12 · 10n ≡ 10n + 12 · 10n = 13 · 10n ≡ 0( mod 13).

Äðóãîå ðåøåíèå. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå çàäà÷è äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà. Åñëè n = 0, 72n + 10n+1 + 2 · 10n = 13 � äåëèòñÿ íà 13.
Ïåðåõîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n = k ÷èñëî 72n + 10n+1 + 2 · 10n = 72k + 12 · 10k äåëèòñÿ íà 13.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè n = k + 1 ÷èñëî 72n + 10n+1 + 2 · 10n = 72k+2 + 12 · 10k+1 òàêæå äåëèòñÿ íà 13.
Çàìåòèì, ÷òî

72k+2 + 12 · 10k+1 = 39 · 72k + 10 · (72k + 12 · 10k).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 13, òàê êàê äåëèòñÿ íà 39, à âòîðîå äåëèòñÿ íà 13 ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ñóììà äåëèòñÿ íà 13.

Çàäà÷à 2. Ãðóïïà àâàíòþðèñòîâ ïîêàçûâàåò ñâîþ äîáû÷ó. Èçâåñòíî, ÷òî ðîâíî ó 4 àâàíòþðèñòîâ
åñòü ðóáèíû; ðîâíî ó 10 � èçóìðóäû; ðîâíî ó 6 � ñàïôèðû; ðîâíî ó 14 � áðèëëèàíòû. Êðîìå òîãî,
èçâåñòíî, ÷òî

• åñëè ó àâàíòþðèñòà åñòü ðóáèíû, òî ó íåãî åñòü èëè èçóìðóäû, èëè áðèëëèàíòû (íî íå òî è
äðóãîå îäíîâðåìåííî);

• åñëè ó àâàíòþðèñòà åñòü èçóìðóäû, òî ó íåãî åñòü èëè ðóáèíû, èëè ñàïôèðû (íî íå òî è äðóãîå
îäíîâðåìåííî).

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî àâàíòþðèñòîâ ìîæåò áûòü â òàêîé ãðóïïå?

Îòâåò: 18.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü èçóìðóäû, ðàâíÿåòñÿ ñóììàðíîìó
êîëè÷åñòâó àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü ðóáèíû èëè ñàïôèðû. Òîãäà èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò,
÷òî ó 4 àâàíòþðèñòîâ åñòü ðóáèíû è èçóìðóäû, à ó 6 � èçóìðóäû è ñàïôèðû. Ò.å. ó êàæäîãî àâàí-
òþðèñòà, ó êîòîðîãî åñòü ðóáèíû, îáÿçàòåëüíî åñòü èçóìðóäû. Òîãäà, èç ïåðâîãî óñëîâèÿ, íå ìîæåò
áûòü àâàíòþðèñòà, ó êîòîðîãî åñòü è ðóáèíû, è áðèëëèàíòû. Çíà÷èò, àâàíòþðèñòîâ êàê ìèíèìóì
4 + 14 = 18.
Ñòîëüêî àâàíòþðèñòîâ è ïðàâäà ìîæåò áûòü: ïóñòü ó íàñ åñòü 4 àâàíòþðèñòà, ó êîòîðûõ åñòü

èçóìðóäû è ðóáèíû, 6 àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü áðèëëèàíòû, èçóìðóäû è ñàïôèðû, à òàêæå
10 àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü òîëüêî ñàïôèðû. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîò ïðèìåð ïîäõîäèò ïîä
âñå óñëîâèÿ.

Çàäà÷à 3. Áðèãàäà ðàáî÷èõ ñòåëèëà ëèíîëåóì íà ñêëàäå ìàãàçèíà è â êàññîâîì çàëå, ïðè÷åì ïëîùàäü
ñêëàäà â 3 ðàçà áîëüøå ïëîùàäè êàññîâîãî çàëà. Â òîé ÷àñòè áðèãàäû, êîòîðàÿ ðàáîòàëà íà ñêëàäå,
áûëî íà 5 ðàáî÷èõ áîëüøå, ÷åì â òîé ÷àñòè, êîòîðàÿ ðàáîòàëà â êàññîâîì çàëå. Êîãäà ðàáîòà íà ñêëàäå
áûëà çàêîí÷åíà, ÷àñòü áðèãàäû, êîòîðàÿ ðàáîòàëà â êàññîâîì çàëå, åùå ðàáîòàëà. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ðàáî÷èõ ìîãëî áûòü â áðèãàäå?

Îòâåò: 9.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ðàáî÷èõ â êàññîâîì çàëå êàê n, òîãäà èõ êîëè÷åñòâî íà ñêëàäå ðàâíî
n + 5, à âñåãî â áðèãàäå 2n + 5 ÷åëîâåê. Â óñëîâèè çàäà÷è ¾ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàåòñÿ¿, ÷òî ïðîèç-
âîäèòåëüíîñòü êàæäîãî ðàáî÷åãî îäèíàêîâàÿ, îáîçíà÷èì åå a. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
êàæäîé ÷àñòè áðèãàä ðàâíû an è a(n+5). Åñëè ïëîùàäü êàññîâîãî çàëà S, òî ïëîùàäü ñêëàäà ðàâíà
3S. Âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà âûïîëíåíèå âñåé ðàáîòû êàæäîé èç áðèãàä, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíî S

an
è
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3S
a(n+5)

. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è S
an

> 3S
a(n+5)

. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ïåðåìåííûõ, ýòî íåðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó n+ 5 > 3n, èëè 2n < 5. Ïîýòîìó n 6 2, à 2n+ 5 6 9. Cèòóàöèÿ ðàâåíñòâà,
î÷åâèäíî, âîçìîæíà: äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå S è a.

Çàäà÷à 4. Òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíàìè

BC = 5 è AB = 4. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû AC, åñëè äëèíà âåêòîðà 3
−→
OA− 4

−−→
OB +

−→
OC ðàâíà 10.

Îòâåò: 8.

Îòâåò: Îáîçíà÷èì ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åðåçR. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x, y, z ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî:(

x
−→
OA+ y

−−→
OB + z

−→
OC
)2

=

= x2OA2 + y2OB2 + z2OC2 + 2xy
(−→
OA ·

−−→
OB
)
+ 2yz

(−−→
OB ·

−→
OC
)
+ 2xz

(−→
OA ·

−→
OC
)
=

= (x2 + y2 + z2)R2 + xy(OA2 +OB2 − AB2) + yz(OB2 +OC2 −BC2) + xz(OA2 +OC2 − AC2) =

= (x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz)R2 − xyAB2 − yzBC2 − xzAC2 =

= (x+ y + z)2R2 − xyAB2 − yzBC2 − xzAC2.

Òîãäà ïðè x = 3, y = −4, z = 1 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî 102 = 0 · R2 + 12AB2 + 4BC2 − 3AC2, îòêóäà
AC2 = 1

3
(12AC2 + 4BC2 − 100) = 64, ò.å. AC = 8.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
a+ c = −7
ac+ b+ d = 18
ad+ bc = −22
bd = 12

.

Îòâåò: (−5, 6,−2, 2) è (−2, 2,−5, 6)
Ðåøåíèå. Ïóñòü x2+ax+b è x2+cx+d � äâà êâàäðàòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíà, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ �
èñêîìûå êîðíè äàííîé ñèñòåìû. Òîãäà

(x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d) = x4 +(a+ c)x3 +(ac+ b+ d)x2 +(ad+ bc)x+ bd = x4− 7x3 +18x2− 22x+12.

Ìåòîäîì ïîäáîðà íàõîäèì, ÷òî ÷èñëà 2 è 3 � êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, îòêóäà

x4 − 7x3 + 18x2 − 22x+ 12 = (x2 − 5x+ 6)(x2 − 2x+ 2).

Òàê êàê x2− 2x+2 íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, òî îí íå ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè, ïîýòîìó òîæäåñòâî

(x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d) = (x2 − 5x+ 6)(x2 − 2x+ 2)

âîçìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ:{
x2 + ax+ b = x2 − 5x+ 6
x2 + cx+ d = x2 − 2x+ 2

èëè

{
x2 + ax+ b = x2 − 2x+ 2
x2 + cx+ d = x2 − 5x+ 6

òîãäà â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì a = −5, b = 6, c = −2, d = 2, à âî âòîðîì � a = −2, b = 2, c = −5,
d = 6.

Çàäà÷à 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå arcsin 2x√
15

+ arcsin 3x√
15

= arcsin 4x√
15
.

Îòâåò: 0, ±15
16
.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà âûòåêàåò, ÷òî

|x| 6
√
15

4
.
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Âû÷èñëÿÿ ñèíóñ îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî cos arcsin > 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

sin arcsinA = A, cos arcsinA =
√
1− A2,

ïîëó÷àåì

2x√
15

√
1− 9x2

15
+

3x√
15

√
1− 4x2

15
=

4x√
15
.

Ïåðåíîñÿ âñå â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, óïðîùàÿ è âûíîñÿ îáùèì ìíîæèòåëü çà ñêîáêè, èìååì

x

15

(
2
√
15− 9x2 + 3

√
15− 4x2 − 4

√
15
)
= 0.

Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åñòü x = 0, à îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

2
√
15− 9x2 + 3

√
15− 4x2 = 4

√
15.

Èç óñëîâèÿ íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà ñëåäóåò, ÷òî âñå ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ ïîëîæèòåëü-
íû. Ïîñêîëüêó îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíû, òî èõ ìîæíî âîçâåñòè â êâàäðàò

4(15− 9x2) + 12
√

(15− 4x2)(15− 9x2) + 9(15− 4x2) = 240.

Ïåðåíîñÿ âñå êðîìå êîðíÿ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, èìååì

12
√
(15− 4x2)(15− 9x2) = 72x2 + 45.

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò åùå ðàç, ïîëó÷àåì

144(15− 4x2)(15− 9x2) = 5184x4 + 6480x2 + 2025

èëè
256x2 = 225.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò åùå äâà êîðíÿ x = ±15

16
.

Ïðîâåðêà. Ïðîâåðÿåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ëåæèò â
ïðîìåæóòêå [−π/2, π/2]. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåì êîñèíóñ ëåâîé ÷àñòè

cos

(
arcsin

2x√
15

+ arcsin
3x√
15

)
=

√(
1− 4x2

15

)(
1− 9x2

15

)
− 6x2

15
=

=

√(
1− 60

256

)(
1− 135

256

)
− 90

256
=

14 · 11
256

− 90

256
> 0.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå êîñèíóñà ïîëîæèòåëüíî, òî âñå íàéäåííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäàíèÿ.

Çàäà÷à 7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

log24 x+ (a− 4) log4 x+ a− 5 = 0

èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå, ÷åì äðóãîé?

Îòâåò: 7, 5.

Ðåøåíèå. Ïóñòü t = log4 x, òîãäà óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä t
2 + (a − 4)t + a − 5 = 0. Çàìåòèì, ÷òî

(−1) · 5 − a = a − 5, −1 + (5 − a) = 4 − a, îòêóäà ïî òåîðåìå, îáðàòíîé òåîðåìå Âèåòà, êîðíè ýòîãî
óðàâíåíèÿ � −1 è 5− a. Äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó: log4 x = −1 èëè log4 x = 5− a, ò.å. èëè x = 1

4
, èëè

x = 45−a. Ïîëó÷àåì äâà ñëó÷àÿ: 1
4
= 4 · 45−a èëè 4 · 1

4
= 45−a. Â ïåðâîì ñëó÷àå a = 7, âî âòîðîì �

a = 5.
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Çàäà÷à 8. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà BC = 35. Öåíòð I âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè
äåëèò áèññåêòðèñó AL â îòíîøåíèè 5 : 2, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû AB, åñëè
ðàäèóñ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè ðàâåí 10.

Îòâåò: AB = 5
12
(105± 2

√
105).

Ðåøåíèå. Ïóñòü AH � âûñîòà òðåóãîëüíèêà, IS � ïåðïåíäèêóëÿð èç I íà ïðÿìóþ BC. Ò.ê. I �
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, IS = 10. Â ñèëó ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ALH è ILS, AH : IS =
AL : IL, îòêóäà AH = IS · AI+IL

IL
= 10 ·

(
5
2
+ 1
)
= 35. Òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíÿåòñÿ

1
2
AH ·BC = 352

2
.

Äàëåå, ïîñêîëüêó BI � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABL, òî AB : BL = AI : IL = 5 : 2, àíàëîãè÷íî
AC : LC = 5 : 2. Ïóñòü AB = 5x, òîãäà BL = 2x, CL = 35 − 2x, AC = 175/2 − 5x. Òîãäà ïåðèìåòð
òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 35 + 5x+ (175/2− 5x) = 245/2
Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà:

S2 = p(p− AB)(p− AC)(p−BC),
ãäå p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà. Ïîäñòàâëÿåì:

354

4
=

245

4

(
245

4
− 5x

)(
245

4
−
(
175

2
− 5x

))(
245

4
− 35

)
,

êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 105±2
√
105

12
, AB = 5

12
(105± 2

√
105).

Êîììåíòàðèé. Òàêîé ñòðàøíûé îòâåò è îòëè÷èå ñïîñîáà ðåøåíèÿ â ýòîì âàðèàíòå îò îñòàëü-
íûõ äðóãèõ � ñëåäñòâèå îïå÷àòêè. Â ïðàâèëüíîé ôîðìóëèðîâêå äîëæíà áûëà áûòü áèññåêòðèñà BL
âìåñòî áèññåêòðèñû AL.

Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ G îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå òðîåê öåëûõ ÷èñåë è ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ öåëûõ ÷èñåë a, b, c è n âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
G(na, nb, nc) = n · G(a, b, c), G(a + n, b + n, c + n) = G(a, b, c) + n, G(a, b, c) = G(c, b, a). Íàéäèòå
G(89, 90, 91).

Îòâåò: 90.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî G(−1, 0, 1) = G(1, 0,−1) = (−1) · G(−1, 0, 1), îòêóäà G(−1, 0, 1) = 0. Òîãäà
G(89, 90, 91) = G(−1, 0, 1) + 90 = 90.

Êîììåíòàðèé. Îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ôóíêöèþG íåëüçÿ. Íàïðèìåð, ïîäõîäÿò ôóíêöèèG(a, b, c) =
= (a+ b+ c)/3, G(a, b, c) = b è G(a, b, c) = ìåäèàíà ÷èñåë {a, b, c}.
Çàäà÷à 10. Ïóñòü D � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ñîäåðæàùåå 0 è 1. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
d ∈ D, òî 1− 1

d
∈ D è 1− d ∈ D. Ìîæåò ëè â D áûòü ðîâíî 1000 ýëåìåíòîâ?

Îòâåò: Íåò, íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì íà ÷èñëà
{
t, 1

t
, 1− t, 1

1−t ,
t
t−1 ,

t−1
t

}
. Ïóñòü α : x 7→ 1 − 1

x
= x−1

x
, β : x 7→ 1 − x.

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå α ïåðåâîäèò ÷èñëà t, 1
t
, 1− t, 1

1−t ,
t
t−1 ,

t−1
t
â ÷èñëà t−1

t
, 1− t, t

t−1 , t,
1
t
, 1

1−t
ñîîòâåòñòâåííî, à îòîáðàæåíèå β � â ÷èñëà 1− t, t−1

t
, t, t

t−1 ,
1

1−t ,
1
t
ñîîòâåòñòâåííî.

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî

t−→
α

t− 1

t
−→
α

1

1− t
−→
β

t

t− 1
−→
α

1

t
−→
α

1− t.

Ïîýòîìó, åñëè t ∈ B, òî êàæäîå èç ÷èñåë t, 1
t
, 1 − t, 1

1−t ,
t
t−1 ,

t−1
t

ëåæèò â B, ïðè÷¼ì ýòîò íàáîð
ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïîä äåéñòâèåì α è β.
Ìîæåò ëè â ýòîì íàáîðå áûòü ìåíüøå 6 ÷èñåë? Äà, åñëè íåêîòîðûå ñîâïàäàþò. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ðàâíî t. Òîãäà èëè t = 1
t
, îòêóäà t = −1 (ò.ê. t 6= 1 ïî óñëîâèþ),

èëè t = 1 − t, îòêóäà t = 1/2, èëè t = 1
1−t , îòêóäà t

2 − t + 1 = 0 � íåò ðåøåíèé, èëè t = t
t−1 , îòêóäà

t = 2 (ò.ê. t 6= 0 ïî óñëîâèþ), èëè t = t−1
t
, îòêóäà t2− t+1 = 0 � íåò ðåøåíèé. Èòàê, â íàáîðå ìîæåò

áûòü ìåíüøå 6 ÷èñåë, òîëüêî åñëè ýòî íàáîð −1, 2, 1/2.
Èòàê, âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, êðîìå 0 è 1, ðàçáèëèñü íà øåñò¼ðêè è îäíó òðîéêó, íàáðàòü èç

êîòîðûõ 1000 ÷èñåë íå ïîëó÷èòñÿ.
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Âàðèàíò IV

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷èñëî 62n + 2n+2 + 12 · 2n äåëèòñÿ íà
17.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 62n + 2n+2 + 12 · 2n = (34 + 2)n + 16 · 2n. Âîñïîëüçóåìñÿ áèíîìîì Íüþòîíà è
ñãðóïïèðóåì âñå ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ åñòü 34: (34 + 2)n + 16 · 2n = 34A+ 2n + 16 · 2n = 34A+ 17 · 2n.
Ïîñêîëüêó êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 17, òî è âñå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 17.

Êîììåíòàðèé. Òî æå ñàìîå ðåøåíèå ìîæíî èçëîæèòü íà ÿçûêå ñðàâíåíèé:

62n + 2n+2 + 12 · 2n = 36n + 16 · 2n ≡ 2n + 16 · 2n = 17 · 2n ≡ 0 (mod 17).

Äðóãîå ðåøåíèå. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå çàäà÷è äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà. Åñëè n = 0, òî 62n + 2n+2 + 12 · 2n = 60 + 22 + 12 · 20 = 17 � äåëèòñÿ íà 17.
Ïåðåõîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n = k ÷èñëî 62n + 2n+2 + 12 · 2n = 62k + 16 · 2k äåëèòñÿ íà 17, è

äîêàæåì, ÷òî ïðè n = k + 1 ÷èñëî 62n + 2n+2 + 12 · 2n = 62k+2 + 12 · 3k+1 òàêæå äåëèòñÿ íà 17.
Çàìåòèì, ÷òî

62k+2 + 16 · 2k+1 = 2 · (62k + 16 · 2k) + 34 · 62k.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè äåëèòñÿ íà 17 ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, à âòîðîå � ïîòîìó ÷òî
ñîäåðæèò ìíîæèòåëü 34. Çíà÷èò, è âñÿ ñóììà äåëèòñÿ íà 17. Ïåðåõîä äîêàçàí.

Çàäà÷à 2. Ãðóïïà àâàíòþðèñòîâ ïîêàçûâàåò ñâîþ äîáû÷ó. Èçâåñòíî, ÷òî ðîâíî ó 9 àâàíòþðèñòîâ
åñòü ðóáèíû; ðîâíî ó 8 � èçóìðóäû; ðîâíî ó 2 � ñàïôèðû; ðîâíî ó 11 � áðèëëèàíòû. Êðîìå òîãî,
èçâåñòíî, ÷òî

• åñëè ó àâàíòþðèñòà åñòü áðèëëèàíòû, òî ó íåãî åñòü èëè ðóáèíû, èëè ñàïôèðû (íî íå òî è
äðóãîå îäíîâðåìåííî);

• åñëè ó àâàíòþðèñòà åñòü ðóáèíû, òî ó íåãî åñòü èëè èçóìðóäû, èëè áðèëëèàíòû (íî íå òî è
äðóãîå îäíîâðåìåííî).

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî àâàíòþðèñòîâ ìîæåò áûòü â òàêîé ãðóïïå?

Îòâåò: 17.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü áðèëëèàíòû, ðàâíÿåòñÿ ñóììàð-
íîìó êîëè÷åñòâó àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü ðóáèíû èëè ñàïôèðû. Òîãäà èç ïåðâîãî óñëîâèÿ
ñëåäóåò, ÷òî ó 9 àâàíòþðèñòîâ åñòü ðóáèíû è áðèëëèàíòû, à ó 2 � ñàïôèðû è áðèëëèàíòû. Ò.å.
ó êàæäîãî àâàíòþðèñòà, ó êîòîðîãî åñòü ðóáèíû, îáÿçàòåëüíî åñòü áðèëëèàíòû. Òîãäà, èç âòîðîãî
óñëîâèÿ, íå ìîæåò áûòü àâàíòþðèñòà, ó êîòîðîãî åñòü è ðóáèíû, è èçóìðóäû. Çíà÷èò, àâàíòþðèñòîâ
êàê ìèíèìóì 9 + 8 = 17.
Ñòîëüêî àâàíòþðèñòîâ è ïðàâäà ìîæåò áûòü: ïóñòü ó íàñ åñòü 9 àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü

ðóáèíû è áðèëëèàíòû, 2 àâàíòþðèñòà, ó êîòîðûõ åñòü èçóìðóäû, ñàïôèðû è áðèëëèàíòû, à òàêæå
6 àâàíòþðèñòîâ, ó êîòîðûõ åñòü òîëüêî èçóìðóäû. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîò ïðèìåð ïîäõîäèò ïîä
âñå óñëîâèÿ.

Çàäà÷à 3. Áðèãàäà ëåñîðóáîâ ïèëèëà äåðåâüÿ íà áîëüøîé è ìàëîé äåëÿíêàõ, ïðè÷åì ïëîùàäü ìàëîé
äåëÿíêè â 3 ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè áîëüøîé äåëÿíêè. Â òîé ÷àñòè áðèãàäû, êîòîðàÿ ðàáîòàëà íà
áîëüøîé äåëÿíêå, áûëî íà 8 ëåñîðóáîâ áîëüøå, ÷åì â òîé ÷àñòè, êîòîðàÿ ðàáîòàëà íà ìàëîé äåëÿíêå.
Êîãäà çàãîòîâêà äåðåâüåâ íà áîëüøîé äåëÿíêå çàêîí÷èëàñü, ÷àñòü áðèãàäû, êîòîðàÿ áûëà íà ìàëîé
äåëÿíêå, åùå ðàáîòàëà. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ëåñîðóáîâ ìîãëî áûòü â áðèãàäå?

Îòâåò: 14.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ðàáî÷èõ íà ìåíüøåé äåëÿíêå êàê n, òîãäà èõ êîëè÷åñòâî íà áîëüøîé
äåëÿíêå ðàâíî n+8, à âñåãî â áðèãàäå 2n+8 ÷åëîâåê. Â óñëîâèè çàäà÷è ¾ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàåòñÿ¿,
÷òî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàæäîãî ðàáî÷åãî îäèíàêîâàÿ, îáîçíà÷èì åå a. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè êàæäîé ÷àñòè áðèãàä ðàâíû an è a(n + 8). Åñëè ïëîùàäü ìàëîé äåëÿíêè S, òî ïëîùàäü
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áîëüøîé ðàâíà 3S. Âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà âûïîëíåíèå âñåé ðàáîòû êàæäîé èç áðèãàä, ñîîòâåòñòâåí-
íî ðàâíî S

an
è 3S

a(n+8)
. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è S

an
> 3S

a(n+8)
. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ïåðåìåííûõ, ýòî

íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó n+8 > 3n, èëè n < 4. Ïîýòîìó n 6 3, à 2n+8 6 14. Cèòóàöèÿ
ðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, âîçìîæíà: äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå S è a.

Çàäà÷à 4. Òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíàìè

AB = 5, AC = 8 è BC = 4. Íàéäèòå äëèíó âåêòîðà
−→
OA− 4

−−→
OB + 3

−→
OC.

Îòâåò: 10.

Îòâåò: Îáîçíà÷èì ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åðåçR. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x, y, z ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî:(

x
−→
OA+ y

−−→
OB + z

−→
OC
)2

=

= x2OA2 + y2OB2 + z2OC2 + 2xy
(−→
OA ·

−−→
OB
)
+ 2yz

(−−→
OB ·

−→
OC
)
+ 2xz

(−→
OA ·

−→
OC
)
=

= (x2 + y2 + z2)R2 + xy(OA2 +OB2 − AB2) + yz(OB2 +OC2 −BC2) + xz(OA2 +OC2 − AC2) =

= (x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz)R2 − xyAB2 − yzBC2 − xzAC2 =

= (x+ y + z)2R2 − xyAB2 − yzBC2 − xzAC2.

Òîãäà ïðè x = 1, y = −4, z = 3 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
(−→
OA− 4

−−→
OB + 3

−→
OC
)2

= 0 ·R2+4AB2+12BC2−
3AC2 = 100, ò.å. îòâåò 10.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
a+ c = −1
ac+ b+ d = −1
ad+ bc = −5
bd = 6

.

Îòâåò: (−3, 2, 2, 3) è (2, 3,−3, 2).
Ðåøåíèå. Ïóñòü x2+ax+b è x2+cx+d � äâà êâàäðàòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíà, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ �
èñêîìûå êîðíè äàííîé ñèñòåìû. Òîãäà

(x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d) = x4 + (a+ c)x3 + (ac+ b+ d)x2 + (ad+ bc)x+ bd = x4 − x3 − x2 − 5x+ 6.

Ìåòîäîì ïîäáîðà íàõîäèì, ÷òî ÷èñëà 1 è 2 � êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, îòêóäà

x4 − x3 − x2 − x+ 6 = (x2 − 3x+ 2)(x2 + 2x+ 3).

Òàê êàê x2 +2x+3 íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, òî îí íå ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè, ïîýòîìó òîæäåñòâî

(x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d) = (x2 − 3x+ 2)(x2 + 2x+ 3)

âîçìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ:{
x2 + ax+ b = x2 − 3x+ 2
x2 + cx+ d = x2 + 2x+ 3

èëè

{
x2 + ax+ b = x2 + 2x+ 3
x2 + cx+ d = x2 − 3x+ 2

òîãäà â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì a = −3, b = 2, c = 2, d = 3, à âî âòîðîì � a = 2, b = 3, c = −3, d = 2.

Çàäà÷à 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå arcsin x
√
5

3
+ arcsin x

√
5

6
= arcsin 7x

√
5

18
.

Îòâåò: 0, ±8
7
.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà âûòåêàåò, ÷òî

|x| 6 18

7
√
5
.

14
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Âû÷èñëÿÿ ñèíóñ îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî cos arcsin > 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

sin arcsinA = A, cos arcsinA =
√
1− A2,

ïîëó÷àåì

x
√
5

3

√
1− 5x2

36
+
x
√
5

6

√
1− 5x2

9
=

7x
√
5

18
.

Ïåðåíîñÿ âñå â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, óïðîùàÿ è âûíîñÿ îáùèì ìíîæèòåëü çà ñêîáêè, èìååì

x
√
5

18

(√
36− 5x2 +

√
9− 5x2 − 7

)
= 0.

Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åñòü x = 0, à îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè óðàâíåíèÿ √

36− 5x2 +
√
9− 5x2 = 7.

Èç óñëîâèÿ íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà ñëåäóåò, ÷òî âñå ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ ïîëîæèòåëü-
íû. Ïîñêîëüêó îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíû, òî èõ ìîæíî âîçâåñòè â êâàäðàò

36− 5x2 + 2
√

(36− 5x2)(9− 5x2) + 9− 5x2 = 49.

Ïåðåíîñÿ âñå êðîìå êîðíÿ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, èìååì

2
√
(36− 5x2)(9− 5x2) = 10x2 + 4.

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò åùå ðàç, ïîëó÷àåì

4(36− 5x2)(9− 5x2) = 100x4 + 80x2 + 16

èëè
980x2 = 1280.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò åùå äâà êîðíÿ x = ±8

7
.

Ïðîâåðêà. Ïðîâåðÿåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ëåæèò â
ïðîìåæóòêå [−π/2, π/2]. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåì êîñèíóñ ëåâîé ÷àñòè

cos

(
arcsin

x
√
5

3
+ arcsin

x
√
5

6

)
=

√(
1− 5x2

9

)(
1− 5x2

36

)
− 5x2

18
=

=

√(
1− 5 · 64

9 · 49

)(
1− 5 · 64

36 · 49

)
− 5 · 64

18 · 49
=

11 · 38
800

− 320

882
> 0.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå êîñèíóñà ïîëîæèòåëüíî, òî âñå íàéäåííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäàíèÿ.

Çàäà÷à 7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

a log25 x− (2a+ 5) log5 x+ 10 = 0

èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ â ïÿòü ðàç áîëüøå, ÷åì äðóãîé?

Îòâåò: 5
3
, 5.

Ðåøåíèå. Ïóñòü t = log5 x, òîãäà óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä at2 − (2a + 5)t + 10 = 0. Çàìåòèì, ÷òî
2 · 5

a
= 10

a
, 2 + 5

a
= 2a+5

a
, îòêóäà ïî òåîðåìå, îáðàòíîé òåîðåìå Âèåòà, êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ � 2 è 5

a
.

Äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó: log5 x = 2 èëè log5 x = 5
a
, ò.å. èëè x = 25, èëè x = 5

5
a . Ïîëó÷àåì äâà ñëó÷àÿ:

5 · 25 = 5
5
a èëè 25 = 5 · 5 5

a Â ïåðâîì ñëó÷àå a = 5
3
, âî âòîðîì � a = 5.

15
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Çàäà÷à 8. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà BC = 28. Áèññåêòðèñà BL äåëèòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ
áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà â îòíîøåíèè 4 : 3, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Íàéäèòå ðàäèóñ îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè, åñëè ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè ðàâåí 12.

Îòâåò: 50.

Ðåøåíèå. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè (ò.å. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
áèññåêòðèñ). Çàìåòèâ, ÷òî CI � áèññåêòðèñà, â òðåóãîëüíèêå BLC, â ñèëó ñâîéñòâà áèññåêòðèñû
òðåóãîëüíèêà èìååì: BC : CL = BI : IL = 4 : 3, îòêóäà CL = 3BC/4 = 21.
Äàëåå, BC · CL · sin∠C = 2S4BCL = 2S4BIC + 2S4CIL = BC · r + CL · r = (BC + CL) · r, ãäå r �

ðàäèóñ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, 28 · 21 · sin∠C = (28 + 21) · 12,
ò.å. sin∠C = 1, ∠C = 90◦.
Â ñèëó ñâîéñòâà áèññåêòðèñû AI òðåóãîëüíèêà ALB èìååì BA : AL = BI : IL = 4 : 3. Ïîëàãàÿ

AL = 3x, èìååì AB = 4x. Â ñèëó òåîðåìû Ïèôàãîðà: AC2+BC2 = AB2, ò.å. 282+(21+3x)2 = (4x)2,
îòêóäà x = 25, à R = AB/2 = 4 · 25/2 = 50.

Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ g îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå òðîåê öåëûõ ÷èñåë è ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ öåëûõ ÷èñåë a, b, c è n âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà g(na, nb, nc) =
n · g(a, b, c), g(a+ n, b+ n, c+ n) = g(a, b, c) + n, g(a, b, c) = g(c, b, a). Íàéäèòå g(14, 15, 16).

Îòâåò: 15.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî g(−1, 0, 1) = g(1, 0,−1) = (−1) · g(−1, 0, 1), îòêóäà g(−1, 0, 1) = 0. Òîãäà
g(14, 15, 16) = g(−1, 0, 1) + 15 = 15.

Êîììåíòàðèé. Îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ g íåëüçÿ. Íàïðèìåð, ïîäõîäÿò ôóíêöèè g(a, b, c) =
= (a+ b+ c)/3, g(a, b, c) = b è g(a, b, c) = ìåäèàíà ÷èñåë {a, b, c}.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü C � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ñîäåðæàùåå 0 è 1. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
c ∈ C, òî 1

1−c ∈ C è c
1−c ∈ C. Ìîæåò ëè â C áûòü ðîâíî 1000 ýëåìåíòîâ?

Îòâåò: Íåò, íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî åñëè ÷èñëî t ∈ C, òî è ÷èñëî t
1−nt ∈ C. Åñëè n = 1, òî

óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ. Ïóñòü òåïåðü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ n = k, äîêàæåì åãî äëÿ
n = k + 1. Èòàê, ïóñòü t ∈ C. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè t

1−kt ∈ C. Òîãäà â C ëåæèò è ÷èñëî

t
1−kt

1− t
1−kt

=
t

1− kt− t
=

t

1− (k + 1)t
,

ïåðåõîä äîêàçàí.
Ïîñêîëüêó t, ïî óñëîâèþ, îòëè÷íî îò 0, òî âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ÷èñëà ðàçëè÷íû, à çíà÷èò, ìíîæåñòâî

C áåñêîíå÷íî.

16


