1.1. (6 баллов) Найдите площадь фигуры, которая задана на координатной плоскости системой неравенств: � EMBED Equation.2  ���.


Выражения, входящие в данную систему, имеют смысл, если |x| ( 1 и |y| ( 1. Если x ( 0 и y ( 0, то, с указанными ограничениями, выполняются оба неравенства, в остальных случаях данная система равносильна неравенству x2 + y2 ( 1. Фигура, заданная данной системой неравенств, изображена на рис. 1а. 
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Можно было также изобразить решения каждого из неравенств по отдельности (см. рис. 1б и 1в соответственно), тогда их пересечением будет является фигура, изображенная на рис. 1а.


Рис. 1а


Рис. 1б


Рис. 1в


Ее площадь равна сумме площадей «единичного квадрата» и кругового сектора, составляющего три четверти «единичного круга».


Ответ: S = 1 + � EMBED Equation.2  ���. 





1.2. (6 баллов) Можно ли расположить в пространстве 9 шаров так, чтобы каждый из них касался ровно пяти других?


Ответ: нельзя. Для доказательства (методом «от противного») рассмотрим количество точек попарного касания шаров. Если каждый из девяти шаров касается ровно пяти других, то этих точек должно быть в два раза меньше, чем 9�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�5 = 45, так как при таком подсчете каждая точка касания учитывается дважды. Поскольку число 45 – нечетное, то получаем противоречие.


Также можно было подсчитать количество отрезков, соединяющих центры каждой пары касающихся шаров, либо рассмотреть соответствующий граф (и сослаться на теорему о том, что в нем количество вершин нечётной степени должно быть чётным).





1.3. (6 баллов) Представьте число 30 в виде произведения как можно меньшего количества множителей, сумма которых равна нулю.


Очевидно, что если взять два множителя, сумма которых равна 0, то их произведение – не положительно. Любое натуральное число n можно представить в виде четырех множителей, сумма которых равна нулю: �EMBED Unknown���. Таким образом, осталось выяснить, возможно ли обойтись тремя множителями. Такое разложение может иметь вид: (–x)(–y)(x + y), где x и y – некоторые положительные числа. Для числа 30 это может, например, выглядеть так: 30 = (–2)(–3)(5.


Вообще, любое действительно число a можно представить в виде произведения трех указанных множителей: � EMBED Equation.2  ���.


























2.1. (7 баллов) Докажите, что для любой функции f(x) существуют функции g(x) и h(x) такие, что f(x) = g(x)sinx + h(x)cosx.


Рассмотрим, например, функции g(x) = f(x)sinx и h(x) = f(x)cosx. Тогда, g(x)sinx + h(x)cosx = f(x)(sin2x + cos2x) = f(x), что и требовалось доказать. 


Другой возможный пример:


� EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ��� во всех точках, таких что � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���.


В тех точках, где � EMBED Equation.2  ��� возьмем � EMBED Equation.2  ���, а � EMBED Equation.2  ���– любое число. 


В тех точках, где � EMBED Equation.2  ���, возьмем � EMBED Equation.2  ���, а � EMBED Equation.2  ���– любое число.


Второй пример иллюстрирует решение более общей задачи: докажите, что для любой функции f(x) существуют функции g(x) и h(x) такие, что f(x) = g(x)p(x) + h(x)r(x), где p(x) и r(x) – произвольные заданные функции, определенные на R, и имеющие несовпадающие нули.





2.2. (7 баллов) Стороны пятиугольника, взятые последовательно, равны 4 см, 6 см, 8 см, 7 см и 9 см. Можно ли в этот пятиугольник вписать окружность?


Рис. 2
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Ответ: нельзя. Пусть в пятиугольнике ABCDE: AB = 4 см, BC = 6 см, CD = 8 см, DE = 7 см, EA = 9 см. Допустим, что в него можно вписать окружность, тогда точки касания этой окружности со сторонами пятиугольника: K, L, M, N и P (см. рис. 2). По свойству касательных, проведённых из одной точки к окружности: AP = AK = x, BK = BL = y, CL = CM = z, DM = DN = t и EN = EP = u. Исходя из условия задачи, можно составить систему уравнений: �EMBED Unknown���


Покажем, что она не имеет решений в положительных числах. Сложив все уравнения, получим, что 2(x + y + z + t + u) = 34, то есть, x + y + z + t + u = 17. Тогда y = (x + y + z + t + u) – (z + t) – (u + x) = 17 – 8 – 9 = 0. Это означает, что вписанная окружность касается сторон AB и BC в точке B, то есть, прямые AB и BC перпендикулярны радиусу OB, следовательно, эти прямые совпадают. Получено противоречие.


Единственное решение составленной системы уравнений: x = 4; y = 0; z = 6; t = 2; u = 5.





2.3. (7 баллов) Найдите все простые числа x, y и z, для которых выполняется равенство: 


z = 1 + xy. 


Для любых простых чисел x и y выполняется неравенство:�EMBED Unknown����SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 14�і� 4, так как 2 – наименьшее простое число. Следовательно, z �SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 14�і� 5, то есть, z является нечетным простым числом, значит, �EMBED Unknown���– четное, то есть, х = 2. Если y = 2, то z = 5, поэтому, (2; 2; 5) – решение данного уравнения. Если y > 2, то y – нечетное простое число, тогда, сумму 1 + �EMBED Unknown��� можно разложить на множители, отличные от единицы и самого числа: 1 + �EMBED Unknown��� = 22р + 1 + 1 = (2 + 1)(22р – 22р –1 + 22р – 2 – … + 1), следовательно, она не будет простым числом. 


Ответ: (2; 2; 5).


Можно не раскладывать число 22р + 1 + 1 на множители, если показать, что любая нечетная степень «двойки» при делении на 3 дает остаток 2.








3.1. (7 баллов) Решите уравнение: x3 + x2 + x = � EMBED Equation.2  ���.


x3 + x2 + x = � EMBED Equation.2  ��� ( �EMBED Equation.2��� ( �EMBED Equation.2��� ( �EMBED Equation.2��� ( �EMBED Equation.2��� ( � EMBED Equation.2  ���. Ответ: � EMBED Equation.2  ���.





3.2. (7 баллов) В треугольнике АВС проведены медианы AL и BM, пересекающиеся в точке К. Вершина С лежит на окружности, проходящей через точки К, L и M. Найдите длину медианы CN, если длина стороны АВ равна a.
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Рис. 3


Проведём в треугольнике АВС среднюю линию ML; P – точка пересечения ML и CN (см. рис. 3). LP и PM – средние линии в треугольниках BCN и ACN соответственно. CN = x, тогда CP = �EMBED Unknown���, PK = CK – CP = �EMBED Unknown��� – �EMBED Unknown��� = �EMBED Unknown���. PL = PM = �EMBED Unknown��� = �EMBED Unknown���. По свойству пересекающихся хорд окружности: LP(MP = KP(CP, то есть, �EMBED Unknown��� Ответ: �EMBED Unknown���.





3.3. (7 баллов) Приведите пример многогранника, имеющего столько же вершин, ребер и граней, сколько у куба, но не имеющего ни одной четырехугольной грани.


Рассмотрим тетраэдр ABCD, возьмем две точки на одном из его ребер и «вырежем» тетраэдр EFGH (см. рис. 4). Полученный многогранник удовлетворяет условию, то есть, имеет 8 вершин, 12 ребер и 6 граней, ни одна из которых не является четырехугольником.
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Рис. 4



































4.1. (8 баллов) Известно, что многочлен P(x) принимает целые значения при всех целых значениях x. Может ли один из его коэффициентов быть равен � EMBED Equation.2  ���?


Ответ: может. Рассмотрим, например, многочлен P(x) = � EMBED Equation.2  ���, старший коэффициент которого равен � EMBED Equation.2  ���. При любом целом значении x произведение � EMBED Equation.2  ��� кратно 2001, так как одно из 2001 последовательных целых чисел кратно 2001. Следовательно, P(x) принимает целые значения.





4.2. (8 баллов) Дан треугольник АВС. Объясните, как построить точку О внутри треугольника такую, что площади треугольников АОС, ВОС и АОВ относятся, как 7 : 11 : 13.


Рис. 5
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Рассмотрим треугольник АВС и построим точку K, делящую сторону AB в отношении 7 : 11, считая от вершины A, и точку L, делящую сторону CA в отношении 11 : 13, считая от вершины C (см. рис. 5). Пусть O — точка пересечения отрезков CK и BL. Покажем, что O – искомая точка. Заметим, что у треугольников ACK и BCK общая высота, опущенная из С, поэтому отношение их площадей равно отношению оснований: SACK : SBCK = AK : BK. Аналогично, SAOK : SBOK = AK : BK. Используя свойство пропорции (� EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���) получим: SAOС : SBOС = AK : BK = 7 : 11. Аналогично, рассматривая две пары треугольников с основаниями AL и СL, доказываем, что SBOС : SAOВ = CL : AL = 11 : 13. Следовательно, SAOС : SBOС : SAOВ = 7 : 11 : 13, что и требовалось доказать.


Из теоремы Чевы следует, что прямая АO разделит сторону ВС в отношении 13 : 7, считая от вершины В. Если же использовать теорему Чевы в обратную сторону, то к решению задачи можно было подойти иначе. Пусть дан отрезок PQ, точка E, делящая его в отношении p : q, где p и q – заданные числа, и точка F, не принадлежащая прямой PQ. По аналогии с приведенным решением можно доказать, что геометрическим местом точек М плоскости, для которых SPFM : SQFM = p : q является прямая EF (за исключением точек E и F). Следовательно, для того, чтобы построить искомую точку О можно разделить стороны АВ, ВС и СА треугольника АВС соответственно точками K, N и L так, чтобы AK : BK = 7 : 11; BN : CN = 13 : 7; CL : AL = 11 : 13. Тогда, по теореме Чевы, отрезки AN, BL и CK пересекутся в одной точке, которая и будет искомой.





4.3. (8 баллов) Можно ли разбить числа 1, 2, 3, ..., 99, 100 на три группы так, чтобы сумма чисел в одной группе делилась на 102, сумма чисел в другой группе делилась на 203, а сумма чисел в третьей группе делилась на 304?


Ответ: нельзя. Сумма всех чисел от 1 до 100 равна: 101(50. Допустим, что нам удалось разбить числа от 1 до 100 на три группы, суммы чисел в которых равны А, В и С соответственно. Тогда, А = 102х, В = 203у, С = 304z, где х, y и z – целые неотрицательные числа. Получим, что 101(50 = А + В + С = 102х + 203у + 304z = 101(х + 2у + 3z) + (х + у + z). Следовательно, число (х + у + z) кратно 101, а так как эта сумма не равна нулю, то х + у + z �SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 14�і� 101. Тогда, х + 2у + 3z �SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 14�і� х + у + z �SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 14�і� 101, то есть, 101(х + 2у + 3z) > 101(50. Полученное противоречие показывает, что разбить числа от 1 до 100 на указанные группы невозможно.








5.1. (9 баллов) Решите систему уравнений: �EMBED Unknown���


Первый способ. Заметим, что (0; 0) – не является решением данной системы. Разделив почленно первое уравнение на y6, получим: �EMBED Unknown���. Так как функция f(t) = t3 + t – возрастающая, то каждое свое значение она принимает только при одном значении аргумента, следовательно, �EMBED Unknown���, то есть, �EMBED Unknown���. 


Второй способ. Первое уравнение системы можно преобразовать к виду: x3 – y9 + y4(x – y3) = 0. Разложив на множители левую часть этого уравнения, получим: (x – y3)(x2 + xy3 + y6 + y4) = 0 ( � EMBED Equation.2  ��� Второе уравнение можно рассматривать как квадратное относительно переменной x. Его дискриминант: D = –3y6 – 4y4 = –y4(3y2 + 4). D ( 0 тогда и только тогда, когда  y = 0, но, тогда и x = 0, что не является решением исходной системы. Следовательно, �EMBED Unknown���.


Подставив y3 = x во второе уравнение системы, получим уравнение x2 + x – 2 = 0, которое имеет корни 1 и –2. Соответствующие значения переменной y: y = 1 или y = � EMBED Equation.2  ���.


Ответ: (1; 1); (–2; –� EMBED Equation.2  ���).
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5.2. (9 баллов) В правильной треугольной пирамиде PАВС на боковых ребрах выбраны точки: К – середина РА, M – середина РВ, D�SYMBOL 206 \f "Symbol" \s 12�О�РС, РD : DС = 2 : 1. Через точки К, M и D проведена плоскость, которая делит полную поверхность пирамиды на части, отношение площадей которых  равно составному натуральному числу. Какому?


Рис. 6


Рассмотрим данную пирамиду (см. рис. 6). Площадь той части поверхности, которой принадлежит основание пирамиды, очевидно, больше. По условию, �EMBED Unknown��� где m – составное натуральное число. Пусть площадь каждой боковой грани равна S, а величина двугранного угла между боковой гранью и основанием равна (. Тогда SPKM = �EMBED Unknown���S, SPMD  = SPDK  = �EMBED Unknown���(�EMBED Unknown���S  = �EMBED Unknown���S (это легко доказать, используя формулу площади треугольника S = 0,5absin(). Проведем высоту пирамиды PO и соединим точку О с вершинами треугольника АВС. По теореме о площади проекции многоугольника на плоскость получим: SABO = SBCO = SCAO = Scos(, значит, SABC = 3Scos(. Таким образом, заданное отношение площадей имеет вид: � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Так как ( – острый угол, то 0 < cos( < 1, поэтому, множеством значений заданного отношения площадей является интервал � EMBED Equation.2  ���, на котором есть всего одно составное натуральное число, а именно, число 4. Ответ: 4.


Для решения задачи достаточно было использовать неравенство –1 ( cos( ( 1, так как в этом случае областью значений полученного отношения площадей является [–1; � EMBED Equation.2  ���], на котором также нет других составных натуральных чисел, кроме числа 4.





5.3. (9 баллов) Существуют ли 2001 различных натуральных чисел, каждое из которых является кубом некоторого натурального числа и которые различаются только порядком цифр?


Рассмотрим, например, числа вида: (10n + 1)3(10k, где n и k – натуральные числа. (10n + 1)3 =103n + 3·102n + 3·10n + 1 = 10…030…030…1 – число, в десятичной записи которого – (3n + 1) цифра. Для каждого значения n от 1 до 2001 выберем k = 6004 – (3n + 1). Так как k = 6004 – (3n + 1) = 6003 – 3n = 3(2001 – n)� EMBED Equation.2  ���3, то указанные числа являются кубами натуральных чисел, причем различаются только порядком цифр. 


Ответ: существуют, например, (10n + 1)3(10k, где n(N, 1 ( n ( 2001; k = 6004 – (3n + 1).
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