1.1. (6 баллов) Положительные числа а и b таковы, что а2 + b = b2 + a. Верно ли, что а = b?


Ответ: неверно, например, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.


Для того, чтобы найти � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, для которых верно данное равенство, преобразуем его: � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, данное равенство верно, если � EMBED Equation.2  ��� или � EMBED Equation.2  ���. Таким образом, достаточно указать пару различных положительных а и b, для которых � EMBED Equation.2  ���. 


1.2. (6 баллов) В треугольнике АВС проведены высоты АP и СN, которые пересекаются в точке H, лежащей внутри треугольника. Может ли угол АHС оказаться острым?
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Ответ: нет, не может.


Пусть АВС – данный треугольник, АP и СN – его высоты (см. рис. 1). Так как (AHC – внешний для треугольника СНР, то (AHC > (HPC = 90(. Следовательно, (AHC – тупой.


Рис. 1 


Заметим, что если не потребовать, чтобы точка пересечения высот лежала внутри треугольника, то ответ будет положительным. Действительно, точка B является точкой пересечения высот AH и CP треугольника AHC. В четырехугольнике BPHN углы BPH и BNH – прямые, угол NHP – тупой. Так как сумма углов четырехугольника равна 360(, то (АВС – острый.


1.3. (6 баллов) У трех членов жюри спросили: «Сколько команд будет участвовать в математической регате?». Один сказал: «Меньше семидесяти двух». Другой: «Меньше семидесяти одной», а третий: «Меньше семидесяти трех». Сколько команд участвовало в регате, если правы были в точности двое членов жюри? 


Ответ: 71. 


Второе утверждение не может быть верно, так как в этом случае верны и два других утверждения, что противоречит условию. Следовательно, верными являются первое и третье утверждение, а второе – неверно. То есть, данное число меньше 72 и не меньше 71. Единственное число, удовлетворяющее данным условиям – 71.





2.1. (7 баллов) На прямой отметили несколько точек. После этого между каждыми двумя соседними точками поставили еще по точке. Аналогичную операцию проделали еще три раза. В результате, на прямой оказалось ровно 65 точек. Сколько точек было на прямой первоначально?


Ответ: 5 точек. 


Первый способ. Заметим, что если даны n точек, то после выполнения указанной операции появится еще � EMBED Equation.2  ��� точка, а всего точек станет � EMBED Equation.2  ���. Тогда количество точек перед проведением последней операции можно найти из уравнения � EMBED Equation.2  ���, откуда � EMBED Equation.2  ���. Далее, поступая аналогично, получим уравнения: 1) � EMBED Equation.2  ���, откуда � EMBED Equation.2  ���; 2) � EMBED Equation.2  ���, откуда � EMBED Equation.2  ���; 3) � EMBED Equation.2  ���, откуда � EMBED Equation.2  ���.


Второй способ. Пусть x – первоначальное количество точек, тогда после проведения указанной операции в первый раз точек станет 2x – 1, а после повторения операции точек будет (2x – 1) + (2x – 2) = 4x – 3. Аналогично, в следующий раз точек станет (4x – 3) + (4x – 4) = 8x – 7, а в итоге окажется (8x – 7) + (8x – 8) = 16x – 15 точек. Решая уравнение 16x – 15 = 65, получим, что x = 5.
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2.2. (7 баллов) В треугольнике АВС проведены биссектрисы АМ и СK, пересекающиеся в точке О. Может ли угол АОС оказаться острым?


Ответ: нет, не может.


Первый способ. Пусть АВС – данный треугольник, АM и СK – его биссектрисы (см. рис. 2). Пусть (АОС – острый, то есть, (АОС < 90(, тогда, рассмотрев сумму углов треугольника АОС, получим, что (ОАС + (ОСА > 90(. Следовательно, (ВАС + (BСА > 180(, что невозможно, так как это углы треугольника АВС.


Рис. 2 


Второй способ. Пусть (АBС = (, тогда вычислим (АОС: (ВАС + (BСА = 180( – (; (ОАС + (ОСА = 90( – 0,5(; (АОС = 90( + 0,5( > 90(, то есть, (АОС – тупой.


2.3. (7 баллов) Существует ли такое натуральное число, что сумма его цифр больше суммы цифр его квадрата?


Ответ: да, существует. 


Заметим, что при возведении в квадрат числа, оканчивающегося на 8 или на 9, последняя цифра уменьшается. Наименьшее число, удовлетворяющее условию – 39. Приведем еще несколько вариантов: 48, 49, 79.





3.1. (7 баллов) Говядина без костей стоит 90 рублей за килограмм, говядина с костями – 78 рублей за килограмм, а кости без говядины – 15 рублей за килограмм. Сколько костей в килограмме говядины?


Ответ: 160 грамм. 


Пусть в килограмме говядины x кг костей, тогда «чистой» говядины в нем – (1 – x) кг. Таким образом, стоимость костей составляет 15x рублей, а стоимость говядины – 90(1 – x) рублей. Исходя из условия, составим уравнение: 15x + 90(1 – x) = 78. Решив уравнение получим, что x = 0,16.
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3.2. (7 баллов) Покажите, как разрезать прямоугольник 1(5 на пять частей и сложить из них квадрат.
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Рис. 3а 


Ответ: см., например, рис. 3 а и 3 б соответственно.





Рис. 3б 








3.3. (7 баллов) Дан бесконечный ряд чисел: 2, 6, 12, 20, 30, 42, ... . Укажите закономерность и найдите число, стоящее на 2003 – ем месте. 


Ответ: 4014012.


Заметим, что разность между вторым и первым числом: 4 = 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�2, между третьим и вторым числом: 6 = 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�3, между четвертым и третьим 8 = 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�4 и так далее, то есть, разность между соседними числами увеличивается на 2. Следовательно, разность между 2003 – ем и 2002 – рым числом будет равна 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�2003. Таким образом, 2003 – е число отличается от первого на S = 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�2 + 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�3 + 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�4 + … + 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�2003. Значит, 2003 – е число равно 2 + S = 2 + 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�2 + 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�3 + 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�4 + … + 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�2003 = 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�(1 + 2 + 3 + … + 2003) = 2�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�(1 + 2003)�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�1002 = 2003�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�2004 = 4014012.





4.1. (8 баллов) Если идти вниз по движущемуся эскалатору, то на спуск потратишь 1 минуту. Если увеличить собственную скорость в два раза, то спустишься за 45 секунд. За какое время можно спуститься стоя на этом эскалаторе неподвижно?


Ответ: 1,5 минуты. 


Первый способ. Так как 60 : 45 = � EMBED Equation.2  ���, то во втором случае за минуту можно было бы пройти � EMBED Equation.2  ��� эскалатора, то есть, на � EMBED Equation.2  ��� эскалатора больше, чем в первом случае. Это происходит за счет увеличения скорости человека в 2 р
