9 класс


1.1. (6 баллов) Найдите x3 + y3, если известно, что x + y = 5 и x + y + x2y + xy2 = 24.


Ответ: 68.


Так как x + y + x2y + xy2 = x + y + xy(x + y) = (x + y)(xy + 1) = 24, то используя условие x + y = 5, получим, что xy = 3,8. Далее можно действовать по разному:


Первый способ. x3 + y3 = (x + y)3 – 3xy(x + y) = 125 – 3(3,8(5 = 68.


Второй способ. x3 + y3 = (x + y)(x2 – xy + y2) = (x + y)((x + y)2 – 3xy) = 5(25 – 3(3,8) = 68.


1.2. (6 баллов) Медиана треугольника в полтора раза больше стороны, к которой она проведена. Найдите угол между двумя другими медианами. 
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Ответ: 90(.


Рис. 1


Пусть АА1, BB1 и СС1 – медианы треугольника АВС, пересекающиеся в точке G, и АА1 = 1,5ВС (см. рис. 1). 


По свойству медиан треугольника GA1 = � EMBED Equation.2  ���AA1 = � EMBED Equation.2  ���ВС. Таким образом, в треугольнике BGC медиана GA1 равна половине стороны ВС, к которой она проведена. 


Следовательно, этот треугольник – прямоугольный с прямым углом G, то есть медианы BB1 и СС1 пересекаются под прямым углом.


1.3. (6 баллов) Можно ли, используя в десятичной записи чисел только цифры 2, 3 и 7, записать три натуральных числа, одно из которых равно произведению двух других?


Ответ: нет, нельзя. 


Пусть такие числа a, b и c существуют, причём c = ab. Тогда произведение последних цифр чисел a и b оканчивается на ту же цифру, что и число c. Это произведение может быть равно одному из чисел: 7(7; 7(3; 7(2; 3(3; 3(2 или 2(2. Ни в одном из этих случаев оно не оканчивается цифрой 7, 3 или 2. 





2.1. (7 баллов) Известно, что число p является одним из корней квадратного уравнения 5x2 + bx + 10 = 0. Выразите через p корни уравнения 10x2 + bx + 5 = 0.


Ответ: � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���.


Заметим, что дискриминанты указанных уравнений одинаковы: D = b2 – 200, поэтому, независимо от значения b, если первое уравнение имеет корни, то и второе также имеет корни. Далее можно действовать различными способами.


Первый способ. Из условия следует, что выполняется числовое равенство: 5p2 + bp + 10 = 0, где p ( 0. Разделив его почленно на p2, получим: � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���, то есть, число � EMBED Equation.2  ��� является корнем второго уравнения. Другой корень второго уравнения находим по теореме Виета � EMBED Equation.2  ��� или � EMBED Equation.2  ���.


Отметим, что можно также использовать, что оба корня второго уравнения являются числами, обратными корням первого.


Второй способ. Запишем корни каждого из уравнений по формулам: 1) � EMBED Equation.2  ���; 2) � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, если один из корней первого уравнения равен p, то соответствующий корень второго уравнения равен � EMBED Equation.2  ���. Другой корень находим по теореме Виета.
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2.2. (7 баллов) Точку, расположенную внутри треугольника, соединили отрезками с серединами его сторон. Образовались три выпуклых четырехугольника, в два из которых можно вписать окружность. Докажите, что и в третий четырехугольник также можно вписать окружность.


Рис. 2


Пусть точка Р лежит внутри треугольника АВС, серединами сторон которого являются точки А1, B1 и С1. Введем следующие обозначения: � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ��� (см. рис. 2).


Если для выпуклых четырехугольников �EMBED Equation.DSMT4��� и �EMBED Equation.DSMT4��� выполняется условие задачи, то в каждом из этих четырехугольников равны суммы противолежащих сторон, то есть:


�EMBED Equation.DSMT4���. Вычитая из первого равенства второе, получим: �EMBED Equation.DSMT4���.


Последнее равенство есть достаточное условие того, что в выпуклый четырехугольник �EMBED Equation.DSMT4��� можно вписать окружность.


2.3. (7 баллов) В детский сад завезли карточки для обучения чтению: на некоторых из них написан слог МА, на остальных – слог НЯ. Каждый ребенок взял по три карточки и стал составлять слова. Оказалось, что из своих карточек 20 детей могут сложить слово МАМА, 30 детей – слово НЯНЯ, а 40 детей – слово МАНЯ. У скольких детей все три карточки одинаковые?


Ответ: у десяти детей.


Каждый ребёнок имеет хотя бы две одинаковые карточки, поэтому может сложить слово МАМА (20 детей) или слово НЯНЯ (30 детей). Ни один ребёнок не может сложить оба слова, так как для этого требуется четыре карточки. Следовательно, всего детей 20 + 30 = 50. Сложить слово МАНЯ (40 детей) могут те и только те дети, у которых имеются карточки обоих видов. Значит, количество детей, у которых все три карточки одинаковые, равно 50 – 40 = 10.





3.1. (7 баллов) Известно, что a2 + bc = a(b + c); b2 + ac = b(c + а); c2 + ab = c(a + b). Докажите, что а = b = c.
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Первый способ. Сложим почленно первое и второе равенства. После приведения подобных слагаемых получим: a2 + b2 = 2ab ( (a – b)2 = 0 ( а = b. 


Аналогично, сложив первое и третье равенства, получим, что а = c.


Второй способ. Сложим три данных равенства почленно. После приведения подобных слагаемых получим: a2 + b2 + с2 – ab – bc – ac = 0 ( 2a2 + 2b2 + 2с2 – 2ab – 2bc – 2ac = 0 ( (a – b)2 + (b – c)2 + (c – a)2 = 0 ( а = b = c.
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Рис. 3а


3.2. (7 баллов) Какое наименьшее нечетное количество сторон может иметь многоугольник, который можно разрезать на параллелограммы?


Ответ: семь.


Если многоугольник можно разрезать на параллелограммы, то, выбрав произвольную его сторону, можно выстроить некоторую цепочку параллелограммов, начинающуюся на этой стороне и оканчивающуюся на какой-то другой из сторон (см. рис. 3а). Это означает, что в многоугольниках такого типа стороны распадаются на группы отрезков, параллельных некоторым прямым.


Рис. 3б
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Поскольку треугольник не имеет параллельных сторон, разбить его на параллелограммы нельзя. 


Предположим, что пятиугольник можно разбить на параллелограммы, тогда для каждой стороны найдется параллельная ей сторона, следовательно, у пятиугольника есть пара параллельных сторон и тройка параллельных сторон (см. рис. 3б). Последнее невозможно, так как среди любых трех сторон пятиугольника найдутся две соседние. 


Рис. 3в


Пример семиугольника, разрезанного на параллелограммы, привести несложно (см. рис. 3в).
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3.3. (7 баллов) Допустим, что сейчас угол между минутной и часовой стрелкой такой же, как полчаса назад. Найдите все возможные значения этого угла.


Ответ: 82,5( или 97,5(.


Рис. 4а


Рис. 4б


Минутная стрелка за полчаса поворачивается на 180�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�, то есть меняет направление на противоположное. За это время часовая стрелка поворачивается на � EMBED Equation.2  ��� полного оборота, то есть на 360( : 24 = 15�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�. Схематически изобразим возможные положения минутной и часовой стрелок (OM и OC – начальные положения, OM’ и OC’ – через полчаса). 


Возможны два случая: в начальный момент часовая стрелка «опережала» минутную (см. рис. 4а) или часовая «отставала» от минутной (см. рис. 4б).


Пусть ( – искомый угол между стрелками. Для каждого случая составим уравнение: а) 2( + 15�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� = 180�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� ( ( = 82,5�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�; б) 2( – 15�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� = 180�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� ( ( = 97,5�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�.





Рис. 5


4.1. (8 баллов) Изобразите множество точек плоскости, координаты которых удовлетворяют уравнению: � EMBED Equation.2  ���.


�


Ответ: отрезок АВ, где А(–3; –2); B(1; 1) (см. рис. 5).


Пусть М(x; y), А(–3; –2), B(1; 1). Тогда АМ = � EMBED Equation.2  ���; ВМ = � EMBED Equation.2  ���. Так как АВ = � EMBED Equation.2  ��� = 5, то условие задачи равносильно тому, что АМ + ВМ = АВ. 


Таким образом, точка М удовлетворяет условию т. и т. т., когда она принадлежит отрезку АВ. 


4.2. (8 баллов) В трапеции АВСD точка М лежит на боковой стороне CD так, что (АВМ = (СВD = (ВCD = (. Найдите длину ВМ, если АВ = b.
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Ответ: �EMBED Equation.DSMT4���.


Первый способ. Из равенства (СВD = (ВCD следует, что BD = CD (см. рис. 6). Так как основания трапеции AD и ВС параллельны, то (ADB = (CBD = (. Кроме того, если (АВМ = (СВD, то (АВD = (MВC. 


Следовательно, треугольники ABD и MBC подобны (по двум углам).


Рис. 6


Тогда �EMBED Equation.DSMT4���. Учитывая, что треугольник BDC равнобедренный, получим: �EMBED Equation.DSMT4���, поэтому, �EMBED Equation.DSMT4���.


Второй способ (возможно, не для 9 класса). Рассмотрим четырехугольник АВМD (см. рис. 6). Так как (АDМ + (AВM = (АDМ + (ВCD = 180(, то этот четырехугольник – вписанный. Заметим, что окружность радиуса R, описанная около АВМD, совпадает с окружностями, описанными около треугольников АВD и МВD. Кроме того, из треугольника BDC получим, что (BDM = 180( – 2(. По следствию из теоремы синусов � EMBED Equation.2  ���, то есть, � EMBED Equation.2  ���.


4.3. (8 баллов) На какую наибольшую степень числа 3 может делиться сумма вида 


1! + 2! + 3! + ... + n!?


Ответ: на третью степень числа 3.


Обозначим данную сумму Sn. Заметим, что S7 = 5913 и это число делится на 33 = 27. При меньших значениях n или при n = 8 Sn не делится на 27: S1 = 1; S2 = 3; S3 = 9; S4 = 33; S5 = 153; S6 = 873; S8 = 46233. Если k �EMBED Unknown��� 9, то k! включает в себя произведение 3(6(9, поэтому делится на 27. 


Таким образом, при n �EMBED Unknown��� 9 получим: Sn = S7 + 8! + 9! + ... . В этой сумме одно из слагаемых не делится на 27, а остальные – делятся, поэтому такая сумма не делится на 27.
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5.1. (9 баллов) Существуют ли три квадратных трехчлена такие, что сумма любых двух из них, увеличенная на 1, также является квадратным трехчленом и имеет те же корни, что и третий трехчлен?


Ответ: да, существуют. 


Рассмотрим три квадратных трехчлена, сумма которых, увеличенная на 1, тождественно равна нулю. Например, трехчлены: f(x) = x2 + x – 1; g(x) = x2 + 2x – 1; h(x) = –2x2 – 3x + 1. Для этих трехчленов выполняется условие задачи, так как: 1) f(x) + g(x) + 1 = – h(x); 2) f(x) + h(x) + 1 = – g(x); 3) g(x) + h(x) + 1 = – f(x).


Рис. 7а


5.2. (9 баллов) На окружности с центром О отмечены точки А и В. Две другие окружности лежат внутри данной, касаются ее в точках А и В и касаются друг друга в точке М. Найдите геометрическое место точек М.


Ответ: внутренние точки дуги окружности с концами в точках А и В и центром в точке С пересечения касательных к большей окружности в точках А и В (см. рис. 7б).
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Лемма. Пусть две окружности касаются в некоторой точке О. Тогда геометрическое место точек Р таких, что отрезки касательных, проведенных из этих точек к обеим окружностям, равны, есть общая касательная к этим окружностям, проходящая через точку О.


Доказательство. 1) Если точка Р лежит на общей касательной, то она обладает требуемым свойством, поскольку отрезки касательных к окружности, проведенные из одной точки, равны.


Рис. 7б
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2) Пусть точка Р обладает данным свойством. Докажем, что она лежит на общей касательной. Для этого, например, введем систему координат так, чтобы центры окружностей лежали на оси x, а общая касательная окружностей совпала с осью y (см. рис. 7а). Тогда � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( 2x(R + r) = 0 ( x = 0, то есть точка Р лежит на оси y.


Отметим, что доказанная лемма справедлива и в случае внутреннего касания двух окружностей. Более того, аналогичное ГМТ можно рассмотреть и в случае непересекающихся неконцентрических окружностей. В этом случае искомым ГМТ также является прямая, перпендикулярная линии центров данных окружностей. Такая прямая называется радикальной осью двух окружностей.


Рис. 7в


Пусть теперь имеются три окружности, попарно касающиеся друг друга (внутренним или внешним образом). Из доказанной леммы следует, что точка пересечения любых двух общих касательных (проведенных через общие точки касания) также будет принадлежать и третьей касательной, то есть все три общие касательные пересекаются в одной точке.


Теперь решим данную задачу. 


1) Рассмотрим какую-нибудь точку М, принадлежащую искомому ГМТ (см. рис. 7б). Проведем общие касательные к окружностям в точках А и В, и отметим точку С их пересечения. Через эту же точку пройдет и касательная, проведенная из точки М. Так как СА = СВ = СМ, то М – внутренняя точка дуги АВ окружности с центром С и радиусом СА.


2) Рассмотрим какую-нибудь внутреннюю точку М указанной дуги (см. рис. 7в). Проведем через точку М отрезок, перпендикулярный СМ до пересечения с радиусами ОА и ОВ большей окружности в точках О1 и О2 соответственн
