10 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: (x – 1)(x2 – 1)(x3 – 1)(...((x2007 – 1) ( 0.


Îòâåò: [–1; 1].


Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = (x – 1)(x2 – 1)(x3 – 1)(...((x2007 – 1). Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà R, è f(x) = 0 ïðè x = (1. Ðàññìîòðèì òðè ïðîìåæóòêà, íà êîòîðûõ f(x) ñîõðàíÿåò çíàê, è îïðåäåëèì ýòè çíàêè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîèçâåäåíèè 1004 ìíîæèòåëÿ èìåþò âèä (x2n – 1 – 1), à 1003 ìíîæèòåëÿ èìåþò âèä (x2n – 1), ãäå n(N. 
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Èçîáðàçèì ýòî ñõåìàòè÷åñêè (ñì. ðèñ. 1). 


Ðèñ. 1


Òàêèì îáðàçîì, f(x) ( 0 ïðè x([–1; 1].
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1.2. Âåðíî ëè, ÷òî óãîë ìåæäó ïðÿìîé à è ïëîñêîñòüþ ( ðàâåí óãëó ìåæäó ïðÿìîé b è ïëîñêîñòüþ (, åñëè a(b è (((?


Îòâåò: íåò, íåâåðíî.


Ðèñ. 2


Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êóá ABCDA’B’C’D’ (ñì. ðèñ. 2), â êîòîðîì: (ÀD)((AÂ), (ÀÂÑ)((ÂÑÑ’). Ïðè ýòîì: (((AD); (ABC)) = 0, à (((AÂ); (BCÑ’)) = 90(.





1.3. Íà ãðàíÿõ êóáèêà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàïèñàëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 6. Çàòåì íà êàæäîì ðåáðå êóáèêà çàïèñàëè ñóììó ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ãðàíÿõ, ñîäåðæàùèõ ýòî ðåáðî. Îêàçàëîñü, ÷òî íà òðåõ ðåáðàõ çàïèñàíî îäèíàêîâîå ÷èñëî. Êàêîå?
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Îòâåò: 7.


Ðèñ. 3


Ïåðâûé ñïîñîá. Òàê êàê íà ëþáûõ äâóõ ãðàíÿõ çàïèñàíû ðàçëè÷íûå ÷èñëà, òî íèêàêèå äâà ðåáðà, íà êîòîðûõ îêàçàëèñü çàïèñàíû îäèíàêîâûå ÷èñëà, íå ìîãóò ëåæàòü â îäíîé ãðàíè. Òàêèì îáðàçîì, ýòè òðè ðåáðà ïîïàðíî ñêðåùèâàþòñÿ, ïîýòîìó êàæäîå èç ÷èñåë îò 1 äî 6 âîøëî â òî÷íîñòè â îäíó èç ñóìì. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîì èç ýòèõ ðåáåð çàïèñàíî ÷èñëî (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) : 3 = 7.


Âòîðîé ñïîñîá. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ èç ìíîæåñòâà {1; 2; 3; 4; 5; 6}. Ýòî ÷èñëî 7 = 1 + 6 = 2 + 5 = 3 + 4. 


Ðàñïîëîæåíèå ÷èñåë, îïèñàííîå â óñëîâèè, âîçìîæíî, åñëè ðàññìîòðåòü òðè ïàðû ñîñåäíèõ ãðàíåé êóáà (íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 3, ãäå ÷èñëà ðàñïîëîæåíû â öåíòðàõ ãðàíåé, à òðè ðåáðà ñ îäèíàêîâîé ñóììîé âûäåëåíû æèðíî).








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Âàñÿ çàïèñàë íà äîñêå âåëè÷èíû äâóõ óãëîâ ( è (. Ñìîæåò ëè Ïåòÿ ïîñòàâèòü ïåðåä êàæäûì èç íèõ ëèáî çíàê sin2, ëèáî çíàê cos2 òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ñóììû ýòèõ êâàäðàòîâ áûëî íå ìåíüøå, ÷åì 1?


Îòâåò: äà, ñìîæåò.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òî åñòü îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ÷åòûðå íåðàâåíñòâà: sin2( + cos2( < 1, cos2( + sin2( < 1, sin2( + sin2( < 1 è cos2( + cos2( < 1. Ñëîæèì ýòè íåðàâåíñòâà ïî÷ëåííî, òîãäà 2sin2( + 2sin2( + 2cos2( + 2sin2( < 4, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó òîæäåñòâó. 


Âòîðîé ñïîñîá. Ïîñêîëüêó sin2( + cos2( = 1, òî õîòÿ áû îäíî èç ñëàãàåìûõ sin2( èëè cos2( íå ìåíüøå, ÷åì 0,5. Àíàëîãè÷íî, õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé sin2( èëè cos2( íå ìåíüøå, ÷åì 0,5. Òàêèì îáðàçîì, Ïåòÿ ñìîæåò âûáðàòü äâà ñëàãàåìûõ, ñóììà êîòîðûõ íå ìåíüøå 1.
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Ðèñ. 4


2.2. Èç ñåðåäèíû êàæäîé ñòîðîíû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïëîùàäè S ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿðû ê äâóì äðóãèì ñòîðîíàì. Íàéäèòå ïëîùàäü øåñòèóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî ýòèìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè. 


Îòâåò: �EMBED Equation.DSMT4���.


Ïóñòü A1, B1 è C1 – ñåðåäèíû ñòîðîí ÂÑ, ÀÑ è ÀÂ ñîîòâåòñòâåííî â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ, à H1, H2 è H3 – òî÷êè ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, óêàçàííûõ â óñëîâèè. Òàê êàê òðåóãîëüíèê ÀÂÑ – îñòðîóãîëüíûé, òî ýòè òî÷êè ëåæàò âíóòðè òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 4).


Ñðåäíèå ëèíèè A1B1, B1C1 è C1A1 ðàçáèâàþò èñõîäíûé òðåóãîëüíèê íà ÷åòûðå ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ðàâíà �EMBED Equation.DSMT4���. Êðîìå òîãî, èç òðåóãîëüíèêîâ A1H1B1, B1H2C1 è C1H3A1 ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê, ðàâíûé, íàïðèìåð, òðåóãîëüíèêó A1Ñ1B1, ïëîùàäü êîòîðîãî òàêæå ðàâíà �EMBED Equation.DSMT4���. 


Èñêîìàÿ ïëîùàäü øåñòèóãîëüíèêà A1H1B1H2C1H3 ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ÷åòûðåõ ðàññìîòðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, òî åñòü ðàâíà �EMBED Equation.DSMT4���.





2.3. Íàéäèòå âñå òðîéêè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ ñóììà ëþáûõ äâóõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà òðåòüå, è ïðè ýòîì êàæäûå äâà ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè. 


Îòâåò: 1, 2, 3 (âçÿòûå â ëþáîì ïîðÿäêå).


Ïóñòü à, b è ñ – èñêîìûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a < b < c. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.


Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî a + b < 2c, è òàê êàê (à + b) êðàòíî ñ, òî a + b = c. Òîãäà b < a + c = 2a + b < 3b. Òàê êàê (à + ñ) äåëèòñÿ íà b, òî a + c = 2a + b = 2b. Ñëåäîâàòåëüíî, b = 2a, òîãäà c = 3a. Òàê êàê èñêîìûå ÷èñëà – ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå, òî à = 1.


Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå “(b + ñ) äåëèòñÿ íà a” îêàçàëîñü èçáûòî÷íûì.


Âòîðîé ñïîñîá (Å. Ðîìàñêåâè÷, 1543). Òàê êàê (à + b) ( ñ è ñ ( ñ, òî (à + b + ñ) ( ñ. Àíàëîãè÷íî, (à + b + ñ) ( b è (à + b + ñ) ( a. ×èñëà a, b è ñ – ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå, ïîýòîìó (à + b + ñ) ( abc. Ñëåäîâàòåëüíî, à + b + ñ ( abc ( �EMBED Equation.DSMT4���. Çàìåòèì, ÷òî a = 1, b = 2, c = 3 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è è â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Äëÿ ëþáûõ äðóãèõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (à; b; ñ) íåðàâåíñòâî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê çíà÷åíèå åãî ëåâîé ÷àñòè óìåíüøèòñÿ, ïîýòîìó, äðóãèõ ðåøåíèé íåò.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).
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Ðèñ. 5


3.1. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè XOY ïîñòðîåíû ãðàôèêè âñåõ ôóíêöèé âèäà y = 2ax – a2, ãäå à – ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, íå ïðèíàäëåæàùèõ íè îäíîìó èç ïîñòðîåííûõ ãðàôèêîâ?


Îòâåò: òî÷êè, ëåæàùèå âûøå ïàðàáîëû y = x2 (ñì. ðèñ. 5).


Èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé: “Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ x è y íå íàéäåòñÿ òàêîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé à, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå y = 2ax – a2 èìååò ðåøåíèÿ?”.


Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå a2 – 2ax + y = 0. Ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî à, ïîëó÷èì, ÷òî îíî íå èìååò ðåøåíèé ò. è ò. ò., êîãäà D’ = x2 – y < 0, òî åñòü, êîãäà y > x2. Ìíîæåñòâî òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó íåðàâåíñòâó, è áóäåò èñêîìûì.





3.2. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí îòðåçêîâ äàííîé äëèíû, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà äâóõ äàííûõ ñêðåùèâàþùèõñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ.


Ïóñòü k è m – äàííûå ïðÿìûå, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî h. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü (, ïàðàëëåëüíóþ êàæäîé èç äàííûõ ïðÿìûõ è ðàâíîóäàëåííóþ îò íèõ (ñì. ðèñ. 6).
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Ðèñ. 6


Ñåðåäèíà ëþáîãî îòðåçêà KM ñ êîíöàìè íà äàííûõ ïðÿìûõ ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè K’ è M’ – îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê K è M íà ïëîñêîñòü (, à Ñ – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ ïðÿìîé KM, òî ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè CKK’ è CMM’ ðàâíû ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó, ïîýòîìó ÑK = ÑM, òî åñòü Ñ – ñåðåäèíà îòðåçêà KM. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óòâåðæäåíèÿ “Ñ – ñåðåäèíà îòðåçêà KM” è “Ñ – ñåðåäèíà îòðåçêà K’M’” ðàâíîñèëüíû.


Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìûé îòðåçîê KM èìååò äàííóþ äëèíó a. Ðàññìîòðèì ïðÿìûå k’ è m’ – ïðîåêöèè ïðÿìûõ k è m íà ïëîñêîñòü ( è òî÷êó Î èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Òàê êàê k || ( è m || (, òî k’ || k è m’ || m. Ïî óñëîâèþ k(m, ïîýòîìó k’(m’. Êðîìå òîãî, K’M’ = �EMBED Equation.DSMT4���. 


Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà Ñ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ãèïîòåíóçû K’M’ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà K’ÎM’ ò. è ò. ò., êîãäà OC = �EMBED Equation.DSMT4���. 


Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÃÌÒ – ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè (, íàõîäÿùèõñÿ îò òî÷êè Î íà ðàññòîÿíèè R = �EMBED Equation.DSMT4���, à ýòî åñòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Î è ðàäèóñîì R.


Îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê àíàëîãè÷íîé ïëàíèìåòðè÷åñêîé: íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí îòðåçêîâ äàííîé äëèíû, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà äàííûõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ.





3.3. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, çà÷åðêíóëè ïåðâóþ öèôðó è ïîëó÷èëè ÷èñëî, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ íàòóðàëüíûõ N? 


Îòâåò: äâà.


(Å. Ðîìàñêåâè÷, 1543). Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå öèôðû íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé äâîéêè îáðàçóþò öèêë: 2 ( 4 ( 8 ( 6 ( 2 ( ... . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ñòåïåíåé äâîåê ñîâïàäàþò ïîñëåäíèå öèôðû, òî ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ýòèõ ñòåïåíåé ðàâíî 24k = 16k, ãäå k – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. 


Ïóñòü N = 2n = A(10m + 2r, ãäå A – ïåðâàÿ öèôðà â çàïèñè ÷èñëà N. Òîãäà 16k(2r = A(10m + 2r ( (16k – 1)(2r = A(10m. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ÷èñëî 16k îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 6, òî åñòü ÷èñëî 16k – 1 îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 5. Ñëåäîâàòåëüíî, 2r äåëèòñÿ íà 10m–1. Òàê êàê íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü 2 íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íóëåì, òî m = 1.


Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî 2r îäíîçíà÷íîå, à ÷èñëî N – äâóçíà÷íîå. Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî: 1) ïðè r = 1 N = 32; 2) ïðè r = 2 N = 64; 3) ïðè r = 3 N = 128. Ñëó÷àè 1) è 2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è, à ñëó÷àé 3) – íåò.








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Ñóùåñòâóþò ëè ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà x, y, u è v, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:


�EMBED Equation.DSMT4���?


Îòâåò: íåò, íå ñóùåñòâóþò.


Ïóñòü a è b – ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæåì, ÷òî åñëè �EMBED Equation.DSMT4���, ãäå p è q – ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òî �EMBED Equation.DSMT4���.


Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ áèíîì Íüþòîíà, ïîëó÷èì: �EMBED Equation.DSMT4��� = �EMBED Equation.DSMT4��� = (a6 + 30a4b2 + 60a2b4 + 8b6) ( (6a5b + 40a3b3 + 24ab5)�EMBED Equation.DSMT4���, ãäå p = a6 + 30a4b2 + 60a2b4 + 8b6 è q = 6a5b + 40a3b3 + 24ab5 – ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. 


Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè �EMBED Equation.DSMT4��� + �EMBED Equation.DSMT4��� = �EMBED Equation.DSMT4���, òî �EMBED Equation.DSMT4��� + �EMBED Equation.DSMT4��� = �EMBED Equation.DSMT4���. 


Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóþò  ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà x, y, u, v, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî �EMBED Equation.DSMT4���. Òîãäà, ïî äîêàçàííîìó, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî �EMBED Equation.DSMT4���. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå ëåâàÿ ÷àñòü íåîòðèöàòåëüíà, à ïðàâàÿ – îòðèöàòåëüíà (5�EMBED Equation.DSMT4��� > 5(1,4 = 7). 


Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî âìåñòî áèíîìà Íüþòîíà èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîå âîçâåäåíèå â êóá è â êâàäðàò.





4.2. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ñ óãëîì ( ïðè âåðøèíå Â. Â ýòîé âåðøèíå ðàñïîëîæåí ïðîæåêòîð, êîòîðûé ìîæåò îñâåùàòü íåêîòîðûé îòðåçîê MN íà îñíîâàíèè ÀÑ (òî÷êà M ëåæèò ìåæäó À è N, òî÷êà N ëåæèò ìåæäó Ì è Ñ). Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáîì ïîâîðîòå ïðîæåêòîðà èç îòðåçêîâ ÀÌ, MN è NC ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê. Êàêèì ìîæåò áûòü óãîë îñâåùåíèÿ MBN?


�EMBED PBrush���


Ðèñ. 7à


Îòâåò: �EMBED Equation.DSMT4���.


Ïóñòü (MBN = (; òî÷êà D – ñåðåäèíà ÀÑ, òî åñòü BD – ìåäèàíà, âûñîòà è áèññåêòðèñà äàííîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 7 à – â). 


1) Äîêàæåì, ÷òî åñëè 0 < ( < �EMBED Equation.DSMT4���, òî óñëîâèå çàäà÷è íå âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîëîæåíèå ïðîæåêòîðà, ïðè êîòîðîì òî÷êà N ñîâïàäåò ñ òî÷êîé D, òîãäà Ì – âíóòðåííÿÿ òî÷êà îòðåçêà ÀD (ñì. ðèñ. 7à). Ñëåäîâàòåëüíî, ÀÌ + MN = AN = NC, òî åñòü èç îòðåçêîâ ÀÌ, MN è NC íåëüçÿ ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.


�EMBED PBrush���


Ðèñ. 7á


2) Äîêàæåì, ÷òî åñëè �EMBED Equation.DSMT4��� < ( < (, òî óñëîâèå çàäà÷è òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íà îòðåçêå ÀÑ òî÷êó K òàêóþ, ÷òî (KBC = (, òîãäà K ëåæèò ìåæäó À è D (ñì. ðèñ. 7á).


�EMBED PBrush���


Ðèñ. 7â


Äëÿ êàæäîãî ( èç ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîìåæóòêà ïîëîæåíèå òî÷êè K ôèêñèðîâàíî, ïîýòîìó íà îòðåçêå ÀÑ íàéäåòñÿ òî÷êà N ðàñïîëîæåííàÿ òàê, ÷òî NC < KD è (NBC < (ABK. Òî÷êà Ì â ýòîì ñëó÷àå ëåæèò íà îòðåçêå AK, ïðè÷åì (MBK = (NBC. Òîãäà MN > KN = KC – NC > KC – KD = CD = �EMBED Equation.DSMT4���ÀÑ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÀÌ + NC < �EMBED Equation.DSMT4���ÀÑ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç îòðåçêîâ ÀÌ, MN è NC íåëüçÿ ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.


3) Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè ( = �EMBED Equation.DSMT4���, òî óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèÿ ïðîæåêòîðà, (ABM + (ÑBN = �EMBED Equation.DSMT4��� (ñì. ðèñ. 7â). Ïóñòü òî÷êà Ð – îáðàç òî÷êè À ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÂÌ. Òîãäà, òàê êàê BP = BA = BC è (PBN = (ÑBN, òî ýòà æå òî÷êà Ð ÿâëÿåòñÿ è îáðàçîì òî÷êè Ñ ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BN. Ñëåäîâàòåëüíî, ÐÌ = ÀÌ è PN = CN. Îòðåçêè ÐÌ, PN è MN îáðàçóþò òðåóãîëüíèê PMN, ïîýòîìó èç îòðåçêîâ ÀÌ, CN è MN òàêæå ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.





4.3. Âàñÿ è Ïåòÿ çàïîëíÿëè êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê, â êîòîðîì  m ñòðîê è n ñòîëáöîâ (m > 1, n > 1) ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî mn. Ñíà÷àëà ýòî ñäåëàë Âàñÿ, äâèãàÿñü ñâåðõó âíèç ïî ñòðîêàì è çàïîëíÿÿ êàæäóþ ñòðî÷êó ñëåâà íàïðàâî. Ïîòîì ýòî ñäåëàë Ïåòÿ, êîòîðûé äâèãàëñÿ ñëåâà íàïðàâî ïî ñòîëáöàì, çàïîëíÿÿ êàæäûé ñòîëáåö ñâåðõó âíèç. Ñêîëüêî îêàçàëîñü êëåòîê, â êîòîðûõ çàïèñàíû äâà îäèíàêîâûõ ÷èñëà?
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Îòâåò: ÍÎÄ(m – 1; n – 1) + 1.


Ðàññìîòðèì êëåòêó, ñòîÿùóþ â ñòðîêå ñ íîìåðîì x è ñòîëáöå ñ íîìåðîì y (ñì. ðèñ. 8). Â ýòîé êëåòêå Âàñÿ ïîñòàâèë ÷èñëî (x – 1)n + y, à Ïåòÿ – ÷èñëî (y – 1)m + x. Ïî óñëîâèþ ýòè ÷èñëà ðàâíû, ïîýòîìó (x – 1)n + y = (y – 1)m + x ( xn – n – x = ym – m – y ( xn – n – x + 1 = ym – m – y + 1 ((x – 1)(n – 1) = (y – 1)(m – 1).


Ðèñ. 8


Ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî ïàð öåëûõ ÷èñåë (x; y) òàêèõ, ÷òî 1 ( x ( m, 1 ( y ( n, è óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîëó÷åííîìó óðàâíåíèþ. 


Çàìåòèì, ÷òî, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé m è n, ðåøåíèÿìè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ (1; 1) è (m; n), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé è ïîñëåäíåé êëåòêàì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íèêàêèå äðóãèå êëåòêè â êðàéíèõ ñòðîêàõ è êðàéíèõ ñòîëáöàõ èñêîìûìè áûòü íå ìîãóò.


Ïóñòü 1 < x < m è 1 < y < n, òîãäà çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå: �EMBED Equation.DSMT4���. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äðîáü �EMBED Equation.DSMT4��� íåñîêðàòèìà, òî åñòü ÍÎÄ(m – 1; n – 1) = 1, òî â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîìåæóòêàõ ðåøåíèé íåò. 


Ïóñòü ÍÎÄ(m – 1; n – 1) = k ( 1. Òîãäà m – 1 = km0; n – 1 = kn0, ãäå ÍÎÄ(m0; n0) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Equation.DSMT4���. Â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîìåæóòêàõ ýòî óðàâíåíèå èìååò ðîâíî k – 1 ðåøåíèå: (m0 + 1; n0 + 1); (2m0 + 1; 2n0 + 1); ...; ((k – 1)m0 + 1; (k – 1)n0 + 1). 


Îòìåòèì, ÷òî âñå èñêîìûå êëåòêè ïåðåñåêàþòñÿ äèàãîíàëüþ äàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.








Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


5.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: �EMBED Equation.DSMT4���.


Îòâåò: (�EMBED Equation.DSMT4���; 1; �EMBED Equation.DSMT4���). 


Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî (a – b)2 ( 0 ( a2 + b2 ( 2ab ( �EMBED Equation.DSMT4���, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ò. è ò. ò., êîãäà a = b. 


Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûì íåðàâåíñòâîì äëÿ êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà �EMBED Equation.DSMT4���, �EMBED Equation.DSMT4��� = 1 è �EMBED Equation.DSMT4���. Ñêëàäûâàÿ ýòè òðè íåðàâåíñòâà ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Equation.DSMT4���, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, ò. è ò. ò., êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ òðè óñëîâèÿ:�EMBED Equation.DSMT4���, �EMBED Equation.DSMT4���, �EMBED Equation.DSMT4���. Ðåøàÿ ýòè 


óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì: �EMBED Equation.DSMT4��� ( �EMBED Equation.DSMT4���.


Îòìåòèì, ÷òî â íà÷àëüíîé ôàçå ðåøåíèÿ ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü òàêæå íåðàâåíñòâî �EMBED Equation.DSMT4��� î ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ: �EMBED Equation.DSMT4���, ãäå à > 0. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà �EMBED Equation.DSMT4��� è íåïðåðûâíà âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà. Òàê êàê �EMBED Equation.DSMT4���, òî f’(t) = 0 ïðè �EMBED Equation.DSMT4���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(t) – íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ è �EMBED Equation.DSMT4���, ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Equation.DSMT4��� ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè. 


Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Equation.DSMT4���, �EMBED Equation.DSMT4��� 1 è �EMBED Equation.DSMT4���. Òîãäà �EMBED Equation.DSMT4���, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ôóíêöèé: x = �EMBED Equation.DSMT4���; y = 1; z = �EMBED Equation.DSMT4���. 


Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîèñêå íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íåÿâíîì âèäå èñïîëüçîâàëàñü òàêæå îäíîñòîðîííÿÿ íåïðåðûâíîñòü íà êîíöàõ ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà.





�EMBED PBrush���


5.2. Òðåóãîëüíèê ÀÂÑ âïèñàí â îêðóæíîñòü. Òî÷êà X – ñåðåäèíà äóãè ÀÂ, íå ñîäåðæàùåé âåðøèíó Ñ, à òî÷êà Y – ñåðåäèíà äóãè ÂÑ, íå ñîäåðæàùåé âåðøèíó À. Ïðÿìàÿ XY ïåðåñåêàåò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà â òî÷êàõ K è L. Òî÷êà I – öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ. Äîêàæèòå, ÷òî BKIL – ðîìá.


Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ, îïèñàííóþ â óñëîâèè çàäà÷è (ñì. ðèñ. 9). Ëó÷è AY è CX ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ À è Ñ äàííîãî òðåóãîëüíèêà, çíà÷èò I – òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ, à ëó÷ BI ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà ÀÂÑ. Òàê êàê ðàâíû äóãè XA è XB, òî ðàâíû âïèñàííûå óãëû AYX è BYX. Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà äóã YC è YB ñëåäóåò, ÷òî (ÑXY = (BXY. 


Ðèñ. 9


Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè XYI è XYB ðàâíû (ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì óãëàì).


Ïóñòü Î – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ BI è KL. Òîãäà áèññåêòðèñà XO ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà BXI ÿâëÿåòñÿ åãî âûñîòîé è ìåäèàíîé. Àíàëîãè÷íî, áèññåêòðèñà YO ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà BYI òàêæå ÿâëÿåòñÿ åãî âûñîòîé è ìåäèàíîé. 


Òàêèì îáðàçîì, â ÷åòûðåõóãîëüíèêå BKIL äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿðíû è â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê – ðîìá.


Îòìåòèì, ÷òî ïîïóòíî áûëè ïðàêòè÷åñêè äîêàçàíû åùå äâà ôàêòà, èìåþùèå øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷. 


1) Â ðàññìîòðåííîé êîíôèãóðàöèè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî XA = XB = XI (òàê íàçûâàåìàÿ òåîðåìà î “òðèëèñòíèêå”). 


2) Âûñîòû òðåóãîëüíèêà XYZ, ãäå Z – ñåðåäèíà äóãè ÀÑ, ëåæàò íà òåõ æå ïðÿìûõ, ÷òî è áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, à öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ÀÂÑ, ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà XYZ.





5.3. Äâà ïëîâöà, ñòàðòîâàâ èç ðàçíûõ òî÷åê ñ îäíîãî áåðåãà îçåðà, ñòðåìÿòñÿ äîïëûòü äî áóéêà, äâèãàÿñü ïðÿìîëèíåéíî ïî íàïðàâëåíèþ ê íåìó ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè. Â 10 ÷àñîâ 35 ìèíóò ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîâöàìè áûëî 300 ìåòðîâ, â 10 ÷ 36 ìèí îíî ñîêðàòèëîñü äî 200 ìåòðîâ, à â 10 ÷ 37 ìèí ñòàëî ðàâíûì 100 ìåòðîâ. Âåðíî ëè, ÷òî ïëîâöû ïðèïëûâóò ê áóéêó îäíîâðåìåííî?


Îòâåò: äà, âåðíî.
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Ðèñ. 10à


Ïåðâûé ñïîñîá (“àëãåáðàè÷åñêèé”). Ïóñòü áóåê ðàñïîëàãàåòñÿ â òî÷êå Î, à ïëîâöû äâèæóòñÿ ïî ïðÿìûì à è b, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ýòó òî÷êó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ïëîâöû íàõîäèëèñü â òî÷êàõ À è Â (ñì. ðèñ. 10à). Ïóñòü òàêæå |OA| = S1 (ì), |OB| = S2 (ì), à ñêîðîñòè ïëîâöîâ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî V1 ì/ìèí è V2 ì/ìèí. Òîãäà ÷åðåç t ìèíóò ïëîâöû áóäóò íàõîäèòñÿ â òî÷êàõ A’ è B’, ïðîéäÿ V1t ìåòðîâ è V2t ìåòðîâ ñîîòâåòñòâåííî. 


Èç òðåóãîëüíèêà À’OB’ ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ïîëó÷èì, ÷òî |A’B’|2 = �EMBED Equation.DSMT4��� – �EMBED Equation.DSMT4���. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî çàâèñèìîñòü êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïëîâöàìè îò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé. 


Ïóñòü åå óðàâíåíèå f(t) = at2 + bt + c. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â 10 ÷ 35 ìèí t = 0, òîãäà f(0) = 90000. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è òàêæå ñëåäóåò, ÷òî f(1) = 40000 è f(2) = 10000. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(0) = c, f(1) = a + b + c è f(2) = 4a + 2b + c, ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó óðàâíåíèé: �EMBED Equation.DSMT4���. Ðåøàÿ åå, ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Equation.DSMT4���. 


Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ èìååò âèä: f(t) = 10000(t2 – 6t + 9) = 10000(t – 3)2. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî 0, ïðè÷åì äîñòèãàåòñÿ îíî ïðè t = 3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â 10 ÷àñîâ 38 ìèíóò îáà ïëîâöà äîñòèãíóò áóéêà.
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Ðèñ. 10á


Âòîðîé ñïîñîá (“ãåîìåòðè÷åñêèé”). Ïóñòü áóåê ðàñïîëàãàåòñÿ â òî÷êå Î, à ïëîâöû äâèæóòñÿ ïî ïðÿìûì à è b, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ýòó òî÷êó. Ðàññìîòðèì òðè ïîëîæåíèÿ À, Â è Ñ îäíîãî èç ïëîâöîâ íà ïðÿìîé à, óêàçàííûå â óñëîâèè çàäà÷è, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîëîæåíèÿ À’, B’ è Ñ’ äðóãîãî ïëîâöà íà ïðÿìîé b (ñì. ðèñ. 10á). Èç ïðèâåäåííûõ ÷èñëîâûõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà Â ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà ÀÑ, à òî÷êà Â’ – ñåðåäèíîé îòðåçêà À’C’. Êðîìå òîãî, �EMBED Equation.DSMT4���. 


Òàê êàê �EMBED Equation.DSMT4���, òî �EMBED Equation.DSMT4���, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ò. è ò. ò., êîãäà �EMBED Equation.DSMT4���. Ñëåäîâàòåëüíî, â íàøåì ñëó÷àå, ïðÿìûå AA’, BB’ è ÑÑ’ ïàðàëëåëüíû, ïîýòîìó �EMBED Equation.DSMT4���. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîâöû äîñòèãíóò òî÷êè Î îäíîâðåìåííî.


�EMBED PBrush���


Ðèñ. 10â


Òðåòèé ñïîñîá (“ôèçè÷åñêèé”). Ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ îäíèì èç ïëîâöîâ. Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îäèí ïëîâåö íåïîäâèæåí, à äðóãîé äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåãî ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî. 


Ïóñòü Ì – ïîëîæåíèå ïåðâîãî ïëîâöà, òðè ïîëîæåíèÿ âòîðîãî ïëîâöà, óêàçàííûå â óñëîâèè çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì À, Â è Ñ íà ïðÿìîé à, à ïåðïåíäèêóëÿð MD ê ïðÿìîé à äëèíû d ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåìó âîçìîæíîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïëîâöàìè (ñì. ðèñ. 10â). Èç ïðèâåäåííûõ ÷èñëîâûõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà Â ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà ÀÑ. 


Äàëåå ìîæíî äåéñòâîâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð: 


1) Âûðàçèòü ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ðàññòîÿíèÿ DA, DB è DC è ñîñòàâèòü óðàâíåíèå: �EMBED Equation.DSMT4���, ãäå |ÀÌ| = 100; |BM| = 200; |CM| = 300. Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî d = 0.


2) Èñïîëüçîâàòü, ÷òî ÂÌ – ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ÀÌÑ, ïîýòîìó �EMBED Equation.DSMT4���. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî �EMBED Equation.DSMT4���. Çíà÷èò òðåóãîëüíèêà ÀÌÑ íå ñóùåñòâóåò è òî÷êà Ì ëåæèò íà ïðÿìîé à, òî åñòü d = 0.


Íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîâöàìè ðàâíî íóëþ, òî åñòü íàéäåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé ïëîâöû îêàæóòñÿ îäíîâðåìåííî. Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è, èìåííî â ýòîé òî÷êå ðàñïîëîæåí áóåê.


Îòìåòèì, ÷òî åñëè “ðàçðåøèòü” ïëîâöàì ñòàðòîâàòü ñ ðàçíûõ áåðåãîâ, òî îòâåò ìîæåò ñòàòü èíûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òî÷êè ñòàðòà è áóåê ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî ïëîâöû âñòðåòÿòñÿ â 10 ÷àñîâ 38 ìèíóò, íî ïðè ýòîì îäèí èç íèõ ìîæåò åùå íå äîïëûòü äî áóéêà, à äðóãîé – äîñòèãíóòü åãî è ïðîïëûòü äàëüøå.


�PAGE  �9�














