9 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Ïðî êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ôóíêöèè ó = kõ + b èçâåñòíî, ÷òî k + b > 0, à 2k + b < 0. Ìîæåò ëè ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ïåðåñåêàòü îñü àáñöèññ â òî÷êå õ = 3?


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: íåò, íå ìîæåò.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ãðàôèêîì ëèíåéíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ëèáî ñîâïàäàåò ñ îñüþ x, ëèáî èìååò ñ íåé íå áîëåå îäíîé îáùåé òî÷êè. 


Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî k + b = y(1) > 0, à 2k + b = y(2) < 0, òî åñòü ãðàôèê ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ â òî÷êå x0((1; 2) (ñì. ðèñ. 1). 


Ðèñ. 1


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü (3; 0) – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ àáñöèññ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 3k + b = 0. Òàê êàê 3k + b = 2k + (k + b) = k + (2k + b), òî èç óñëîâèÿ k + b > 0 ñëåäóåò, ÷òî 2k < 0, à èç óñëîâèÿ 2k + b < 0 ñëåäóåò, ÷òî k > 0. 


Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî.


�





1.2. Êàæäàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà èìååò ñ îêðóæíîñòüþ ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò âåðøèíû. Îáÿçàòåëüíî ëè ýòà îêðóæíîñòü – âïèñàííàÿ?


Ðèñ. 2


Îòâåò: íåò, íå îáÿçàòåëüíî.


Íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 2.
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Ðèñ. 3


1.3. Ìîæíî ëè íà íåêîòîðûå êëåòêè äîñêè 6(6 ïîëîæèòü ïî êàìåøêó òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî êàìåøêîâ â êàæäîé ãîðèçîíòàëè áûëî ÷åòíî, à êîëè÷åñòâî êàìåøêîâ â êàæäîé âåðòèêàëè – íå÷åòíî?


Îòâåò: äà, ìîæíî.


Íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 3. Â êàæäîì ñòîëáöå äîñêè – ïî îäíîìó êàìåøêó, à â êàæäîé ñòðîêå – ëèáî 2 êàìåøêà, ëèáî 0.




















Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Ñîêðàòèòå äðîáü � EMBED Equation.2  ���, åñëè èçâåñòíî, ÷òî � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: �EMBED Equation.3���.


Ïåðâûé ñïîñîá. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���. 


Òîãäà: �EMBED Equation.3���.


Âòîðîé ñïîñîá. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâàæäû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå �EMBED Equation.3���, â ÷èñëèòåëå äðîáè ïðèáàâèì è âû÷òåì b2, à â çíàìåíàòåëå äðîáè – à2: �EMBED Equation.3��� �EMBED Equation.3���.


2.2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îòíîøåíèå ðàäèóñîâ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé ðàâíî 2 : 5. Íàéäèòå îòíîøåíèå êàòåòîâ.


�


Ðèñ. 4


Îòâåò: 3 : 4.


Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå áîëüøèé êàòåò ðàâåí à, ìåíüøèé êàòåò – b, ãèïîòåíóçà ðàâíà ñ. Òîãäà ðàäèóñ R îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí �EMBED Equation.3���, à ðàäèóñ r âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí � EMBED Equation.2  ����EMBED Equation.3���. Âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì çàäà÷è è òåîðåìîé Ïèôàãîðà, ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé: �EMBED Equation.3���.


Îáîçíà÷èì: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� (x > y). Òîãäà �EMBED Equation.3���.


Ïî òåîðåìå, îáðàòíîé òåîðåìå Âèåòà, ÷èñëà x è y ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ �EMBED Equation.3���. Ðåøèâ åãî, ïîëó÷èì, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Equation.3���, òî åñòü äàííûé òðåóãîëüíèê – åãèïåòñêèé.


Ôîðìóëó � EMBED Equation.2  ���, èñïîëüçîâàííóþ â ðåøåíèè çàäà÷è, ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, òàê. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ñ ïðÿìûì óãëîì Ñ. Ïóñòü I – öåíòð åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè, À1 è Â1 – òî÷êè åå êàñàíèÿ ñ êàòåòàìè ÂÑ è ÀÑ (ñì. ðèñ. 4). Òîãäà IA1CB1 – êâàäðàò, ÂÀ1 = à – r, AB1 = b – r. Èç ðàâåíñòâà êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê îêðóæíîñòè èç îäíîé òî÷êè, ñëåäóåò, ÷òî ÂÀ1 + AB1 = ñ. 





2.3. Â êëåòêè òàáëèöû 3(3 ðàññòàâëåíû âñå öèôðû îò 1 äî 9 è ïîäñ÷èòàíà ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òàêèõ ñóìì ìîãëî áûòü òî÷íûìè êâàäðàòàìè?


1�
2�
6�
9�
�
3�
4�
9�
16�
�
5�
7�
8�
20�
�
Îòâåò: äâå ñóììû. 


Â âèäå ñóìì òðåõ öèôð îò 1 äî 9 ìîæíî ïðåäñòàâèòü òîëüêî äâà òî÷íûõ êâàäðàòà: 9 è 16, òàê êàê 4 < 1 + 2 + 3, à  25 > 7 + 8 + 9. Çíà÷èò, òðè ñóììû â ñòðîêàõ ìîãóò îêàçàòüñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî èç ÷èñåë 9 èëè 16 ïîâòîðèòñÿ õîòÿ áû äâàæäû. Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ñóììà âñåõ öèôð îò 1 äî 9 ðàâíà 45, íî 9 + 9 + 16 < 9 + 16 + 16 < 45, à 16 + 16 + 16 > 45.


Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ äâóõ ñóìì, ÿâëÿþùèõñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè, ïîêàçàí â òàáëèöå.





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Ïðåäñòàâüòå ìíîãî÷ëåí 3x4 + 1 â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ òðåõ ìíîãî÷ëåíîâ íåíóëåâîé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.


Îòâåò: íàïðèìåð, 3x4 + 1 = (x2 + x)2 + (x2 – x)2 + (x2 – 1)2.


Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå – åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ëþáîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ íà åìó ïðîòèâîïîëîæíûé). 


Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 3x4 + 1 = P2(x) + Q2(x) + R2(x), ãäå P, Q è R – ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà êàæäûé èç íèõ äîëæåí èìåòü âòîðóþ ñòåïåíü, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè x2 ó êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà äîëæåí áûòü ðàâåí (1. Êðîìå òîãî, òîëüêî îäèí èç ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæåò èìåòü ñâîáîäíûé ÷ëåí, îòëè÷íûé îò íóëÿ, êîòîðûé äîëæåí áûòü ðàâåí (1. 


Òàêèì îáðàçîì, P(x) = (x2 + ax; Q(x) = (x2 + bx; R(x) = ( x2 + cx ( 1. Òîãäà P2(x) + Q2(x) + R2(x) = 3x4 ( 2(a ( b ( c)x3 + (a2 + b2 + c2 ( 2)x2 ( 2cx + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî à è b – öåëûå ÷èñëà, ïîëó÷èì: ñ = 0; a = (1; b = (1.


Ïðè ýòîì â ëåâîé ÷àñòè âòîðîãî ðàâåíñòâà äîëæíî ñòîÿòü ÷èñëî –2, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R(x) = ((x2 – 1); P(x) = ((x2 + x); Q(x) = ((x2 – x), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.





� EMBED PBrush  ���


3.2. Äàí òðåóãîëüíèê ÀÂÑ. Íà ëó÷àõ ÀÂ è ÀÑ (âíå òðåóãîëüíèêà) ïîñòðîåíû òî÷êè À1 è À2 ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî ÂÀ1 = ÑÀ2 = ÂÑ. À0 – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ ÂÀ2 è ÑÀ1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç À0 ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé ÂÑ, ñîäåðæèò öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. (Íàïîìíèì, ÷òî âíåâïèñàííîé íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.)


Ïóñòü I – öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, Ia – öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû ÂÑ (ñì. ðèñ. 5 à, á).


Ðèñ. 5à


�


Ïåðâûé ñïîñîá. ÂIa è ÑIa – áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ Â è Ñ äàííîãî òðåóãîëüíèêà. Ïî óñëîâèþ, òðåóãîëüíèêè À1BC è À2CB – ðàâíîáåäðåííûå, ïîýòîìó ÂIa(À1C è ÑIa(À2Â (ñì. ðèñ. 5à). Ñëåäîâàòåëüíî, Ia – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ âûñîò òðåóãîëüíèêà À0BC, çíà÷èò òðåòüÿ âûñîòà ýòîãî òðåóãîëüíèêà ëåæèò íà ïðÿìîé À0Ia, òî åñòü À0Ia(ÂC, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


Âòîðîé ñïîñîá. Òàê êàê òðåóãîëüíèê À1ÂÑ – ðàâíîáåäðåííûé, òî �EMBED Equation.3���, òî åñòü îòðåçîê À1Ñ ïàðàëëåëåí áèññåêòðèñå BI (ñì. ðèñ. 5á). Àíàëîãè÷íî, îòðåçîê À2B ïàðàëëåëåí áèññåêòðèñå ÑI. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê À0BIC ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì. 


Ðèñ. 5á


Ïîýòîìó îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷åê I è À0 íà îòðåçîê �EMBED Equation.3���, ðàâíîóäàëåíû îò åãî ñåðåäèíû – òî÷êè A’. Ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíîé ÂÑ, ïîýòîìó ðàäèóñ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó À0 ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ÂÑ.


Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïðÿìàÿ ñîäåðæèò öåíòð Ia âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè.





3.3. Ìîæíî ëè ÷èñëà 1, 2, ..., 20 ðàññòàâèòü â âåðøèíàõ è ñåðåäèíàõ ðåáåð êóáà òàê, ÷òîáû êàæäîå ÷èñëî, ñòîÿùåå â ñåðåäèíå ðåáðà, ðàâíÿëîñü ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà êîíöàõ ýòîãî ðåáðà?


Îòâåò: íåò, íåëüçÿ.


×èñëà, ñòîÿùèå íà êîíöàõ êàæäîãî ðåáðà, äîëæíû áûòü îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, èíà÷å èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå íå áóäåò öåëûì. Çíà÷èò, ÷èñëà, ñòîÿùèå â âåðøèíàõ êóáà, ëèáî âñå ÷åòíûå, ëèáî âñå íå÷åòíûå. Òîãäà, õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë 1 èëè 20 (íàèìåíüøåå èëè íàèáîëüøåå) äîëæíî ñòîÿòü â ñåðåäèíå êàêîãî-òî ðåáðà. Íî, åñëè à ( b, òî à ( � EMBED Equation.2  ��� ( b, òî åñòü ÷èñëà 1 è 20 íå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ñðåäíèìè àðèôìåòè÷åñêèìè íèêàêèõ äâóõ èç äàííûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåìàÿ ðàññòàíîâêà íåâîçìîæíà.





×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Íàéäèòå âñå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x(x + 1)2 + y(y + 1)2 = 8xy.


Îòâåò: (1; 1).


Ïåðâûé ñïîñîá. Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðèáàâèì è âû÷òåì âûðàæåíèå 4x2 +4ó2. Ïîëó÷èì: x(x + 1)2 – 4x2 +y(y + 1)2 – 4ó2 + 4x2 + 4ó2 – 8xy = 0 ( x(x2 + 2õ +1) – 4x2 + y(y2 + 2ó + 1) – 4ó2 + 4(x2 + ó2 – 2xy) = 0 ( x(x2 – 2õ+1) + y(y2 – 2ó + 1) + 4(x – ó)2 = 0 ( x(x – 1)2 + y(y – 1)2 + 4(x – ó)2 = 0.


Òàê êàê õ è ó – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ, ïîëó÷åííûõ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, íåîòðèöàòåëüíî. Èõ ñóììà ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, òî åñòü, åñëè õ = ó = 1.


Âòîðîé ñïîñîá. Äëÿ ëþáûõ õ è ó âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà: (x + 1)2 ( 4x è (y + 1)2 ( 4y. Òîãäà, ïðè x > 0 è y > 0 x(x + 1)2 + y(y + 1)2 ( 4x2 + 4y2 ( 8xy, òàê êàê x2 + y2 ( 2xy.


Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ò. è ò. ò., êîãäà õ = ó = 1.


Òðåòèé ñïîñîá. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x > 0 è y > 0, ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà âûðàæåíèå 2xy. Ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���. 


Îöåíèì ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì, à òàêæå íåðàâåíñòâî î ñóììå äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ ÷èñåë: � EMBED Equation.2  ��� = 


�


= � EMBED Equation.2  ��� ( 2 + 2 = 4. Ðàâåíñòâî âîçìîæíî ò. è ò. ò., êîãäà õ = ó = 1.





4.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíû âûñîòû ÀÀ1, BB1 è CC1. ×åðåç âåðøèíû À, Â è Ñ ïðîõîäÿò ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îòðåçêàì B1C1, C1À1 è À1B1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.


Äîêàæåì, ÷òî ýòè ïðÿìûå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ â öåíòðå Î îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ (ñì. ðèñ. 6 à, á). Ïóñòü Í – îðòîöåíòð (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò) òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.


Ðèñ. 6à


Ïåðâûé ñïîñîá. Òðåóãîëüíèê ÂÎÀ – ðàâíîáåäðåííûé, (ÂÎÀ = 2(ÂÑÀ, ïîýòîìó, �EMBED Equation.3��� (ñì. ðèñ. 6à).


Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî (HC1A = (HB1A = 90(, ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê AC1HB1 – âïèñàííûé. Ñëåäîâàòåëüíî, (AC1B1 = (AHB1 = 90( – (A1AC = (C. Òàêèì îáðàçîì, â òðåóãîëüíèêå ÀÑ1Ð (Ð – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ÀÎ è Â1Ñ1) ñóììà äâóõ óãëîâ ðàâíà 90(, òî åñòü ÀÎ(Â1Ñ1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÂÎ(Ñ1À1 è ÑÎ(À1Â1.


Ðàâåíñòâî óãëîâ AC1B1 è ÀÑÂ ìîæíî ïîëó÷èòü èíà÷å, íàïðèìåð, èç òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèêè AB1C1 è ÀÂÑ ïîäîáíû (îáùèé óãîë À è ïðîïîðöèîíàëüíîñòü äâóõ ñòîðîí).


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì òî÷êè À2, Â2 è Ñ2, ñèììåòðè÷íûå òî÷êå Í îòíîñèòåëüíî ñòîðîí ÂÑ, ÀÑ è ÀÂ ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 6á). Ýòè òî÷êè ëåæàò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Êðîìå òîãî, òðåóãîëüíèê À2Â2Ñ2 ïîëó÷àåòñÿ èç òðåóãîëüíèêà À1Â1Ñ1 ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì Í è êîýôôèöèåíòîì 2, ïîýòîìó ñòîðîíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû.


�


Äîêàçàâ (îäíèì èç óæå ïðåäëîæåííûõ ñïîñîáîâ) ðàâåíñòâî (ÂÀ1Ñ1 = (ÂÀÑ = (ÑÀ1Â1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÀÀ1(ÂÑ, ïîëó÷èì, ÷òî (ÀÀ1Ñ1 = ( ÀÀ1Â1, ïîýòîìó òî÷êà À ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé äóãè Â2Ñ2. Ñëåäîâàòåëüíî, ÎÀ(Â2Ñ2, òî åñòü ÀÎ(Â1Ñ1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÂÎ(Ñ1À1 è ÑÎ(À1Â1.


Ðèñ. 6á


Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà óòâåðæäåíèå çàäà÷è òàêæå ñïðàâåäëèâî. Áîëåå òîãî, êàê ñëåäóåò èç ïåðâîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ, ïðÿìûå ÀÎ è ÀÍ îáðàçóþò ðàâíûå óãëû ñî ñòîðîíàìè ÀÂ è ÀÑ ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî, ïðÿìûå ÂÎ è ÂÍ îáðàçóþò ðàâíûå óãëû ñî ñòîðîíàìè ÂÑ è ÂÀ, à ïðÿìûå ÑÎ è ÑÍ – ñî ñòîðîíàìè ÑÂ è ÑÀ. Òàêèå òî÷êè Î è Í íàçûâàþò èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûìè îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.


Îáùåå óòâåðæäåíèå ôîðìóëèðóåòñÿ òîãäà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü òî÷êè Ð è Q – èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûå îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, à òðåóãîëüíèê ÀÐÂÐÑÐ îáðàçîâàí îñíîâàíèÿìè ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç Ð íà ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ (ïåäàëüíûé òðåóãîëüíèê). Òîãäà ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñ òî÷êîé Q, ïåðïåíäèêóëÿðíû ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ÀÐÂÐÑÐ.





4.3. Íà êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íóëåé ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ ïðîèçâåäåíèå òðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 407?


Îòâåò: íà øåñòü íóëåé.


Íàïðèìåð, 250 + 125 + 32 = 407 è 250(125(32 = 56(26 = 106 = 1000000. Äîêàæåì, ÷òî áîëüøå øåñòè íóëåé áûòü íå ìîæåò.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçëîæèì èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Åñëè íà åãî êîíöå áîëüøå øåñòè íóëåé, òî îíî äîëæíî ñîäåðæàòü ìíîæèòåëü 5 íå ìåíåå, ÷åì â ñåäüìîé ñòåïåíè. Ïðè ýòîì êàæäîå èç òðåõ äàííûõ ÷èñåë ìîæåò ñîäåðæàòü ìíîæèòåëü 5 íå áîëåå, ÷åì â òðåòüåé ñòåïåíè, òàê êàê 54 = 625 > 407. Ïðè÷åì, åñëè äâà ñëàãàåìûõ äåëÿòñÿ íà 5, òî òðåòüå ñëàãàåìîå íà 5 íå äåëèòñÿ, òàê êàê èõ ñóììà 407 íå äåëèòñÿ íà 5. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæèòåëü 5 ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå, ÷åì â òðåòüåé ñòåïåíè, è íå áîëåå, ÷åì â äâóõ ñëàãàåìûõ, òî åñòü ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò åãî íå áîëåå, ÷åì â øåñòîé ñòåïåíè.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü à, b è ñ – òðè äàííûõ ÷èñëà, òîãäà � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, abc < 2003 = 8000000, òî åñòü ïðîèçâåäåíèå íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå øåñòè íóëåé.








Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


5.1. Èçâåñòíî, ÷òî {x}([x] = 100. Íàéäèòå [x2] – [x]2. 


Íàïîìíèì, ÷òî [x] (öåëàÿ ÷àñòü x) – íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x; {x}((äðîáíàÿ ÷àñòü x) – ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì x è åãî öåëîé ÷àñòüþ.


Îòâåò: 200. 


Òàê êàê x = [x] + {x}, òî [x2] = [([x] + {x})2] = [[x]2 + 2[x]{x} + {x}2] = [[x]2 + 200 + {x}2]. Êðîìå òîãî, ÷èñëî [x]2 + 200 – öåëîå, à 0 < {x}2 <1. Ñëåäîâàòåëüíî, [[x]2 + 200 + {x}2] = [x]2 + 200. 


Òàêèì îáðàçîì, [x2] – [x]2 = 200.
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5.2. Êàæäûé óãîë øåñòèóãîëüíèêà ÀÂÑDEF ðàâåí 120(. Íàéäèòå DE è AF, åñëè ÀÂ = 3, ÂÑ = 4, CD = 5 è EF = 1. 


Ðèñ. 7


Îòâåò: DE = 6; AF = 8.


Ïðîäîëæèì ñòîðîíû ÀÂ, CD è EF äî èõ ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êàõ M, N è L (ñì. ðèñ. 7). Òîãäà â êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ MAF, BNC è DLE åñòü ïî äâà óãëà, ðàâíûõ 60(, òî åñòü ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíîñòîðîííèå. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê MNL – òàêæå ðàâíîñòîðîííèé.


Ïóñòü AF = x; DE = y. Òîãäà x + 3 + 4 = 4 + 5 + y = y + 1 + x, îòêóäà x = 8, y = 6. 











5.3. Ñðåäè ïåðâûõ 99 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âûáðàíî 50 ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî íèêàêèå äâà èç íèõ íå äàþò â ñóììå íè 99, íè 100. Íàéäèòå ñóììó âûáðàííûõ ÷èñåë.


Îòâåò: 3725.


Ðàçîáüåì ïåðâûå 99 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (êðîìå ÷èñëà 50) íà ïàðû òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ïàðå ðàâíÿëàñü 100: (1; 99), (2; 98), ..., (48; 52), (49; 51). 


Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî èç êàæäîé ïàðû ìîãëî áûòü âûáðàíî òîëüêî îäíî ÷èñëî, òàêèõ ïàð – 49, ïîýòîìó ÷èñëî 50 äîëæíî áûòü âûáðàíî îáÿçàòåëüíî. 


Òîãäà èç ïîñëåäíåé ïàðû íå ìîãëî áûòü âûáðàíî ÷èñëî 49 (èíà÷å 50 + 49 = 99), òî åñòü èç íåå âûáðàíî ÷èñëî 51. Çíà÷èò, èç ïðåäïîñëåäíåé ïàðû äîëæíî áûëî áûòü âûáðàíî ÷èñëî 52 (èíà÷å 48 + 51 = 99). Àíàëîãè÷íûì ðàññóæäåíèåì ïîëó÷èì, ÷òî èç ïðåäûäóùåé ïàðû âûáðàíî ÷èñëî 53, è òàê äàëåå, äî ÷èñëà 99, âûáðàííîãî èç ïåðâîé ïàðû. 


Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé íàáîð ÷èñåë âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî: 50, 51, ..., 99. Ñóììà ÷èñåë â òàêîì íàáîðå ðàâíà: 50 + 51 + ... + 99 = (50 + 99)(25 = 149(25 = 3725.
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