7 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè: 1 + 4a2b2 – (a2 + b2)2.


Îòâåò: (1 + a2 – b2)(1 – a2 + b2).


Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïåðåãðóïïèðóåì: 1 + 4a2b2 – (a2 + b2)2 = 1 + 4a2b2 – a4 – 2a2b2 – b4 = 1 – (a4 – 2a2b2 + b4) = 1 – (a2 – b2)2 = (1 + a2 – b2)(1 – a2 + b2). 





� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 1


1.2. Äâà óãëà òðåóãîëüíèêà ðàâíû 100( è 60(. Ïîêàæèòå, êàê åãî ðàçðåçàòü íà äâà ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà.


Îòâåò: ñì. ðèñ. 1.


Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ óãëû À è Â ðàâíû 60( è 100( ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà óãîë Ñ ðàâåí 20( (ñì. ðèñ. 1). Ïðîâåäåì îòðåçîê AD òàê, ÷òîáû (DAC = 20(. Òîãäà â êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ ADC è ABD åñòü ïî äâà ðàâíûõ óãëà, òî åñòü ýòè òðåóãîëüíèêè – ðàâíîáåäðåííûå.





1.3. Èç Ìîñêâû â Íåàïîëü ñàìîëåò âûëåòàåò â 9.20 ïî ìîñêîâñêîìó âðåìåíè, à ïðèëåòàåò â 11.30 ïî íåàïîëèòàíñêîìó. Èç Íåàïîëÿ â Ìîñêâó ñàìîëåò âûëåòàåò â 8.30 ïî íåàïîëèòàíñêîìó âðåìåíè, à ïðèëåòàåò â 14.40 ïî ìîñêîâñêîìó. Êàêîâà ðàçíèöà âî âðåìåíè ìåæäó Ìîñêâîé è Íåàïîëåì?


Îòâåò: 2 ÷àñà.


Ïåðåëåò â îáå ñòîðîíû äëèòñÿ îäíî è òîæå âðåìÿ, íî èç-çà ñìåíû ÷àñîâîãî ïîÿñà âîçíèêàåò ðàçíèöà âî âðåìåíè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ îòëè÷àþòñÿ íà 2 ÷àñà 10 ìèíóò, à âî âòîðîì – íà 6 ÷àñîâ 10 ìèíóò. Òàê êàê â ïåðâîì ñëó÷àå ìû èç âðåìåíè ïåðåë¸òà âû÷èòàåì ðàçíèöó âî âðåìåíè, à âî âòîðîì – å¸ æå ïðèáàâëÿåì, òî ðàçíèöà âî âðåìåíè ìåæäó Ìîñêâîé è Íåàïîëåì ðàâíà: (6 ÷ 10ìèí – 2 ÷ 10 ìèí) : 2 = 2 (÷).


Òàêîé æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ � EMBED Equation.2  ���, ãäå x – èñêîìàÿ ðàçíèöà âî âðåìåíè (â ÷àñàõ). 








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Áàëäà äîãîâîðèëñÿ ñ ïîïîì îòðàáîòàòü íà íåãî ðîâíî ãîä è ðàñïëàòèòüñÿ ùåë÷êàìè ïî ëáó. Áàëäà ïðåäëîæèë, ÷òîáû çà êàæäûé îòðàáîòàííûé äåíü åìó äîáàâëÿëñÿ îäèí ùåë÷îê, à çà êàæäûé ïðîãóë âû÷èòàëîñü 10 ùåë÷êîâ. Ïîï æå íàñòàèâàë íà áîëåå õèòðîì (ïî åãî ìíåíèþ) âàðèàíòå: çà îòðàáîòàííûé äåíü íà÷èñëÿåòñÿ 12 ùåë÷êîâ, à çà ïðîïóùåííûé âû÷èòàåòñÿ àæ 121 ùåë÷îê. Ïî îêîí÷àíèè ñðîêà âûÿñíèëîñü, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîï äîëæåí ïîëó÷èòü îò Áàëäû îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî ùåë÷êîâ. Ñêîëüêî èìåííî? 


Îòâåò: 3 ùåë÷êà.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãîä íå âèñîêîñíûé. Ïóñòü Áàëäà x äíåé îòðàáîòàë, à (365 – x) äíåé ïðîãóëÿë, òîãäà ïî ñâîåìó ïðåäëîæåíèþ îí áóäåò èìåòü ïðàâî íà x – (365 – x)(10 = 11x – 365(10 ùåë÷êîâ, à ïî ïðåäëîæåíèþ ïîïà – íà 12x – (365 – x)(121 = 133x – 365(121 ùåë÷êîâ.


Ïîñêîëüêó â èòîãå âûÿñíèëîñü, ÷òî êîëè÷åñòâî ùåë÷êîâ â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäíî è òî æå, òî ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå 11x – 365(10 = 133x – 365(121. Óïðîñòèâ åãî, ïîëó÷èì: 122x = 365(111. Òàêîå óðàâíåíèå íå èìååò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé. 


Åñëè æå ãîä âèñîêîñíûé, òî, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì óðàâíåíèå 122x = 366(111, òî åñòü x = 333. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîï äîëæåí ïîëó÷èòü îò Áàëäû 333 – (366 – 333)(10 = 3 ùåë÷êà. 


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü Áàëäà îòðàáîòàë à äíåé è ïðîãóëÿë b äíåé, òîãäà a  – 10b = 12a – 121b. Óïðîùàÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì, ÷òî 11à = 111b. Ïîñêîëüêó ÷èñëà 11 è 111 – âçàèìíî ïðîñòûå, òî a êðàòíî 111, b êðàòíî 11. Òàê êàê à ( 366, òî à ìîæåò áûòü ðàâíî 111, 222 èëè 333. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ b: 11; 22; 33. Òîãäà ñóììà à + b (êîëè÷åñòâî äíåé â ãîäó) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 122, 244 è 366 ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî  ãîä áûë âèñîêîñíûì, òî åñòü à = 333, b = 33. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîïó ïðè÷èòàåòñÿ a  – 10b = 333 – 330 = 3 ùåë÷êà.


Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé îòâåò ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ ëèòåðàòóðíûì èñòî÷íèêîì: À.Ñ. Ïóøêèí, «Ñêàçêà î ïîïå è åãî ðàáîòíèêå Áàëäå». 
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Ðèñ. 2


2.2. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ ÀÂ è ÂÑ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âûáðàíû òî÷êè D è Å ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî BD = BE. Îòðåçêè ÀÅ è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F. Íàéäèòå óãîë AFC, åñëè óãîë ÅÀÑ ðàâåí 25(.


Îòâåò: 130(.


Òàê êàê ÀÂ = ÂÑ è BD = BE, òî AD = CE (ñì. ðèñ. 2). Êðîìå òîãî, (ÂÀÑ = (ÂÑÀ (óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà). Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ACD è CAE. Òàê êàê ó íèõ îáùàÿ ñòîðîíà ÀÑ, òî ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû (ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè). Ñëåäîâàòåëüíî, (DÑA = (EAÑ = 25(. Òîãäà èç òðåóãîëüíèêà AFC ïîëó÷èì, ÷òî (ÀFC = 180( – (25( + 25() = 130�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�.








2.3. Ìîæåò ëè ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë áûòü êâàäðàòîì êàêîãî-íèáóäü öåëîãî ÷èñëà?


Îòâåò: íåò, íå ìîæåò.


Ïóñòü òàêîå âîçìîæíî, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a2 + b2 = x2, ãäå a è b – ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà b2 = x2 – a2 = (x – a)(x + a). Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: x – a = x + a = b èëè x – a = 1; x + a = b2. 


Â ïåðâîì ñëó÷àå à = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå x = a + 1, òîãäà 2a + 1 = b2, òî åñòü 2a = (b – 1)(b + 1). Åñëè b = 2, òî a – íå öåëîå ÷èñëî, ñëåäîâàòåëüíî b – íå÷åòíîå. Òîãäà b – 1 è b + 1 ñîñåäíèå ÷åòíûå ÷èñëà, çíà÷èò, îäíî èç íèõ êðàòíî 2, à äðóãîå êðàòíî 4. Ñëåäîâàòåëüíî, 2a äåëèòñÿ íà 8, òî åñòü à äåëèòñÿ íà 4 – ïðîòèâîðå÷èå.


Ïîëó÷èâ, ÷òî a = x – 1, ìîæíî òàêæå áûëî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå è ïîëó÷èòü, ÷òî b = x – 1. Òîãäà a = b è èñõîäíîå ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä 2à2 = x2, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé à è x.








Òðåòèé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


3.1. Íåñêîëüêî ó÷åíèêîâ îòâå÷àëè íà óðîêå, è êàæäûé ïîëó÷èë íå íèæå òðîéêè. Àíÿ ïîëó÷èëà îòìåòêó, êîòîðàÿ íà 10 ìåíüøå, ÷åì ñóììà îòìåòîê îñòàëüíûõ; Áîðÿ ïîëó÷èë îòìåòêó, êîòîðàÿ íà 8 ìåíüøå, ÷åì ñóììà îòìåòîê îñòàëüíûõ; Âåðà – îòìåòêó, êîòîðàÿ íà 6 ìåíüøå, ÷åì ñóììà îòìåòîê îñòàëüíûõ. Ñêîëüêî ÷åëîâåê îòâå÷àëî íà óðîêå è êàêèå îòìåòêè îíè ïîëó÷èëè?


Îòâåò: îòâå÷àëî 4 ÷åëîâåêà; îäèí ïîëó÷èë «5», äâîå – «4», îäèí – «3». 


Ïóñòü S – ñóììà âñåõ ïîëó÷åííûõ îöåíîê, À – îöåíêà Àíè, Á – îöåíêà Áîðè, Â – îöåíêà Âåðû. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî: S – A = A + 10; S – Á = Á + 8; S – Â = Â + 6. Ñëåäîâàòåëüíî, S = 2A + 10 = 2Á + 8 = 2Â + 6. Çíà÷èò, B – Á = Á – À = 1. Òàê êàê äâîåê íå áûëî, òî âîçìîæåí òîëüêî îäèí âàðèàíò: À = 3, Á = 4, Â = 5. Ñëåäîâàòåëüíî, S = 16, òîãäà S – (A + Á + Â) = 4, òî åñòü åùå îäèí ó÷åíèê ïîëó÷èë îöåíêó «4».





3.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC: (A = 30(; BB1 è CC1 – âûñîòû; B2 è C2 –  ñåðåäèíû ñòîðîí AC è AB ñîîòâåòñòâåííî. Ïîä êàêèì óãëîì ïðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå B1Ñ2 è Ñ1B2?


Îòâåò: ïîä ïðÿìûì óãëîì.


Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÂ1, Â1Ñ2 – åãî ìåäèàíà (ñì. ðèñ. 3à). Ïî ñâîéñòâó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà Â1Ñ2 = � EMBED Equation.2  ���AB = ÀÑ2. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ÀÑ2Â1 – ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì 30( ïðè îñíîâàíèè, çíà÷èò, (AÑ2B1 = 120(. Àíàëîãè÷íî, Ñ1Â2 – ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀCC1 (ñì. ðèñ. 3á), ïîýòîìó Ñ1Â2 = � EMBED Equation.2  ���AÑ = ÀB2. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ÀÂ2Ñ1 – òàêæå ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì 30( ïðè îñíîâàíèè. 
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Ðèñ. 3â


Ðèñ. 3à


Ðèñ. 3á


Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê Ñ1Ñ2D, ãäå D – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ B1Ñ2 è Ñ1B2 (ñì. ðèñ. 3â). Ïóñòü (Ñ1DC2 = x. Ïî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíèêà x + 30( = 120(. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé óãîë ìåæäó ïðÿìûìè B1Ñ2 è Ñ1B2 ðàâåí 90(.
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Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî òðåóãîëüíèêà ÀÂ2Ñ1 ìîæíî áûëî ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèê Â2CC1 (ñì. ðèñ. 3á), â êîòîðîì Ñ1Â2 = � EMBED Equation.2  ���AÑ = ÑB2 è (ÀÑÑ1 = 90( – (ÂÀÑ = 60(. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò òðåóãîëüíèê – ðàâíîñòîðîííèé, çíà÷èò, �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�Ð�Ñ1B2Ñ = 60(. Òîãäà ïî òåîðåìå î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�Ð�Â1DB2 = 90(.





3.3. Â øêîëå ïðîøåë øàõìàòíûé òóðíèð, â êîòîðîì ó÷àñòâîâàëî 20 øàõìàòèñòîâ (êàæäûé ñûãðàë ñ êàæäûì îäèí ðàç). Ïîñëå ïîäâåäåíèÿ èòîãîâ îêàçàëîñü, ÷òî Òîëÿ ñ 9,5 î÷êàìè çàíÿë 19-å ìåñòî, íè ñ êåì åãî íå ðàçäåëèâ. Åäèíîëè÷íûì æå ïîáåäèòåëåì îêàçàëñÿ Âèòÿ. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî î÷êîâ íàáðàë êàæäûé ó÷àñòíèê. (Â øàõìàòàõ çà ïîáåäó ïðèñóæäàåòñÿ îäíî î÷êî, çà ïîðàæåíèå – 0 î÷êîâ, çà íè÷üþ – ïîë-î÷êà.)


Îòâåò: Âèòÿ íàáðàë �EMBED Equation.3��� î÷êîâ, Òîëÿ – �EMBED Equation.3��� î÷êîâ, çàíÿâøèé ïîñëåäíåå ìåñòî íàáðàë 0 î÷êîâ, à êàæäûé èç îñòàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ íàáðàë 10 î÷êîâ.


Îáùåå êîëè÷åñòâî ïàðòèé, ñûãðàííûõ â òóðíèðå, ðàâíî � EMBED Equation.2  ��� = 190. Ïîñêîëüêó â êàæäîé ïàðòèè ðàçûãðûâàåòñÿ îäíî î÷êî, òî ñóììà î÷êîâ, íàáðàííûõ âñåìè ó÷àñòíèêàìè, ðàâíà 190. Âû÷òåì î÷êè, íàáðàííûå Òîëåé: 190 – 9,5 = 180,5 – ñóììà î÷êîâ, íàáðàííûõ îñòàëüíûìè ó÷àñòíèêàìè. Ïîñêîëüêó 18 ÷åëîâåê îêàçàëèñü â òóðíèðíîé òàáëèöå âûøå Òîëè, òî êàæäûé èç íèõ íàáðàë íå ìåíåå, ÷åì 10 î÷êîâ, à â ñóììå îíè íàáðàëè íå ìåíåå 180 î÷êîâ. Îñòàâøèåñÿ ïîë-î÷êà îáÿçàí áûë íàáðàòü Âèòÿ, òàê êàê îí åäèíîëè÷íî çàíÿë ïåðâîå ìåñòî. 


Ïîêàæåì, ÷òî îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü êàæäûé ó÷àñòíèê âûèãðàë ó çàíÿâøåãî ïîñëåäíåå ìåñòî, Âèòÿ ïîáåäèë Òîëþ, à âñå îñòàëüíûå ïàðòèè çàêîí÷èëèñü âíè÷üþ.











×åòâåðòûé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


4.1. Ñðàâíèòå: 4005 – 3992(4003 + 2(4002 + 3(400 + 4) è 2000.


Îòâåò: ïåðâîå ÷èñëî ìåíüøå âòîðîãî.


Ïóñòü a = 400, òîãäà ïåðâîå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä: a5 – (a – 1)2(a3 + 2a2 + 3a + 4). Ïðåîáðàçóåì åãî: a5 – (a – 1)2(a3 + 2a2 + 3a + 4) = a5 – (a2 – 2a + 1)(a3 + 2a2 + 3a + 4) = a5 – a5 – 2a4 – 3a3 – 4a2 + 2a4 + 4a3 + 6a2 + 8a – a3 – 2a2 – 3a – 4 = 5a – 4. Òàêèì îáðàçîì, ïðè a = 400 çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ðàâíî 1996, ÷òî ìåíüøå, ÷åì 2000.
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4.2. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD: (ÑÀD + (ÂÑÀ = 180( è ÀÂ = ÂÑ + ÀD (ñì. ðèñ.). Äîêàæèòå, ÷òî (ÂÀÑ + (ÀÑD = (ÑDÀ.


Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: AD = x, BC = y, (CAD = (, (ACB = (, (ADC = (, (BAC = (, (ACD = (  (ñì. ðèñ. 4à). Òîãäà ( + ( = 180( è ÀÂ = õ + ó (ïî óñëîâèþ). 
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Ðèñ. 4á


Ðèñ. 4à


Åñëè ñóììà äâóõ óãëîâ ðàâíà 180(, òî ìîæíî ïðèëîæèòü èõ îäèí ê äðóãîìó òàê, ÷òîáû îíè èìåëè îáùóþ ñòîðîíó, à äâå äðóãèå ñòîðîíû ñòàëè ïðîòèâîïîëîæíûìè ëó÷àìè. Ïîýòîìó «îòðåæåì» òðåóãîëüíèê ACD, ïåðåâåðíåì åãî è ïðèñòàâèì îáðàòíî, òàê ÷òîáû âåðøèíû À è Ñ ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè. Íîâîå ïîëîæåíèå âåðøèíû D îáîçíà÷èì Å. 


Òàê êàê ( + ( = 180(, òî òî÷êè Â, Ñ è Å áóäóò ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðè ýòîì ÑÅ = AD = x, òî åñòü ÂÅ = õ + ó = AB (ñì. ðèñ. 4á). Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÅ óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òî åñòü ( + ( = (, ÷òî è òðåáîâàëîñü. 




















4.3. Êîëÿ âûïèñàë âñå òðåõçíà÷íûå ÷èñëà, â çàïèñè êîòîðûõ íåò íóëåé. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ÷èñëà Âàñÿ çàïèñàë ñóììó äâóõ åãî öèôð: íàèìåíüøåé è íàèáîëüøåé. Íàéäèòå ñóììó öèôð, çàïèñàííûõ Âàñåé.


Îòâåò: 7290.


Ïîñêîëüêó êàæäàÿ öèôðà îò 1 äî 9 ìîæåò ñòîÿòü íà ëþáîì èç òðåõ ìåñò, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë, çàïèñàííûõ Êîëåé, ðàâíî 93 = 729.


Ðàçîáüåì ýòè ÷èñëà íà ïàðû: 111 – 999, 112 – 998 è òàê äàëåå, òàêèõ ïàð áóäåò (729 – 1) : 2 = 364 (÷èñëî 555 îñòàíåòñÿ áåç ïàðû). 


Ïóñòü â ïåðâîì ÷èñëå íåêîòîðîé ïàðû íàèìåíüøàÿ öèôðà ðàâíà à, òîãäà âî âòîðîì ÷èñëå íàèáîëüøàÿ öèôðà ðàâíà (10 – à). Àíàëîãè÷íî, åñëè â ïåðâîì ÷èñëå íàèáîëüøàÿ öèôðà ðàâíà b, òî íàèìåíüøàÿ öèôðà âî âòîðîì ÷èñëå ðàâíà (10 – b). Òîãäà â êàæäîé ïàðå ñóììà äâóõ íàèìåíüøèõ è äâóõ íàèáîëüøèõ öèôð ðàâíà 20. Îáùàÿ ñóììà òàêèõ öèôð áóäåò ðàâíà 20(364 = 7280. Äîáàâèâ ê ýòîé ñóììå 10 (ñóììà íàèáîëüøåé è íàèìåíüøåé öèôðû ÷èñëà 555), ïîëó÷èì 7290.


Îòìåòèì, ÷òî ïîäñ÷åò èñêîìîé ñóììû «â ëîá» ñâÿçàí ñî çíà÷èòåëüíûìè òåõíè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè. 





�PAGE  �








�PAGE  �4�

















