9 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Èçâåñòíî, ÷òî x è y – ðàçëè÷íûå ÷èñëà, ïðè÷åì (x – 2008)(x – 2009) = (y – 2008)(y – 2009). Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå x + y?


Îòâåò: 4017..


Ïåðâûé ñïîñîá. Â äàííîì ðàâåíñòâå ðàñêðîåì ñêîáêè, ïåðåíåñåì âñå â ëåâóþ ÷àñòü, è ðàçëîæèì åå íà ìíîæèòåëè: x2 – y2 – 4017x + 4017y = 0 ( (x – y)(x + y – 4017) = 0. Òàê êàê x ( y, òî x + y = 4017. 


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü (x – 2008)(x – 2009) = (y – 2008)(y – 2009) = ñ, òîãäà x è y – êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ z2 – (2008 + 2009)z + 2008(2009 – c = 0. Ïî òåîðåìå Âèåòà íàõîäèì ñóììó êîðíåé ïîëó÷åííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ: x + y = 2008 + 2009 = 4017.


Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ðàññìîòðåííîå ïðè ýòîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ, èìååò êîðíè. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ââåäåííîãî îáîçíà÷åíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ êîðíåé ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ÷èñåë x è y, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è.





1.2. Îäèí èç óãëîâ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 120(. Èç ñåðåäèíû îñíîâàíèÿ îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð íà áîêîâóþ ñòîðîíó. Â êàêîì îòíîøåíèè îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà äåëèò áîêîâóþ ñòîðîíó?


�


Ðèñ. 1


Îòâåò: 3 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû îñíîâàíèÿ.


Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ÀÂ = ÀÑ, òîãäà (ÂÀÑ = 120( (ñì. ðèñ. 1). Îáîçíà÷èì: Ì – ñåðåäèíó ÂÑ, K – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Ì íà ñòîðîíó ÂÑ. Òàê êàê (ÀÌK = (ÀÂÌ = 30(, òî � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, òî åñòü � EMBED Equation.3  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.3  ���. 





1.3. Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëî 999991 – ïðîñòîå?


Îòâåò: íåò, íå âåðíî.


Òàê êàê 999991 = 1000000 – 9 = 10002 – 32 = (1000 + 3)(1000 – 3) = 1003(997, òî ýòî ÷èñëî – ñîñòàâíîå.


Íåïîñðåäñòâåííûì ïåðåáîðîì ìîæíî íàéòè íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü äàííîãî ÷èñëà – 17, íî ñäåëàòü ýòî áûñòðî áåç ïîìîùè êàëüêóëÿòîðà – íå ïðîñòî.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Â ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå âñå ó÷àùèåñÿ ñèäÿò çà ïàðòàìè ïî äâîå, ïðè÷åì ó 60% ìàëü÷èêîâ ñîñåä ïî ïàðòå – òîæå ìàëü÷èê, à ó 20% äåâî÷åê ñîñåä ïî ïàðòå – òîæå äåâî÷êà. Êàêóþ ÷àñòü ó÷àùèõñÿ ýòîé øêîëû ñîñòàâëÿþò äåâî÷êè?


Îòâåò: îäíó òðåòü.


Çàìåòèì, ÷òî ó 40% ìàëü÷èêîâ ñîñåä ïî ïàðòå – äåâî÷êà, à ó 80% äåâî÷åê ñîñåä ïî ïàðòå – ìàëü÷èê. Ñëåäîâàòåëüíî, 40% îò êîëè÷åñòâà âñåõ ìàëü÷èêîâ ðàâíî 80% îò êîëè÷åñòâà âñåõ äåâî÷åê, çíà÷èò, ìàëü÷èêîâ â øêîëå â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì äåâî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, äåâî÷êè ñîñòàâëÿþò îäíó òðåòü.


Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî òàêæå ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ ïåðåìåííûå.





2.2. Òî÷êó âíóòðè òðåóãîëüíèêà ñîåäèíèëè îòðåçêàìè ñ òðåìÿ òî÷êàìè, âçÿòûìè ïî îäíîé íà êàæäîé ñòîðîíå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èç òðåõ îáðàçîâàâøèõñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ äâà ÿâëÿþòñÿ âïèñàííûìè, òî è òðåòèé ÷åòûðåõóãîëüíèê òàêæå ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì.


Ïóñòü òî÷êà Ð ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, à òî÷êè D, E è F ëåæàò íà åãî ñòîðîíàõ ÂÑ, ÀÑ è ÀÂ ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 2). 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 2


Èç òîãî, ÷òî äâà ÷åòûðåõóãîëüíèêà, íàïðèìåð, AFPE è BFPD – âïèñàííûå, ñëåäóåò, ÷òî (À + ( = 180( è (B + ( = 180( (( è ( – óãëû ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ïðè âåðøèíå Ð). Òîãäà (Ñ + (DPE = (180( – (À – (B) + (360( – ( – () = 540( – ((À + () – ((B + () = 180(.


Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê CDPE – âïèñàííûé, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Îòìåòèì, ÷òî âûïóêëîñòü âñåõ îáðàçîâàâøèõñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ñëåäóåò èç óñëîâèÿ çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, âïèñàííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè AFPE è BFPD ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ïî îïðåäåëåíèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê CDPE – íå âûïóêëûé, òî åñòü (DPE > 180(. Òîãäà (  + ( < 180(, çíà÷èò, (À + (B > 180(, ÷òî íåâîçìîæíî.





2.3. 16 êàðòî÷åê çàíóìåðîâàëè îò ÷èñëàìè 1 äî 16. Ìîæíî ëè èõ âûëîæèòü âäîëü îäíîé ïðÿìîé òàê, ÷òîáû ñóììà íîìåðîâ íà ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ êàðòî÷êàõ áûëà òî÷íûì êâàäðàòîì? 


Îòâåò: äà, ìîæíî. 
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Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ðàññòàíîâêà åäèíñòâåííà (ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè). Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî 16 ìîæåò ñòîÿòü òîëüêî ñ êðàþ, òàê êàê ñðåäè îñòàâøèõñÿ ÷èñåë íåò äâóõ òàêèõ, êîòîðûå â ñóììå ñ 16 äàþò êâàäðàòû.


Ïîñëå ýòîãî ÷àñòü òàáëèöû âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî (äî ÷èñëà 3):
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Äëÿ ñëåäóþùåé êëåòêè âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: 1 èëè 6, íî ïåðâûé âàðèàíò äî êîíöà íå äîâîäèòñÿ. 


Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ñàìàÿ «ïîïóëÿðíàÿ» ñóììà äâóõ ñîñåäåé – 16, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ 7 ðàç.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè à > 0, b > 0 è à + b ( 2, òî à3 + b3 ( 2.


Ïåðâûé ñïîñîá. Òàê êàê à3 + b3 = (à + b)(a2 – ab + b2) è à + b ( 2, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåìîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî a2 – ab + b2 ( 1.


a2 – ab + b2 ( 1 ( 2a2 – 2ab + 2b2 ( 2 ( a2 + b2 + (à – b)2 ( 2. Òàê êàê (à – b)2 ( 0, òî îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî a2 + b2 ( 2.


Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà à + b ( 2 ñëåäóåò, ÷òî (à + b)2 ( 4 ( a2 + 2ab + b2 ( 4. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a2 + b2 ( 2ab, ïîëó÷èì: 2(a2 + b2) ( a2 + 2ab + b2 ( 4 ( a2 + b2 ( 2.


Ñëåäîâàòåëüíî, a3 + b3 ( 2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Âòîðîé ñïîñîá. Êàê ïîêàçàíî âûøå, èç íåðàâåíñòâà à + b ( 2 ñëåäóåò, ÷òî a2 + b2 ( 2.


Ïåðåìíîæèì äâà âåðíûõ íåðàâåíñòâà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè: à + b ( 2 è a2 + b2 ( 2. Ïîëó÷èì: (a2 + b2)(à + b) ( 4 ( a3 + b3 +a2b + ab2 ( 4. 


Äîêàæåì, ÷òî ïðè à ( 0, b ( 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a3 + b3 ( a2b + ab2. Äåéñòâèòåëüíî, a3 + b3 – a2b – ab2 = a2(a – b) – b2(a – b) = (a – b)2(a + b) ( 0. 


Òàêèì îáðàçîì, 2(a3 + b3) ( a3 + b3 +a2b + ab2 ( 4, òî åñòü a3 + b3 ( 2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Òðåòèé ñïîñîá. Äîêàæåì, ÷òî ïðè à ( 0, b ( 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.3  ���. 


Äåéñòâèòåëüíî, � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� ( 4a3 + 4b3 ( a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 ( a3 + b3 ( a2b + ab2, à ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà óæå äîêàçàíà âûøå. 


Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.3  ��� ( à3 + b3 ( 2.


Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàííîå íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.3  ��� àíàëîãè÷íî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Îáà ýòèõ íåðàâåíñòâà  ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè íåðàâåíñòâà � EMBED Equation.3  ���, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé n.


� EMBED PBrush  ���


×åòâåðòûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = x3. Ïóñòü à è b – äâà ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, òîãäà âñå òî÷êè ýòîãî ãðàôèêà, àáñöèññû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò [a; b], ðàñïîëàãàþòñÿ íå âûøå, ÷åì îòðåçîê ÀÂ, ãäå À(à; f(a)), B(b; f(b)) (ñì. ðèñ. 3).


Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.3  ���. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.3  ���, èç êîòîðîãî, êàê ïîêàçàíî âûøå, ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. 


Ðèñ. 3


Îòìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîì ðàññóæäåíèè ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàíî, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = x3 ïðè x([0; +() ðàñïîëîæåí «âûïóêëîñòüþ âíèç». Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ðàñïîëàãàþùååñÿ íàä ãðàôèêîì, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì (ñîäåðæèò öåëèêîì ëþáîé îòðåçîê, êîíöû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ýòîìó ìíîæåñòâó). Èñïîëüçîâàííîå íåðàâåíñòâî (íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ôóíêöèé f(x), ãðàôèêè êîòîðûõ íà [a; b] îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì. Äëÿ ôóíêöèé, ãðàôèêè, êîòîðûõ íà [a; b] ðàñïîëîæåíû «âûïóêëîñòüþ ââåðõ» âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.2  ���. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà à = b. 


Ïÿòûé ñïîñîá. Ïóñòü a = t – x, b = t + x, òîãäà à + b = 2t. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî t ( 1. Ñëåäîâàòåëüíî, a3 + b3 = (t – x)3 + (t + x)3 = 2t3 + 6tx2 ( 2t3 ( 2, òàê êàê t3 ( 1.


Îòìåòèì, ÷òî è â ýòîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ ôàêòè÷åñêè äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.3  ��� äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ à è b. 


� EMBED PBrush  ���





3.2. Äèàãîíàëè AC è BD ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðïåíäèêóëÿðíû. ×åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí ÀÂ è AD ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûì CD è BC ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ëåæèò íà ïðÿìîé ÀÑ.


Ðèñ. 4


Ïóñòü R è P – ñåðåäèíû ñòîðîí ÀÂ è ÀD ñîîòâåòñòâåííî, T è Q – îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç R è P íà CD è BC, Ì – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ RT è PQ (ñì. ðèñ. 4). 


Â òðåóãîëüíèêå BDC ïðîâåäåì âûñîòû èç âåðøèí B è D, Í – òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Èç òîãî, ÷òî BD(AC ñëåäóåò, ÷òî Í ëåæèò íà ïðÿìîé ÀÑ. 


Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABH. Òàê êàê R – ñåðåäèíà ÀÂ è RT || ÂÍ, òî ïðÿìàÿ RT ïåðåñåêàåò ñòîðîíó ÀÍ â åå ñåðåäèíå (ïî òåîðåìå Ôàëåñà). Àíàëîãè÷íî, òàê êàê Ð – ñåðåäèíà AD è PQ || DH, òî è ïðÿìàÿ PQ ïåðåñåêàåò îòðåçîê ÀÍ â åãî ñåðåäèíå. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà Ì ïåðåñå÷åíèÿ RT è PQ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ÀÍ, òî åñòü ëåæèò íà äèàãîíàëè ÀÑ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Îòìåòèì, ÷òî âî âòîðîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà (äîêàçàâ, ÷òî òî÷êà Í ëåæèò íà ÀÑ) ìîæíî áûëî òàêæå èñïîëüçîâàòü, ÷òî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ RMP è ÂHD ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû, ïîýòîìó ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì À îäèí èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì äðóãîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè À, Ì è Í ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.





3.3. Äâà ïðèÿòåëÿ ïðèøëè íà áàçàð. Âåñåëûé ìîëîäåö ïðîäàâàë 20 êîòîâ ïî öåíå îò 12 äî 15 ðóáëåé è 20 ìåøêîâ ïî öåíå îò 30 êîïååê äî 1 ðóáëÿ. Ïðè ýòîì öåíû âñåõ êîòîâ è âñåõ ìåøêîâ ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Âåðíî ëè, ÷òî êàæäûé èç äðóçåé ìîæåò êóïèòü ïî êîòó â ìåøêå òàê, ÷òîáû îíè çàïëàòèëè îäèíàêîâóþ ñóììó äåíåã? 


Îòâåò: äà, âåðíî.


Çàìåòèì, ÷òî íàèìåíüøàÿ ñòîèìîñòü êîòà â ìåøêå – 12 ðóáëåé 30 êîïååê, à íàèáîëüøàÿ – 16 ðóáëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ âîçìîæíûõ ñòîèìîñòåé êîòà â ìåøêå íå áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë íà îòðåçêå [1230; 1600], òî åñòü íå áîëüøå, ÷åì 371. Ïîñêîëüêó öåíû âñåõ êîòîâ è âñåõ ìåøêîâ ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïàð âèäà «êîò – ìåøîê» ðàâíî 20(20 = 400.


Ñëåäîâàòåëüíî (ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå), îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâå ïàðû, èìåþùèå îäèíàêîâóþ ñòîèìîñòü.








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x4 – 2x2 – 400x = 9999.


Îòâåò: –9; 11.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ âûðàæåíèå 4x2 + 400x + 1. Ïîëó÷èì: x4 – 2x2 – 400x = 9999 ( x4 + 2x2 + 1 = 4x2 + 400x + 10000 ( (x2 + 1)2 – (2x + 100)2 = 0 ( x2 + 2x + 101 = 0 èëè x2 – 2x – 99 = 0.


Ïåðâîå èç ïîëó÷åííûõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé êîðíåé íå èìååò, à êîðíè âòîðîãî óðàâíåíèÿ: –9 è 11.


Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåíèì ÷èñëî 100 â äàííîì óðàâíåíèè ïåðåìåííîé à è ðåøèì ïîëó÷åííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî à: x4 – 2x2 – 4xà = à2 – 1 ( à2 + 4xà – (x2 – 1)2 = 0; � EMBED Equation.3  ���; � EMBED Equation.3  ���. Ïîäñòàâèâ âìåñòî ïåðåìåííîé a ÷èñëî 100, ïîëó÷èì ïðèâåäåííûå âûøå êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííîé x.
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4.2. Âíóòðè êâàäðàòà ÀÂÑD âçÿòà òî÷êà Ð òàêàÿ, ÷òî ÀÐ : ÂÐ : ÑÐ = 1 : 2 : 3. Íàéäèòå óãîë ÀÐÂ.


Îòâåò: 135(.


Ïóñòü ÀÐ = t, ÂÐ = 2t è CP = 3t. Ïîâåðíåì òðåóãîëüíèê ÀÂÐ âîêðóã âåðøèíû Â íà óãîë 90( (ñì. ðèñ. 5). Åãî îáðàçîì áóäåò òðåóãîëüíèê ÑÂP’, çíà÷èò, ÑP’ = AP = t, BP’ = BP = 2t. 


Ðèñ. 5


Òàê êàê òðåóãîëüíèê ÐÂÐ’ – ïðÿìîóãîëüíûé è ðàâíîáåäðåííûé, òî PP’ = 2t� EMBED Equation.2  ���. Òîãäà, â òðåóãîëüíèêå PP’C: � EMBED Equation.2  ���, òî åñòü (PP’C = 90(. Ñëåäîâàòåëüíî, (APÂ = (BP’C = 90( + 45( = 135(.
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4.3. Êâàäðàò ðàçäåëèëè íà ïðÿìîóãîëüíèêè, ïðîâåäÿ íåñêîëüêî ðàçðåçîâ, ïàðàëëåëüíî åãî ñòîðîíàì (îò êðàÿ äî êðàÿ). Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà ïåðèìåòðîâ ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ñåìü ðàç áîëüøå ïåðèìåòðà èñõîäíîãî êâàäðàòà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?


Îòâåò: 49.


Ðàññìîòðèì êâàäðàò ABCD ñî ñòîðîíîé a, òîãäà åãî ïåðèìåòð ðàâåí 4à. Ïóñòü ïðîâåäåííûå ðàçðåçû ðàçáèëè ñòîðîíó ÀÂ íà m îòðåçêîâ, à ñòîðîíó ÂÑ – íà n îòðåçêîâ (ñì. ðèñ. 6). Êîëè÷åñòâî ïîëó÷èâøèõñÿ ïðè ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíî mn.


Ðèñ. 6


Òàê êàê êàæäûé îòðåçîê, ëåæàùèé íà ãðàíèöå êâàäðàòà ABCD, ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé îäíîãî èç òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, à êàæäûé âíóòðåííèé îòðåçîê – ñòîðîíîé äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òî ñóììà ïåðèìåòðîâ îáðàçîâàâøèõñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíà: 2(m – 1)a + 2(n – 1)a + 4a = 2(m + n)a. 


Ïî óñëîâèþ çàäà÷è: 2(m + n)a = 28à, òî åñòü m + n = 14. Åñëè ñóììà äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë m è n ôèêñèðîâàíà, òî èõ ïðîèçâåäåíèå äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, êîãäà m = n. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì �EMBED Unknown��� èëè èç òîãî, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè f(x) = x(S – x) äîñòèãàåòñÿ ïðè � EMBED Equation.2  ���.


Òàêèì îáðàçîì, m = n = 7; mn = 49.








Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


5.1. Èçâåñòíî, ÷òî x + y + z = a è x–1 + y–1 + z–1 = a–1. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå (x – a)(y – a)(z – a)? 


Îòâåò: 0.


Ïåðâûé ñïîñîá. Èç ðàâåíñòâà � EMBED Equation.2  ��� ñëåäóåò, ÷òî a(xy + yz + xz) = xyz. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî x + y + z = a, ïîëó÷èì: (x – a)(y – a)(z – a) = –(a – x)(a – y)(a – z) = –a3 + (x + y + z)a2 – (xy + yz + xz)a + xyz = –a3 + a3 – xyz + xyz = 0.
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Âòîðîé ñïîñîá. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò: � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ���. 


Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ðàâåíñòâ: x = –y èëè y = –z èëè z = –x. Òîãäà èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â óñëîâèè ïîëó÷èì, ÷òî z = a èëè x = a èëè y = a. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (x – a)(y – a)(z – a) = 0.





5.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ìåäèàíà BM ðàâíà ñòîðîíå AC. Íà ïðîäîëæåíèÿõ ñòîðîí BA è AC çà òî÷êè A è C âûáðàíû òî÷êè D è E ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¸ì AD = AB è CE = CM. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DM è BE ïåðïåíäèêóëÿðíû.


Ðèñ. 7à


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü F – ñåðåäèíà îòðåçêà ÂÌ (ñì. ðèñ. 7à). Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî MF = MA = MC, çíà÷èò, (ÀFC = 90(. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî AF – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà DBM, à CF – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ÂÌÅ. Ñëåäîâàòåëüíî, DM || AF, BE || CF, ïîýòîìó, DM(ÂÅ, ÷òî è òðåáîâàëîñü. 
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Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü ïðÿìàÿ DM ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ ÂÑ â òî÷êå Ð, à ïðÿìóþ ÂÅ – â òî÷êå Í (ñì. ðèñ. 7á).


Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ÂÌ = ÅÌ, ïîýòîìó, óòâåðæäåíèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî MH – ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ÂÌÅ. Äîêàæåì ýòî. 


Ðèñ. 7á


Ïóñòü Q – ñåðåäèíà îòðåçêà ÂÐ. Òîãäà AQ – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà DBÐ, çíà÷èò AQ || PM. Òàê êàê Ì – ñåðåäèíà ÀÑ, òî ÌÐ – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà AQC, òî åñòü PQ = CP. Òàêèì îáðàçîì, �EMBED Equation.3���. 


Òàê êàê ÂÑ – ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ÂÌÅ, òî ïîëó÷åííîå îòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî Ð – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ýòîãî òðåóãîëüíèêà, òî åñòü ÌÍ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà ÂÌÅ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.





5.3. Âåðíî ëè, ÷òî ñðåäè ÷èñåë âèäà 2n + 4k (n è k – íàòóðàëüíûå ÷èñëà) áåñêîíå÷íî ìíîãî êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë?


Îòâåò: äà, âåðíî.


2n + 4k = 2n + 22k = 22k(2n – 2k + 1). Ïåðâûé ìíîæèòåëü ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè k, à âòîðîé ìíîæèòåëü áóäåò òî÷íûì êâàäðàòîì ïðè n = 2k + 3. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ÷èñåë óêàçàííîãî âèäà áåñêîíå÷íî ìíîãî êâàäðàòîâ.


Ýòó æå èäåþ ìîæíî áûëî îôîðìèòü èíà÷å: ïóñòü n = 2k + 3, ãäå k(N, òîãäà 2n + 4k = 22k + 3 + 4k = 4k(8 + 1) = (2k(3)2.


Îòìåòèì, ÷òî åñëè n ( 2k + 3, òî ÷èñëî çàäàííîãî âèäà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, ïîñêîëüêó ÷èñëî âèäà 2m + 1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà òîëüêî ïðè m = 3. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 2m + 1 = p2, ãäå p – íàòóðàëüíîå, òîãäà 2m = (p – 1)(p + 1). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ñîìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà 2. Íî ñóùåñòâóþò òîëüêî äâå ñòåïåíè äâîéêè, îòëè÷àþùèåñÿ íà 2, à èìåííî, 21 è 22, çíà÷èò, p = 3 è m = 3.
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