8 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Íàéäèòå ñóììó öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà �EMBED Equation.3���.


Îòâåò: 8. 


Ïðåîáðàçóåì: 412(521 = 224(521 = 23(221(521 = 23(1021 = 8(1021 = 80…0 (21 íóëü). Ñóììà öèôð ïîëó÷åííîãî ÷èñëà ðàâíà 8.


1.2. Äèàãîíàëü BD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD îáðàçóåò óãëû ïî 45( ñî ñòîðîíîé BC è âûñîòîé, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû D ê ñòîðîíå ÀÂ. Íàéäèòå óãîë ÀÑD.


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: 45(.


Ðèñ. 1


Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî óêàçàííàÿ âûñîòà ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå ÂÑ, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà âûñîòà ñîâïàäàåò ñî ñòîðîíîé DA, çíà÷èò, ABCD – ïðÿìîóãîëüíèê (ñì. ðèñ. 1). Òàê êàê (ÀÂD = (CÂD = 45(, òî BD – áèññåêòðèñà óãëà Â ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, çíà÷èò, ABCD – êâàäðàò. Ñëåäîâàòåëüíî, ÑÀ – áèññåêòðèñà óãëà Ñ êâàäðàòà, òî åñòü (ÀÑD = 45(.


1.3. Ìîæåò ëè ðàçíîñòü êâàäðàòîâ äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë áûòü êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?


Îòâåò: äà, ìîæåò. 


Íàïðèìåð, 52 – 32 = 42 èëè 132 – 52 = 122. 


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû, íî íàéòè èõ ãîðàçäî òðóäíåå. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïèôàãîðîâûõ òðîåê ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà p2 – q2 = n2 (p è q – ïðîñòûå ÷èñëà, n – íàòóðàëüíîå) ÷èñëî n äîëæíî áûòü êðàòíî 60. Ïðèâåäåì åùå äâà ïðèìåðà, ó÷èòûâàþùèõ ýòî ñîîáðàæåíèå: 612 – 112 = 602 è 1812 – 192 = 1802.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Äëÿ ÷èñåë à, b è ñ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî � EMBED Equation.3  ���. Ñëåäóåò ëè èç íåãî, ÷òî � EMBED Equation.3  ���?


Îòâåò: íåò, íå ñëåäóåò. 


Íàïðèìåð, ïðè a = ñ = 1; b = 2 ïåðâîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, à âòîðîå – íåò. Çíà÷èò, âòîðîå ðàâåíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî.


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû. Ïîäîáðàòü ïðèìåð ìîæíî, èñõîäÿ èç ðàçëè÷íûõ ñîîáðàæåíèé. Ïðèâåäåì äâà âîçìîæíûõ õîäà ðàññóæäåíèé.


1) Çàìåòèì, ÷òî ïðè a = c ( 0 ðàâåíñòâî �EMBED Unknown��� ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâîì. Âòîðîå ðàâåíñòâî â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä � EMBED Equation.2  ��� è áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî, åñëè |a| = |b| ( 0. 


2) Èç ðàâåíñòâà �EMBED Equation.3��� ñëåäóåò, ÷òî �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3��� ( b2 = ac èëè à = ñ. Ðàâåíñòâî � EMBED Equation.3  ��� ïðè b ( 0 è ñ ( 0 ïðèìåò âèä b2 = ac. 


Çíà÷èò, âûáðàâ íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òàê, ÷òîáû à = ñ è b2 ( ac, ìû ïîëó÷èì ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé ïåðâîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, à âòîðîå – íå âûïîëíÿåòñÿ. 








� EMBED PBrush  ���


2.2. Ïîëóîêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AD êàñàåòñÿ êàòåòà BC ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå Ì (ñì. ðèñóíîê). Äîêàæèòå, ÷òî AM – áèññåêòðèñà óãëà BAC.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 2


Ïðîâåäåì ðàäèóñ ÎÌ äàííîé ïîëóîêðóæíîñòè, òîãäà ÎÌ = ÎÀ (ñì. ðèñ. 2). Ñëåäîâàòåëüíî, (ÎÀÌ = (ÎÌÀ. Êðîìå òîãî, ÎÌ(ÂÑ, çíà÷èò, ÎÌ || AC, ïîýòîìó (ÑÀÌ = (ÎÌÀ. Òàêèì îáðàçîì, (ÎÀÌ = (ÑÀÌ, òî åñòü AM – áèññåêòðèñà óãëà BAC.














2.3. Íàéäóòñÿ ëè òàêèå òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ÷òî ñóììà ëþáûõ äâóõ èç íèõ – ñòåïåíü òðîéêè?


Îòâåò: íåò, íå íàéäóòñÿ. 


Ïóñòü íàøëèñü òðè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ. Íî ñðåäè ëþáûõ òðåõ ÷èñåë íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè. Èõ ñóììà – ÷åòíîå ÷èñëî, à ëþáàÿ ñòåïåíü òðîéêè – íå÷åòíîå ÷èñëî. 


Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåáóåìûõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Òðè ìàòåìàòèêà åõàëè â ðàçíûõ âàãîíàõ îäíîãî ïîåçäà. Êîãäà ïîåçä ïîäúåçæàë ê ñòàíöèè, ìàòåìàòèêè íàñ÷èòàëè íà ïåððîíå 7, 12 è 15 ñêàìååê. À êîãäà ïîåçä îòúåçæàë, îäèí èç ìàòåìàòèêîâ íàñ÷èòàë ñêàìååê â òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì äðóãîé. À ñêîëüêî ñêàìååê íàñ÷èòàë òðåòèé?


Îòâåò: 7. 


Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé èç ìàòåìàòèêîâ â ñâîèõ ïîäñ÷åòàõ ó÷åë âñå ñêàìåéêè íà ñòàíöèè ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó, òî åñòü â èòîãå îíè íàñ÷èòàëè ðàâíîå êîëè÷åñòâî ñêàìååê. Òîãäà, åñëè ïîñëå îòïðàâëåíèÿ ïîåçäà òðåòèé ìàòåìàòèê íàñ÷èòàë n ñêàìååê, òî âòîðîé äîëæåí áûë íàñ÷èòàòü (n + 3) ñêàìåéêè, à ïåðâûé – (n + 8) ñêàìååê. 


Òàêèì îáðàçîì, � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ���. Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ íå èìåþò íàòóðàëüíûõ êîðíåé, à ðåøåíèåì òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ n = 4. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî íà ñòàíöèè – 19 ñêàìååê, à ìàòåìàòèê, î êîòîðîì ñïðàøèâàåòñÿ â çàäà÷å, – òîò, êòî ïðè ïîäúåçäå ê ñòàíöèè íàñ÷èòàë 12 ñêàìååê. Çíà÷èò, ïðè îòúåçäå îò ñòàíöèè îí íàñ÷èòàë 7 ñêàìååê. 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3à


3.2. Â êâàäðàòå ÀÂÑD ñî ñòîðîíîé 1 òî÷êà F – ñåðåäèíà ñòîðîíû ÂÑ, Å – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç âåðøèíû À íà DF. Íàéäèòå äëèíó ÂÅ.


Îòâåò: 1.


� EMBED PBrush  ���


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîäîëæèì îòðåçîê DF äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé ÀÂ â òî÷êå K (ñì. ðèñ. 3à). Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KBF è DCF ðàâíû (ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó), çíà÷èò, KB = DC. Òàêèì îáðàçîì, EB – ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÅK, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ïîýòîìó ÂÅ = � EMBED Equation.2  ���AK = 1.


Âòîðîé ñïîñîá. Òàê êàê (ÀBF = (AEF = 90(, òî îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÀÂFE ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü, çíà÷èò, (ÂÀF = (ÑFD (ñì. ðèñ. 3á).


Ðèñ. 3á


Ïðîâåäåì îòðåçîê AF, òîãäà èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ÀÂF è DCF ïîëó÷èì, ÷òî (ÑFD = (ÂFÀ. Â ñâîþ î÷åðåäü, (ÂFÀ = (ÂÅÀ (âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà îäíó äóãó). Òàêèì îáðàçîì, (ÂÀF = (ÂEÀ, ïîýòîìó òðåóãîëüíèê ÀÂÅ – ðàâíîáåäðåííûé: ÂE = ÀÂ = 1.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4


3.3. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü øåñòü ôîòîãðàôîâ íà ïëîùàäè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ ìîã ñôîòîãðàôèðîâàòü ðîâíî ÷åòûð¸õ äðóãèõ? (Ôîòîãðàôû À è Â ìîãóò ñôîòîãðàôèðîâàòü äðóã äðóãà, åñëè íà îòðåçêå ÀÂ íåò äðóãèõ ôîòîãðàôîâ.)


Îòâåò: äà, ìîæíî.


Íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 4. 


Íå ñìîãóò ñôîòîãðàôèðîâàòü äðóã äðóãà òîëüêî ôîòîãðàôû 1 è 4, 2 è 5, 3 è 6.








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Íà äèñêå õðàíèòñÿ 2013 ôàéëîâ ðàçìåðîì 1 Ìá, 2 Ìá, 3 Ìá, ..., 2012 Ìá, 2013 Ìá. Ìîæíî ëè èõ ðàñïðåäåëèòü ïî òðåì ïàïêàì òàê, ÷òîáû â êàæäîé ïàïêå áûëî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ôàéëîâ è âñå òðè ïàïêè èìåëè îäèí è òîò æå ðàçìåð (â Ìá)?


Îòâåò: äà, ìîæíî.


Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî x + (x + 5) = (x + 1) + (x + 4) = (x + 2) + (x + 3), ïîýòîìó 6 ôàéëîâ, ðàçìåðàìè êîòîðûõ â Ìá ÿâëÿþòñÿ øåñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ïî òðåì ïàïêàì òðåáóåìûì îáðàçîì.


Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà y + (y + 5) + (y + 7) = (y + 1) + (y + 3) + (y + 8) = (y + 2) + (y + 4) + (y + 6) ñëåäóåò, ÷òî 9 ôàéëîâ, ðàçìåðàìè êîòîðûõ â Ìá ÿâëÿþòñÿ äåâÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêæå ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ïî òðåì ïàïêàì òðåáóåìûì îáðàçîì.


Óðàâíåíèå 6n + 9m = 2013 ( 2n + 3m = 671 èìååò íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ, íàïðèìåð, m = 1; n = 334. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçáèâàÿ ÷èñëà îò 1 äî 2013 íà îäíó «äåâÿòêó» è 334 «øåñòåðêè» ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ëþáûì ñïîñîáîì) è ðàñïðåäåëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ôàéëû ïî òðåì ïàïêàì óêàçàííûì âûøå îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå.


Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî îñóùåñòâèòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå 2n + 3m = 671 èìååò 112 íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé, à äëÿ êàæäîé ïàðû ðåøåíèé ñóùåñòâóåò ìíîãî ñïîñîáîâ âûáîðà «øåñòåðîê» è «äåâÿòîê». 


Âòîðîé ñïîñîá. Âîçüì¸ì ôàéëû ïàðàìè è ñíà÷àëà ðàçëîæèì èõ â òðè ïàïêè ñëåäóþùèì îáðàçîì: 


1) 1 + 2013, 4 + 2010, ... 


2) 2 + 2012, 5 + 2009, ... 


3) 3 + 2011, 6 + 2008, ... 


Â ýòèõ ïàïêàõ áóäåò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ôàéëîâ è ïàïêè áóäóò èìåòü îäèí è òîò æå ðàçìåð. Òàê êàê ÷èñëî 2013 ïðè äåëåíèè íà 6 äàåò îñòàòîê 3, òî â êîíöå ýòîãî ïðîöåññà îñòàíóòñÿ òðè ôàéëà ñ ðàçìåðàìè 2014 : 2 = 1007 (Ìá), 1006 Ìá è 1008 Ìá. 


Òåïåðü ïîñòóïèì òàê: ïîëîæèì ôàéë ðàçìåðîì 1007 Ìá â ïàïêó 3), à â ïàïêàõ 1) è 2) ïîìåíÿåì ìåñòàìè ôàéëû ðàçìåðàìè 1 Ìá è 2 Ìá è äîáàâèì â íèõ ôàéëû ðàçìåðàìè 1006 Ìá è 1008 Ìá ñîîòâåòñòâåííî. Òåì ñàìûì â êàæäóþ ïàïêó áóäåò äîáàâëåíî 1007 Ìá è óñëîâèå çàäà÷è áóäåò âûïîëíåíî.


Îòìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå òðåáóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êàæäàÿ èç òðåõ ïàïîê áóäåò èìåòü ðàçìåð � EMBED Equation.3  ��� : 3 = 675697 (Ìá).











4.2. Íà ðàâíûõ ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè M è N ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AC = CM è MN = NB. Âûñîòà òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû B, ïåðåñåêàåò îòðåçîê CM â òî÷êå H. Äîêàæèòå, ÷òî NH – áèññåêòðèñà óãëà MNC.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 5


Ïóñòü (ÀÂH = ( (ñì. ðèñ. 5). Òàê êàê âûñîòà BD äàííîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ è áèññåêòðèñîé, òî (ÀÂC = 2(. Òðåóãîëüíèê BNM – ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó (ÂMN = (ÀÂC = 2(. Òðåóãîëüíèê ÀÑÌ – òàêæå ðàâíîáåäðåííûé, çíà÷èò (CMA = (CAM = 90( – (.


Òàêèì îáðàçîì, (CMN = 180( – (ÂMN – (CMA = 180( – 2( – (90( – () = 90( – (. Ñëåäîâàòåëüíî, MC – áèññåêòðèñà óãëà AMN. Òàê êàê BD – áèññåêòðèñà âíóòðåííåãî óãëà òðåóãîëüíèêà ÂMN, à MC – áèññåêòðèñà åãî âíåøíåãî óãëà, òî òî÷êà Í èõ ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, NH – áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà MNC òðåóãîëüíèêà ÂMN.


4.3. Òîëÿ âûëîæèë â ðÿä 101 ìîíåòó äîñòîèíñòâîì 1, 2 è 3 êîïåéêè. Îêàçàëîñü, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êîïåå÷íûìè ìîíåòàìè ëåæèò õîòÿ áû îäíà ìîíåòà, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ äâóõêîïåå÷íûìè ìîíåòàìè ëåæàò õîòÿ áû äâå ìîíåòû, à ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òðåõêîïåå÷íûìè ìîíåòàìè ëåæàò õîòÿ áû òðè ìîíåòû. Ñêîëüêî òðåõêîïåå÷íûõ ìîíåò ìîãëî áûòü ó Òîëè?


Îòâåò: 25 èëè 26. 


Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ìîíåòû, ëåæàùèå ïîäðÿä. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè íèõ íå ìîæåò áûòü áîëåå îäíîé òðåõêîïåå÷íîé ìîíåòû, áîëåå äâóõ äâóõêîïåå÷íûõ è áîëåå äâóõ êîïåå÷íûõ ìîíåò. 


Ïóñòü íàøëàñü òàêàÿ ÷åòâåðêà ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ âîîáùå íåò òðåõêîïåå÷íûõ, òîãäà â ýòîé ÷åòâåðêå êîïåå÷íûõ è äâóõêîïåå÷íûõ ìîíåò äîëæíî áûòü ðîâíî ïî äâå. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ìåæäó ëþáûìè äâóõêîïåå÷íûìè äîëæíû ëåæàòü äâå ìîíåòû, à êîïåå÷íûå ìîíåòû ïðè ýòîì ëåæàòü ðÿäîì íå ìîãóò. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ëþáûõ ÷åòûðåõ ìîíåò, ëåæàùèõ ïîäðÿä, åñòü ðîâíî îäíà òðåõêîïåå÷íàÿ ìîíåòà.


Òàê êàê 101 = 4(25 + 1, òî òðåõêîïåå÷íûõ ìîíåò ìîæåò îêàçàòüñÿ ëèáî 25, ëèáî 26. 


Ïðèìåðû: 1) äëÿ 25 ìîíåò: 1 3 1 2 | 1 3 1 2 | … | 1 3 1 2 | 1 (25 ãðóïï âèäà 1312 è ìîíåòà 1); 2) äëÿ 26 ìîíåò: 3 1 2 1 | 3 1 2 1 | … | 3 1 2 1 | 3 (25 ãðóïï âèäà 3121 è ìîíåòà 3). 
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