10 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Ñóììà òð¸õ ÷èñåë ðàâíà íóëþ. Ìîæåò ëè ñóììà èõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé áûòü ïîëîæèòåëüíîé?


Îòâåò: íåò, íå ìîæåò.


Ðåøåíèå. Ïóñòü a + b + c = 0. Äîêàæåì, ÷òî ab + bc + ca ( 0. 


Ïåðâûé ñïîñîá. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî (a + b + c)2 = 0 ( a2 + b2 + c2 + 2(ab + bc + ca) = 0. Òàê êàê a2 + b2 + c2 ( 0, òî ab + bc + ca ( 0.


Âòîðîé ñïîñîá. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ñ = –(à + b), òîãäà ab + bc + ca = ab + c(a + b) = ab – (à + b)2 = – (a2 + ab + b2) ( 0, òàê êàê â ñêîáêàõ ñòîèò íåïîëíûé êâàäðàò äâó÷ëåíà.


Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ab + bc + ca > 0 âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò.


1.2. Äàí òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 3, 4 è 5. Ïîñòðîåíû òðè êðóãà ðàäèóñàìè 1 ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå ñóììàðíóþ ïëîùàäü ÷àñòåé êðóãîâ, çàêëþ÷åííûõ âíóòðè òðåóãîëüíèêà.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííûå êðóãè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êðîìå òîãî, âûñîòà äàííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ðàâíà � EMBED Equation.2  ��� > 1, çíà÷èò, êàæäàÿ ÷àñòü êðóãà, ëåæàùàÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà, ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðîì ðàäèóñà 1, öåíòðàëüíûé óãîë êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ óãëîì òðåóãîëüíèêà. Òàê êàê ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà (, òî ñóììàðíàÿ ïëîùàäü ýòèõ ñåêòîðîâ ðàâíà ïëîùàäè ïîëîâèíû åäèíè÷íîãî êðóãà, òî åñòü ðàâíà  � EMBED Equation.2  ���.


1.3. Òðè òðåõçíà÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñëà, ñîñòàâëÿþùèå àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, çàïèñàíû ïîäðÿä. Ìîæåò ëè ïîëó÷åííîå äåâÿòèçíà÷íîå ÷èñëî áûòü ïðîñòûì?


Îòâåò: íåò, íå ìîæåò. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Òàê êàê äàííûå ïðîñòûå ÷èñëà ñîñòàâëÿþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, òî èõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: à – d, à, à + d. Ñóììà öèôð êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë äàåò òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî è ñàìî ÷èñëî. Çíà÷èò, ñóììà öèôð äåâÿòèçíà÷íîãî ÷èñëà äàåò òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî è ñóììà äàííûõ ÷èñåë, êîòîðàÿ ðàâíà 3à. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3, òî åñòü îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.


Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü ïðîãðåññèè äîëæíà áûòü êðàòíà òðåì, èíà÷å òðè ÷ëåíà ïðîãðåññèè áóäóò èìåòü ðàçíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 3, òî åñòü ñðåäè íèõ áóäåò ÷èñëî, êðàòíîå òðåì, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü ïðîñòûì. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå ÷èñëà èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 3 è òàêèå æå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 3 èìåþò ñóììû èõ öèôð, ïîýòîìó ñóììà öèôð äåâÿòèçíà÷íîãî ÷èñëà êðàòíà òðåì. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3, òî åñòü îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.


Ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ â óñëîâèè, âîçìîæíà: íàïðèìåð, çàïèñàíû ÷èñëà 107, 137, 167 èëè 167, 197, 227. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé òðîéêè ïðîñòûõ ÷èñåë, íå îáÿçàòåëüíî òðåõçíà÷íûõ.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Íàéäèòå � EMBED Equation.3  ���, åñëè � EMBED Equation.3  ���.


Îòâåò: –0,76.


Ðåøåíèå. 1) Ïðåîáðàçóåì �EMBED Equation.3���, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû òðîéíîãî àðãóìåíòà (�EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3���), à òàêæå ôîðìóëû ñèíóñà ñóììû è äâîéíîãî àðãóìåíòà: � EMBED Equation.2  ��� = (3 – 4sin2x)cos2x + 2cosx(4cos3x –3cosx) = (3 – 4sin2x)(1 – 2sin2x) + 8cos4x – 6cos2x = 3 – 4sin2x – 6sin2x + 8sin4x + 8cos4x – 6cos2x = –3 – 4sin2x + 8sin4x + 8(1 – sin2x)2 = –3 – 4sin2x + 8sin4x + 8 – 16sin2x + 8sin4x = 16sin4x – 20sin2x + 5. 


2) Íàéäåì çíà÷åíèå sin2x: � EMBED Equation.2  ��� = 3 – 4sin2x; 3 – 4sin2x = � EMBED Equation.2  ��� ( sin2x = � EMBED Equation.2  ���.


3) Âû÷èñëèì: 16sin4x – 20sin2x + 5 = 16(� EMBED Equation.2  ��� – 20(� EMBED Equation.2  ��� + 5 = � EMBED Equation.2  ��� – 4 = –� EMBED Equation.2  ��� = –0,76. 


Â ïóíêòå 1) ôàêòè÷åñêè äîêàçàíà ôîðìóëà: sin5x = 16sin5x – 20sin3x + 5sinx. 


� EMBED PBrush  ���


2.2. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ÀÂÑDA’B’C’D’ ÀÂ = ÂÑ = à, AA’ = b. Åãî îðòîãîíàëüíî ñïðîåêòèðîâàëè íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ ðåáðî CD. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïëîùàäè ïðîåêöèè.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ðèñ. 1


Ðåøåíèå. Ïóñòü ïëîñêîñòü ïðîåêöèè ( ðàñïîëîæåíà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Òîãäà ïðîåêöèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà ñîâïàäàåò ñ ïðîåêöèåé åãî äèàãîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ ÀÂÑ’D’. Òàê êàê ïëîùàäü îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ìíîãîóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêà, òî ïëîùàäü ïðîåêöèè áóäåò íàèáîëüøåé, åñëè ( ïàðàëëåëüíà ýòîìó ñå÷åíèþ. Â ýòîì ñëó÷àå � EMBED Equation.2  ��� =  � EMBED Equation.2  ���.


Åñëè ïëîñêîñòü ( ñîäåðæèò âíóòðåííèå òî÷êè ïàðàëëåëåïèïåäà, òî åãî ïðîåêöèÿ ñîâïàäàåò ñ ïðîåêöèåé äèàãîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ A’B’CD. Òàê êàê ïëîùàäè äèàãîíàëüíûõ ñå÷åíèé ðàâíû, òî îòâåò íå èçìåíèòñÿ.


Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì. Ïóñòü MNFE – ïðîåêöèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà (ñì. ðèñ. 1). Òàê êàê ÀÂ || CD, òî ÀÂ || (. Àíàëîãè÷íî, C’D’ || (, çíà÷èò, èñêîìàÿ ïðîåêöèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ CDEF è CDMN, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîåêöèÿìè ãðàíåé ABCD è CDD’C’ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ( ñîñòàâëÿåò óãîë ( ñ ïëîñêîñòüþ ãðàíè CDD’C’, òîãäà óãîë ìåæäó íåé è ïëîñêîñòüþ ãðàíè ÀÂÑD ðàâåí 90( – (. Òîãäà � EMBED Equation.2  ���. = � EMBED Equation.2  ��� Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ ðàâíî � EMBED Equation.2  ���, ïîëó÷èì îòâåò.


2.3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1, 2, ..., 199, 200 ðàçáèëè íà 50 ìíîæåñòâ. Âñåãäà ëè õîòÿ áû â îäíîì èç ìíîæåñòâ íàéäóòñÿ òðè ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ äëèíàìè ñòîðîí êàêîãî-ëèáî òðåóãîëüíèêà?


Îòâåò: âñåãäà. 


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì âñå ÷èñëà îò 100 äî 200. Äëÿ ëþáûõ òðåõ ÷èñåë èç ýòîãî íàáîðà ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñ òàêèìè äëèíàìè ñòîðîí. Òàê êàê â ðàññìîòðåííîì íàáîðå – 101 ÷èñëî, òî â êàêîì-òî èç ìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ îêàæóòñÿ õîòÿ áû 3 ÷èñëà èç ýòîãî íàáîðà (ïðèíöèï Äèðèõëå).





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Ïî ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëàì õ è ó âû÷èñëÿþò à = � EMBED Equation.3  ��� è b = y + � EMBED Equation.3  ���. Ïîñëå ýòîãî íàõîäÿò Ñ – íàèìåíüøåå ÷èñëî èç òðåõ: x, a è b. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü C?


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî Ñ ( x, Ñ ( à è Ñ ( b. Òàê êàê b = � EMBED Equation.2  ���, òî Ñ ( � EMBED Equation.2  ���. Êðîìå òîãî, òàê êàê âñå ÷èñëà – ïîëîæèòåëüíûå, òî � EMBED Equation.3  ��� è � EMBED Equation.3  ���. Òàêèì îáðàçîì, Ñ ( � EMBED Equation.2  ���, òî åñòü Ñ ( � EMBED Equation.2  ���.


Çíà÷åíèå � EMBED Equation.2  ��� äîñòèãàåòñÿ, åñëè x = � EMBED Equation.2  ���, y = � EMBED Equation.2  ���, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå à = � EMBED Equation.2  ��� è b = � EMBED Equation.2  ���.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 2


3.2. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü, ÀÑ = à, BD = b, AB(CD. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Ïóñòü R – ðàäèóñ îêðóæíîñòè, (BAD = (, òîãäà, òàê êàê AB(CD, òî (ÑDÀ = 90( – ( (ñì. ðèñ. 2). Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû ñèíóñîâ BD = 2Rsin(BAD = 2Rsin(; AC = 2Rsin( ÑDÀ = 2Rcos(. Ñëåäîâàòåëüíî, BD2 + AC2 = 4R2, çíà÷èò, R = � EMBED Equation.2  ���.


Îòìåòèì, ÷òî îòâåò íå èçìåíèòñÿ, åñëè êîíöû õîðä ÀÂ è CD ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè â äðóãîì ïîðÿäêå, îáðàçóÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê ÀÑBD ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè. 


3.3. Â òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî 11 øàõìàòèñòîâ: 4 – èç Ðîññèè è 7 çàðóáåæíûõ. Êàæäûé øàõìàòèñò ñûãðàë ñ êàæäûì ïî äâå ïàðòèè (âûèãðûø – 1 î÷êî, íè÷üÿ – 0,5 î÷êà, ïîðàæåíèå – 0). Ïî îêîí÷àíèè òóðíèðà îêàçàëîñü, ÷òî âñå ó÷àñòíèêè íàáðàëè ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ, ïðè÷åì ñóììà î÷êîâ, íàáðàííûõ ðîññèÿíàìè, ðàâíà ñóììå î÷êîâ, íàáðàííûõ èíîñòðàíöàìè. Ìîãëî ëè â òðîéêå ïðèçåðîâ íå îêàçàòüñÿ íè îäíîãî ðîññèÿíèíà?


Îòâåò: íåò, íå ìîãëî.


Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî ïàðòèé, ñûãðàííûõ â òóðíèðå, ðàâíî � EMBED Equation.3  ��� = 110. Î÷êîâ áûëî ðàçûãðàíî ñòîëüêî æå, çíà÷èò, êàê ðîññèÿíå, òàê è èíîñòðàíöû â ñóììå íàáðàëè ïî 55 î÷êîâ. Ëó÷øèé èç ðîññèéñêèõ øàõìàòèñòîâ íå ìîã íàáðàòü ìåíüøå, ÷åì 14,5 î÷êîâ (èíà÷å, ñóììà î÷êîâ, íàáðàííûõ ðîññèÿíàìè, íå áîëüøå, ÷åì 14 + 13,5 + 13 + 12,5 = 53 < 55). Ïóñòü åãî îïåðåäèëè õîòÿ áû òðîå èíîñòðàíöåâ, òîãäà îíè íàáðàëè â ñóììå íå ìåíüøå, ÷åì 15 + 15,5 + 16 = 46,5 î÷êîâ. Çíà÷èò, ÷åòûðå îñòàëüíûõ çàðóáåæíûõ øàõìàòèñòà íàáðàëè â ñóììå íå áîëüøå, ÷åì 55 – 46,5 = 8,5 î÷êîâ. Íî ýòè øàõìàòèñòû òîëüêî âî âñòðå÷àõ ìåæäó ñîáîé ðàçûãðàëè � EMBED Equation.3  ��� = 12 î÷êîâ, òî åñòü ñóììà íàáðàííûõ èìè î÷êîâ íå ìîãëà áûòü ìåíüøå, ÷åì 12. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ðîññèÿí ñòàë ïðèçåðîì òóðíèðà.





×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Íàéäèòå âñå ñòðîãî âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, …, an, ..., â êîòîðûõ a2 = 2 è anm = anam äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è m.


Îòâåò: àn = n.


Ðåøåíèå. Òàê êàê a1 < a2 è a1 – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî a1 = 1. Äîêàæåì òåïåðü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî �EMBED Equation.3���. 


1) Áàçà: �EMBED Equation.3���. 2) Øàã èíäóêöèè: ïóñòü �EMBED Equation.3���, òîãäà � EMBED Equation.2  ���.


Äîêàçàâ, ÷òî �EMBED Equation.3���, çàìåòèì: ìåæäó � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ��� íàõîäèòñÿ ðîâíî 2k + 1 – 2k – 1 = 2k – 1 ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñòîëüêî æå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî èñêîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (àn) – ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî àn = n.


Â ýòîì ñëó÷àå anm = nm = anam äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è m.


4.2. Äàí íåðàâíîáåäðåííûé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ. Âíå åãî ïîñòðîåíû ðàâíîáåäðåííûå òóïîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ÀÂ1Ñ è ÂÀ1Ñ ñ îäèíàêîâûìè óãëàìè ( ïðè èõ îñíîâàíèÿõ ÀÑ è ÂÑ. Ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç âåðøèíû Ñ ê îòðåçêó À1Â1 ïåðåñåêàåò ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå ÀÂ â òî÷êå Ñ1. Íàéäèòå óãîë ÀÑ1Â.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3


Îòâåò: 2(.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî (ÀÑÂ + 2(. < 90( + 2(45( = 180(, ïîýòîìó À1Â1 ïåðåñåêàåò ñòîðîíû ÀÑ è ÂÑ (ñì. ðèñ. 3). Ïóñòü òî÷êà D ñèììåòðè÷íà âåðøèíå Ñ îòíîñèòåëüíî À1Â1, òîãäà D ëåæèò íà îòðåçêå ÑÑ1. Êðîìå òîãî, À1D = À1B = À1C.


Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå À1BDC: (ÂÀ1Ñ  = 180( – 2(, (BDC = (À1BD + (À1CD = x, òîãäà 2x + 180( – 2( = 360(, çíà÷èò, x = 90( + (. Àíàëîãè÷íî, (ADC = 90( + (. 


Ñëåäîâàòåëüíî, (ADC1 = (ÂDC1 = 90( – (, òî åñòü DC1  – áèññåêòðèñà óãëà ÀDÂ. Òîãäà òî÷êà Ñ1 ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ÀDÂ è ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíå ÀÂ ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Òàêèì îáðàçîì, (ÀÑ1Â = 180( – (ÀDÂ = 2(.


Òî÷êó D ìîæíî ïîëó÷èòü èíà÷å. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè À1 è Â1 è ðàäèóñàìè À1Ñ è Â1Ñ ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê òî÷êà Ñ ïðèíàäëåæèò îáåèì îêðóæíîñòÿì, à ÑÑ1 – ïåðïåíäèêóëÿð ê èõ ëèíèè öåíòðîâ, òî D – âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå (BDC = 180( – 0,5(BÀ1C = 90( + ( (ïî òåîðåìå î âïèñàííîì è öåíòðàëüíîì óãëàõ).


4.3. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (x2 – y2)2 = 16y + 1.


Îòâåò: ((1; 0), ((4; 3), ((4; 5).


Ðåøåíèå. Òàê êàê â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ – íå÷åòíîå ÷èñëî, òî x2 – y2 = (x – y)(x + y) ( 0, òî åñòü x – y ( 0 è x + y ( 0. Òîãäà (õ + ó)2 ( 1 è (õ – ó)2 ( 1. Ñëåäîâàòåëüíî, (x2 – y2)2 ( (x + y)2 è (x2 – y2)2 ( (x – y)2. Ñëîæèâ äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì: 2(x2 – y2)2 ( (x + y)2 +(x – y)2 = 2x2 + 2y2. Ñëåäîâàòåëüíî, 2(16y + 1) ( 2(x2 + y2) ( x2 + y2 – 16y ( 1 ( x2 + (y – 8)2 ( 65. Çíà÷èò, 0 ( y ( 16. Ïðè ýòîì, 16y + 1 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì, ïîýòîìó âîçìîæíû òîëüêî ÷åòûðå çíà÷åíèÿ y: 0, 3, 5, 14. Ïîäñòàâëÿÿ èõ â èñõîäíîå óðàâíåíèå, íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå öåëûå çíà÷åíèÿ x, åñëè îíè ñóùåñòâóþò. 





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


5.1. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n > 2, äëÿ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí xn + x2 + 1 äåëèòñÿ íàöåëî íà ìíîãî÷ëåí x2 + x + 1.


Îòâåò: n = 3k + 1, k(N.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ n íà 3: 


1) Åñëè n = 3k + 1 (k(N), òî xn + x2 + 1 = x3k + 1 – x + x2 + x + 1 = x(� EMBED Equation.2  ��� – 1) + (x2 + x + 1) äåëèòñÿ íà x2 + x + 1, òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� – 1 äåëèòñÿ íà x3 –1, à x3 –1 äåëèòñÿ íà x2 + x + 1.


2) Åñëè n = 3k + 2 (k(N), òî xn + x2 + 1 = x3k + 2 – x2 + 2x2 + 1 = x2(� EMBED Equation.2  ��� – 1) + (2x2 + 1) íå äåëèòñÿ íà x2 + x + 1, òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� – 1 äåëèòñÿ íà x2 + x + 1, à 2x2 + 1 íå äåëèòñÿ íà x2 + x + 1.


3) Åñëè n = 3k (k(N), òî xn + x2 + 1 = (� EMBED Equation.2  ��� – 1) + (x2 + 2) íå äåëèòñÿ íà x2 + x + 1, òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� – 1 äåëèòñÿ íà x2 + x + 1, à x2 + 2 íå äåëèòñÿ íà x2 + x + 1.


Øêîëüíèêè, óæå çíàêîìûå ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ìîãëè äåéñòâîâàòü ïî-äðóãîìó: íàéòè êîìïëåêñíûå êîðíè òðåõ÷ëåíà x2 + x + 1, à çàòåì, ïîäñòàâèâ èõ â ìíîãî÷ëåí xn + x2 + 1, ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû åãî çíà÷åíèå ðàâíÿëîñü íóëþ.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4à


5.2. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1, ó êîòîðîãî ñóììà êâàäðàòîâ äëèí äâóõ ñòîðîí ðàâíà 4?


Îòâåò: äà, ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü ÀÂ = 2 – äèàìåòð îêðóæíîñòè, Ñ – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà îêðóæíîñòè, òîãäà óãîë ÀÑÂ – ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 4à). Ïðîâåäåì äèàìåòð CD è îòðàçèì îòðåçîê ÂÑ îòíîñèòåëüíî íåãî. Òîãäà â íåïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÑÂ’ ïîëó÷èì, ÷òî AC2 + B’C2 = AC2 + BC2 = ÀÂ2 = 4, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4á


Ýòó æå èäåþ ðåøåíèÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü, ïîëó÷èâ êîíêðåòíûé ÷èñëîâîé ïðèìåð. Ïóñòü ÀÑ = 1, òîãäà ÂÑ = � EMBED Equation.2  ���, (AB’C = (ABC = 30(. Òîãäà èç òðåóãîëüíèêà ÀÑÂ’ ïî òåîðåìå ñèíóñîâ: � EMBED Equation.2  ���, òî åñòü sin(CAB’ = � EMBED Equation.2  ���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýòîò óãîë – òóïîé, ïîëó÷èì: (CAB’ = 120(, òîãäà (AÑB’ = 30( è AB’ = AC = 1. Òåì ñàìûì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ áîêîâîé ñòîðîíîé 1 è óãëîì ïðè âåðøèíå 120(, âïèñàííûé â äàííóþ îêðóæíîñòü.


Âòîðîé ñïîñîá. Âïèøåì â äàííóþ îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AD = 2 òðàïåöèþ ÀÂÑD. Òàê êàê òðàïåöèÿ – âïèñàííàÿ, òî îíà – ðàâíîáîêàÿ. Ïðîâåäåì äèàãîíàëü ÀÑ, òîãäà (ACD = 90( (ñì. ðèñ. 4á). Òóïîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ – èñêîìûé, òàê êàê AC2 + ÀÂ2 = ÀÑ2 + CD2 = AD2 = 4.


È ýòó èäåþ ìîæíî «êîíêðåòèçèðîâàòü», åñëè âûáðàòü òî÷êè Â è Ñ òàê, ÷òîáû AB = BC = CD = 1, òî åñòü, ÷òîáû òðàïåöèÿ ÿâëÿëàñü «ïîëîâèíîé» ïðàâèëüíîãî âïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà. Òîãäà òðåóãîëüíèê ÀÂÑ – èñêîìûé, òàê êàê (ABC = 120(, ÀÑ = � EMBED Equation.2  ���.


5.3. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ðàçìåðîì m�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 12�´�n�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 12�´�k ðàçáèò íà åäèíè÷íûå êóáèêè. Ñêîëüêî âñåãî îáðàçîâàëîñü ïàðàëëåëåïèïåäîâ (âêëþ÷àÿ èñõîäíûé)?


Îòâåò: � EMBED Equation.3  ���. 


Ðåøåíèå. Íà òð
