11 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Ðåøèòå ñèñòåìó: � EMBED Equation.3  ���.


Îòâåò: (2; –0,5; 2,5). 


Ðåøåíèå. Óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà 4 è ïîäñòàâèì â íåãî çíà÷åíèå 4z èç óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì: �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( � EMBED Equation.2  ���. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ x è y â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî z = 2,5.


1.2. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé 1000-óãîëüíèê, ó êîòîðîãî âñå óãëû âûðàæàþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè ãðàäóñîâ?


Îòâåò: íåò, íå ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Åñëè âíóòðåííèå óãëû ìíîãîóãîëüíèêà âûðàæàþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, òî è åãî âíåøíèå óãëû – öåëûå ÷èñëà. Íî ó ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñóììà âíåøíèõ óãëîâ ðàâíà 360(, à ñóììà òûñÿ÷è ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áîëüøå, ÷åì 360.


1.3. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ öèôðà à, ÷òî � EMBED Equation.3  ���.


Îòâåò: äà, ñóùåñòâóåò. 


Ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè a = 7 ïîëó÷èì âåðíîå ðàâåíñòâî 7776 = 65. 


Óêàçàííîå çíà÷åíèå à – åäèíñòâåííîå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè a < 6 ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñîäåðæèò ìåíüøå ÷åòûðåõ öèôð, à ïðè a > 7 – áîëüøå ÷åòûðåõ öèôð. Êðîìå òîãî, ïðè a = 6 ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 25, à ëåâàÿ ÷àñòü íà 25 íå äåëèòñÿ. 





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáûõ x è y âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x + y) = f(x) + f(y) + 80xy. Íàéäèòå f(1), åñëè f(0,25) = 2.


Îòâåò: 38.


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî f(0,5) = f(0,25 + 0,25) = f(0,25) + f(0,25) + 80(0,25(0,25 = 2 + 2 + 5 = 9. Àíàëîãè÷íî, f(1) = f(0,5 + 0,5) = f(0,5) + f(0,5) + 80(0,5(0,5 = 9 + 9 + 20 = 38.


2.2. ×åòûð¸õóãîëüíèê ÀÂÑD – âïèñàííûé. Ëó÷è ÀÂ è DÑ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M, à ëó÷è ÂÑ è AD – â òî÷êå N. Èçâåñòíî, ÷òî ÂÌ = DN. Äîêàæèòå, ÷òî CM = CN. 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 1à


Ðåøåíèå. Ïóñòü (MBC = (, òîãäà (CDN = (ABC = 180( – ( (ñì. ðèñ. 1à). Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêàõ ÂÑÌ è DCN: � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���. 


Òàê êàê ÂÌ = DN, (ÂÑÌ = (DCN è � EMBED Equation.2  ���, òî CM = CN. 


Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî òåîðåìû ñèíóñîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêîé ïðèåì: «îòðåæåì» òðåóãîëüíèê DÑN è «ïðèëîæèì» åãî ê òðåóãîëüíèêó ÂÑÌ, ñîâìåñòèâ ðàâíûå îòðåçêè DN è ÂÌ (ñì. ðèñ. 1á). Òàê êàê (MBC + (CDN = 180(, òî â ðåçóëüòàòå ýòîãî îáðàçóåòñÿ íîâûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì ðàâíû óãëû ïðè âåðøèíàõ Ñ è C’, çíà÷èò, îí – ðàâíîáåäðåííûé. Ñëåäîâàòåëüíî, CM = CN.


� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 1â


Ðèñ. 1á


Âòîðîé ñïîñîá. Îïèøåì îêðóæíîñòè îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ÂÑÌ è DCN (ñì. ðèñ. 1â). Òàê êàê ÂÌ = DN è (ÂÑÌ = (DCN, òî ðàäèóñû ýòèõ îêðóæíîñòåé ðàâíû. Äîêàæåì, ÷òî âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé ëåæèò íà îòðåçêå MN. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà ÂÑÌ, ïåðåñåêàåò MN â òî÷êå Ð. Òîãäà (NPC = (MBC = (, çíà÷èò òî÷êà Ð ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà DCN.


Âïèñàííûå óãëû CMN è CNM òðåóãîëüíèêà ÌÑN îïèðàþòñÿ íà ðàâíûå äóãè ðàâíûõ îêðóæíîñòåé, ïîýòîìó ýòè óãëû ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, CM = CN. 


Òî÷êà Ð, ïîëó÷åííàÿ â ýòîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ìèêåëÿ äëÿ ïðÿìûõ NA, NB, MA è MD. ×åðåç ýòó òî÷êó ïðîõîäÿò òàêæå îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ANB è AMD.
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2.3. Íà äîñêå 8(8 â óãëó ðàññòàâëåíû 9 ôèøåê â ôîðìå êâàäðàòà 3(3. Ëþáàÿ ôèøêà ìîæåò ïðûãàòü ÷åðåç äðóãóþ ôèøêó íà ñâîáîäíóþ êëåòêó (ïî ãîðèçîíòàëè, âåðòèêàëè èëè äèàãîíàëè). Ìîæíî ëè çà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïðûæêîâ ðàññòàâèòü ôèøêè â ôîðìå òàêîãî æå êâàäðàòà â êàêîì-ëèáî äðóãîì óãëó äîñêè?


Îòâåò: íåò, íåëüçÿ.


Ðèñ. 2


Ðåøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôèøêè ñòîÿò â ëåâîì íèæíåì óãëó äîñêè. Äîêàæåì, ÷òî â ïðàâûõ óãëàõ äîñêè ïîñòàâèòü ôèøêè íåâîçìîæíî. Ïîêðàñèì âåðòèêàëè äîñêè â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà, ÷åðåäóÿ èõ (èíà÷å ãîâîðÿ, «ìàòðàñèêîì», ñì. ðèñ. 2). Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ïðûæîê ôèøêè íå èçìåíÿåò öâåòà âåðòèêàëè, â êîòîðîé îíà ñòîÿëà. Èçíà÷àëüíî 6 ôèøåê ñòîÿëè â «÷åðíûõ» âåðòèêàëÿõ, à 3 ôèøêè – â «áåëûõ», à â êîíå÷íîé ðàññòàíîâêå äîëæíî áûòü íàîáîðîò. Çíà÷èò, òàêàÿ ðàññòàíîâêà íåâîçìîæíà.


Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ôèøêè íåëüçÿ ðàññòàâèòü â ëåâîì âåðõíåì óãëó äîñêè, íàäî «ìàòðàñèêîì» ðàñêðàñèòü ãîðèçîíòàëè è ïðîâåñòè àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå.


Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíîñòè ðàññòàíîâêè ôèøåê â ñîñåäíèõ óãëàõ äîñêè õâàòàåò è «øàõìàòíîé» ðàñêðàñêè. 





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: ((; (; (). 


Ðåøåíèå. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå �EMBED Unknown���.


Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ �EMBED Unknown��� ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� íåïðåðûâíà è � EMBED Equation.2  ��� ( 0. Êðîìå òîãî, ïðîèçâîäíàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 ïðè � EMBED Equation.2  ���, k(Z, òî åñòü ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ � EMBED Equation.2  ��� = 0, íå ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� ïðèíèìàåò òîëüêî ïðè îäíîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé. Òîãäà �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( x = y = z = (.


� EMBED PBrush  ���


3.2. Òî÷êè D, Å è F – ñåðåäèíû ñòîðîí ÂÑ, ÀÑ è ÀÂ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ AEF, BDF è ÑDE ïðîâåäåíà îêðóæíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî åå ðàäèóñ ðàâåí ðàäèóñó îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà DEF.


Ðèñ. 3


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê DEF ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ÀÂÑ ñ êîýôôèöèåíòîì k = 0,5 (ñì. ðèñ. 3). Îáîçíà÷èì öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ AEF, BDF è ÑDE ÷åðåç A’, B’ è C’ ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà îêðóæíîñòü, ñîäåðæàùàÿ ýòè òî÷êè îïèñàíà îêîëî òðåóãîëüíèêà A’B’C’. 


Ïóñòü I – öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Òðåóãîëüíèê AEF ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì À è êîýôôèöèåíòîì k = 0,5, ïîýòîìó òî÷êà A’ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òî÷êè I ïðè ýòîé ãîìîòåòèè, çíà÷èò, A’ – ñåðåäèíà îòðåçêà ÀI. Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðåâ ãîìîòåòèè ñ öåíòðàìè Â è Ñ è êîýôôèöèåíòîì k = 0,5, ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êè B’ è C’ – ñåðåäèíû îòðåçêîâ BI è CI ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçêè A’B’, B’C’ è C’A’ – ñðåäíèå ëèíèè òðåóãîëüíèêîâ AIB, BIC è CIA ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèê A’B’C’ òàêæå ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ÀÂÑ ñ êîýôôèöèåíòîì k = 0,5. Çíà÷èò òðåóãîëüíèêè A’B’C’ è DEF ðàâíû, ïîýòîìó ðàâíû è ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî íèõ.


Äëÿ ðåøåíèÿ ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ôàêòû: 1) îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà DEF, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ; 2) ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà DEF ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òàê êàê ðàâíû ðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ AEF, BDF è ÑDE. 


3.3. Íà ñòîëå âûëîæåíû â ðÿä 64 ãèðüêè, ïðè÷åì ìàññà äâóõ ëþáûõ ñîñåäíèõ ãèðåê îòëè÷àåòñÿ íà 1 ã. Òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü ãèðüêè íà äâå êó÷êè ñ ðàâíûìè ìàññàìè è ðàâíûì êîëè÷åñòâîì ãèðü. Âñåãäà ëè ýòî óäàñòñÿ?


Îòâåò: âñåãäà. 


Ðåøåíèå. Ðàçîáüåì âñå ãèðè íà ÷åòâåðêè ãèðü, ñòîÿùèõ ïîäðÿä. Ðàññìîòðèì ëþáóþ èç ýòèõ ÷åòâåðîê. Ïóñòü ìàññà ïåðâîé ãèðè ðàâíà m, òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû ìàññ ÷åòûðåõ ãèðü (â ãðàììàõ): 


1) m, (m + 1), (m + 2), (m + 3) èëè m, (m –1), (m – 2), (m – 3); 


2) m, (m + 1), (m + 2), (m + 1) èëè m, (m –1), (m – 2), (m – 1);


3) m, (m + 1), m, (m + 1) èëè m, (m –1), m, (m – 1);


4) m, (m + 1), m, (m – 1) èëè m, (m –1), m, (m + 1).


Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ÷åòâåðêà ãèðü ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïàðû ñ ðàâíîé ñóììîé ìàññ. Äåéñòâèòåëüíî: 1), 3) I + IV = II + III; 2), 4) I + III = II + IV (ðèìñêèìè öèôðàìè îáîçíà÷åíû ìàññû ãèðü ïî ïîðÿäêó). 


Ñëåäîâàòåëüíî, èç êàæäîé ÷åòâåðêè ìîæíî ïîëîæèòü äâå ãèðè â îäíó êó÷êó, à äâå äðóãèå – â äðóãóþ êó÷êó. Ðàçáèåíèå, îñóùåñòâëåííîå òàêèì îáðàçîì, áóäåò èñêîìûì.


Îáúÿñíèòü, ÷òî ëþáàÿ ÷åòâåðêà ãèðü, ñòîÿùèõ ïîäðÿä, ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïàðû ñ ðàâíûìè ñóììàìè ìàññ ìîæíî è áåç ðàçáîðà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ: ïîëîæèì ïåðâûå äâå ãèðè â ðàçíûå êó÷êè (áîëüøóþ – â ïåðâóþ êó÷êó, à ìåíüøóþ – âî âòîðóþ) è ñëåäóþùèå äâå ãèðè òàêæå ïîëîæèì â ðàçíûå êó÷êè, íî íàîáîðîò (ìåíüøóþ – â ïåðâóþ êó÷êó, à áîëüøóþ – âî âòîðóþ). Òàê êàê ìîäóëü ðàçíîñòè ìåæäó ìàññàìè ïåðâîé è âòîðîé ãèðü ðàâåí ìîäóëþ ðàçíîñòè ìåæäó ìàññàìè òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãèðü, òî òàêîå ðàçáèåíèå áóäåò èñêîìûì.





×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå äâå ôóíêöèè ñ íàèìåíüøèìè ïîëîæèòåëüíûìè ïåðèîäàìè 2 è 6, ÷òî èõ ñóììà èìååò íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä 3?


Îòâåò: äà, ñóùåñòâóþò.


Ðåøåíèå. Ïóñòü, íàïðèìåð, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, òîãäà � EMBED Equation.2  ��� = �EMBED Unknown���. Êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå R.


Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè � EMBED Equation.2  ��� ðàâåí � EMBED Equation.2  ��� = 2, à íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè � EMBED Equation.2  ��� ðàâåí � EMBED Equation.2  ��� = 3. Äîêàæåì, ÷òî íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè � EMBED Equation.2  ��� ðàâåí 6. 


Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî 6 êðàòíî 3 è 2, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ êàê ïåðèîäîì ôóíêöèè �EMBED Unknown���, òàê è ïåðèîäîì ôóíêöèè �EMBED Unknown���, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ è ïåðèîäîì èõ ñóììû. 


Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî T, ÷òî 0 < T < 6, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé x äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Ïðè x = 0 ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ��� = 2 ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, 3k = 2n, òî åñòü k – ÷åòíîå ÷èñëî. Ïóñòü k = 2m, ãäå m(Z, òîãäà T = 6m. Åñëè m > 0, òî 6m ( 6.


Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ó ôóíêöèè � EMBED Equation.2  ��� íå ìîæåò áûòü ïåðèîäà, ìåíüøåãî, ÷åì 6. 


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.


4.2. Â òåòðàýäðå ÀÂÑD: ÀÂ = 8, ÂÑ = 10, ÀÑ = 12, BD = 15. Èçâåñòíî, ÷òî ÷åòûðå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû òåòðàýäðà ñ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â ïðîòèâîëåæàùèå ãðàíè, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Íàéäèòå äëèíû ðåáåð DA è DC.


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: DA = 18, DC = 22,5.


Ðèñ. 4


Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî åñëè îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû òåòðàýäðà ÀÂÑD ñ öåíòðàìè âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ïðîòèâîëåæàùèõ ãðàíåé ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿ äëèí ïðîòèâîëåæàùèõ ðåáåð òåòðàýäðà, òî åñòü DC(AB = DÂ(AC = DA(BC. 


Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü îòðåçêè DO1 è ÀÎ2, ãäå O1 è Î2 – öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è DÂÑ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå N (ñì. ðèñ. 4). Òîãäà òî÷êè À, D, O1 è Î2 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïîýòîìó ïðÿìûå ÀO1 è DÎ2 ïåðåñåêàþò ðåáðî ÂÑ â îäíîé è òîé æå òî÷êå L. Òàê êàê AL è DL – áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêîâ ABC è DÂÑ, òî ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà � EMBED Equation.3  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, DC(AB = DÂ(AC. 


Çàìåíèâ, íàïðèìåð, ÀÎ2 íà BÎ3, ãäå Î3 – öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ãðàíè DBC, è ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå, ïîëó÷èì òðåáóåìîå äâîéíîå ðàâåíñòâî.


Îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî è óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå äîêàçàííîìó.


Â íàøåì ñëó÷àå DÂ(AC = 180, ïîýòîìó DA = 18, DC = 22,5.


4.3. Â ðàâåíñòâå õ5 + 2x + 3 = pk ÷èñëà õ è k – íàòóðàëüíûå. Ìîæåò ëè ÷èñëî ð áûòü ïðîñòûì?


Îòâåò: íåò, íå ìîæåò. 


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ð – ïðîñòîå ÷èñëî. Çàìåòèì, ÷òî õ = –1 – êîðåíü ìíîãî÷ëåíà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Òîãäà ýòîò ìíîãî÷ëåí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ, òî åñòü çàïèñàòü èñõîäíîå ðàâåíñòâî â âèäå: (x + 1)(x4 – x3 + x2 – x + 3) = pk. Ïðè x = 1 ýòî ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ ïðîñòûõ ð è íàòóðàëüíûõ k, çíà÷èò, x ( 2. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ìíîæèòåëü â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà áîëüøå 1, ïðè÷åì âòîðîé ìíîæèòåëü áîëüøå ïåðâîãî. 


Åñëè ÷èñëî ð – ïðîñòîå, òî x + 1 = pa, x4 – x3 + x2 – x + 3 = pb, ãäå à è b – íàòóðàëüíûå ÷èñëà è b > a. Òîãäà x4 – x3 + x2 – x + 3 ïðè êàêîì-òî íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè x äåëèòñÿ íà x + 1 áåç îñòàòêà, çíà÷èò, îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P(x) = x4 – x3 + x2 – x + 3 íà x + 1 ïðè òàêîì x äîëæåí äåëèòüñÿ íà x + 1. Ïî òåîðåìå Áåçó ýòîò îñòàòîê ðàâåí P(–1). Ñëåäîâàòåëüíî, P(–1) = 7 äåëèòñÿ íà (x + 1), òî åñòü x = 6. 


Ïîäñòàâèâ õ = 6 â èñõîäíîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:7791 = pk, íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ÷èñëî 7791 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî (îíî äåëèòñÿ íà 3, íî íå äåëèòñÿ íà 9).





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


5.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äðîáè � EMBED Equation.2  ���, åñëè � EMBED Equation.3  ���.


Îòâåò: 0,5. 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 5


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� ( 0, òî åñòü� EMBED Equation.2  ��� ( 1 ( 1 ( x ( 2. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî 1 ( y ( 2. Òîãäà 0,5 ( � EMBED Equation.2  ��� ( 1, ñëåäîâàòåëüíî, 0,5 ( � EMBED Equation.2  ��� ( 2. Çíà÷åíèå � EMBED Equation.2  ��� = 0,5 äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 1, y = 2, óäîâëåòâîðÿþùèõ èñõîäíîìó ðàâåíñòâó.


Îöåíèâ çíà÷åíèÿ x è y, ìîæíî ïðîäîëæèòü ðåøåíèå èíà÷å, èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü. Çàìåòèì, ÷òî ãðàôèê çàäàííîãî óðàâíåíèÿ öåëèêîì ëåæèò â êâàäðàòå ÀÂÑD (ñì. ðèñ. 5). Òàê êàê ýòîò êâàäðàò ëåæèò â ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè, òî âûðàæåíèå � EMBED Equation.2  ��� ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � EMBED Equation.2  ��� ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, èç âñåõ ïðÿìûõ âèäà y = kx, ãäå k > 0, íàäî âûáðàòü ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ êâàäðàò ÀÂÑD è èìåþùóþ íàèáîëüøèé óãëîâîé êîýôôèöèåíò. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ïðÿìàÿ ÎÂ, ãäå Â(1; 2). Ãðàôèê çàäàííîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò òî÷êó Â, òàê êàê ïðè ïîäñòàíîâêå åå êîîðäèíàò â ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ðàâíî 0,5. 


5.2. Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1 ðàçðåçàí ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè, â êàæäûé èç êîòîðûõ âïèñàí êðóã. Íàéäèòå ñóììó ïëîùàäåé ýòèõ êðóãîâ.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Òàê êàê âñå ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû, òî ó íèõ îòíîøåíèå ïëîùàäè âïèñàííîãî êðóãà ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà îäíî è òî æå, òî åñòü � EMBED Equation.2  ���, ãäå â çíàìåíàòåëÿõ äðîáåé – ïëîùàäè n òðåóãîëüíèêîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàçáèåíèè, à â ÷èñëèòåëÿõ – .ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùèõ âïèñàííûõ êðóãîâ. Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� = mS = S’, ãäå S è S’ – ïëîùàäè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà è âïèñàííîãî â íåãî êðóãà.


Òàê êàê ðàäèóñ êðóãà, âïèñàííîãî â äàííûé òðåóãîëüíèê, ðàâåí � EMBED Equation.2  ���, òî åãî ïëîùàäü ðàâíà � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���.


5.3. Ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ðàâíà ñóììå öèôð ÷èñëà 2n + 1. Ìîãóò ëè áûòü ðàâíûìè ñóììû öèôð ÷èñåë 3n – 3 è n – 2?


Îòâåò: íåò, íå ìîãóò. 


Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è åãî ñóììà öèôð èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 9. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ó äâóõ ÷èñåë îäèíàêîâûå ñóììû öèôð, òî ðàçíîñòü ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 9. Òîãäà èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî (2n + 1) – n = n + 1 äåëèòñÿ íà 9.


Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ÷èñåë 3n – 3 è n – 2 òàêæå îäèíàêîâûå ñóììû öèôð. Òîãäà (3n – 3) – (n – 2) = 2n – 1 äåëèòñÿ íà 9. Â ýòîì ñëó÷àå íà 9 äîëæíî äåëèòüñÿ ÷èñëî (2n – 1) – (n + 1) = n – 2, íî òîãäà è ÷èñëî (n + 1) –  (n – 2) = 3 òàêæå äîëæíî äåëèòüñÿ íà 9, ÷òî íåâîçìîæíî.


Âòîðóþ ÷àñòü ðàññóæäåíèé ìîæíî ïðîâåñòè èíà÷å. Èç òîãî, ÷òî n + 1 äåëèòñÿ íà 9, ñëåäóåò, ÷òî n = 9k – 1, ãäå k – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà 3n – 3 = 27k – 6, à n – 2 = 9k – 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äåëåíèè íà 9 ïåðâîå ÷èñëî äàåò îñòàòîê 3, à âòîðîå – îñòàòîê 6. Ïîýòîìó èõ ñóììû öèôð íå ìîãóò áûòü ðàâíûìè.
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