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Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Âàñÿ ñëîæèë ÷åòâåðòóþ ñòåïåíü è êâàäðàò íåêîòîðîãî ÷èñëà, îòëè÷íîãî îò íóëÿ, è ñîîáùèë ðåçóëüòàò Ïåòå. Ñìîæåò ëè Ïåòÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü Âàñèíî ÷èñëî?


Îòâåò: íåò, íå ñìîæåò.


� EMBED PBrush  ���


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Âàñÿ âûáðàë ÷èñëî 1. Òàê êàê 14 + 12 = 2, òî ðåçóëüòàò, êîòîðûé îí ñîîáùèò Ïåòå – ÷èñëî 2. Íî òî æå ñàìîå ÷èñëî 2 îí ñîîáùèò Ïåòå, åñëè çàäóìàåò ÷èñëî (1, ïîñêîëüêó ((1)4 + ((1)2 = 2.


Òàê êàê ðàâåíñòâî ((à)2 + ((à)4 =  à2 + à4 ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî à, òî êàêîå áû ÷èñëî Âàñÿ èçíà÷àëüíî íå âûáðàë, Ïåòÿ åãî îïðåäåëèòü íå ñìîæåò.


1.2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíà âûñîòà ÑÍ èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà. Èç âåðøèíû Â áîëüøåãî îñòðîãî óãëà ïðîâåäåí îòðåçîê BK òàê, ÷òî (CBK = (CÀB (ñì. ðèñóíîê). Äîêàæèòå, ÷òî ÑÍ äåëèò BK ïîïîëàì.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 1


Ðåøåíèå. Ïóñòü îòðåçêè ÑÍ è BK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D (ñì. ðèñ. 1). Òàê êàê (BÑÍ = (CÀB = (CBK, òî òðåóãîëüíèê BCD – ðàâíîáåäðåííûé: CD = BD. Òîãäà CD – ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà BCK, òî åñòü BD = KD.


Çàêëþ÷èòåëüíûé âûâîä ìîæíî òàêæå ñäåëàòü èç òîãî, ÷òî ðàâíû óãëû KCD è CKD (îíè äîïîëíÿþò ðàâíûå óãëû äî ïðÿìîãî), ïîýòîìó ÑD = KD.


1.3. Ïî îêîí÷àíèè øàõìàòíîãî òóðíèðà Íåçíàéêà ñêàçàë: «ß íàáðàë íà 3,5 î÷êà áîëüøå, ÷åì ïîòåðÿë». Ìîãóò ëè åãî ñëîâà áûòü ïðàâäîé? (Ïîáåäà – 1 î÷êî, íè÷üÿ – 1/2 î÷êà, ïîðàæåíèå – 0.)


Îòâåò: íåò, íå ìîãóò. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü Íåçíàéêà ïîòåðÿë x î÷êîâ, à íàáðàë x + 3,5. Òàê êàê ñóììà íàáðàííûõ è ïîòåðÿííûõ î÷êîâ ðàâíà êîëè÷åñòâó ñûãðàííûì èì ïàðòèé, òî 2x + 3,5 äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì, òî åñòü 2x + 3,5 = N. Òîãäà � EMBED Equation.2  ���, òî åñòü äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x ðàâíà 0,25 èëè 0,75, ÷òî íåâîçìîæíî (â ðåàëüíîñòè äðîáíàÿ ÷àñòü x ìîæåò áûòü ðàâíà òîëüêî íóëþ èëè 0,5).


Âòîðîé ñïîñîá. Ïåðåä íà÷àëîì òóðíèðà ðàçíîñòü ìåæäó íàáðàííûìè è ïîòåðÿííûìè î÷êàìè ðàâíÿëàñü íóëþ. Åñëè ïàðòèÿ ðåçóëüòàòèâíà, òî ýòà ðàçíîñòü èçìåíÿåòñÿ íà 1, à åñëè ïàðòèÿ çàêîí÷èëàñü âíè÷üþ, òî ðàçíîñòü íå èçìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ ðàçíîñòü ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ, òî åñòü íå ìîæåò áûòü ðàâíà 3,5. 








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå (èçáàâüòåñü îò êàê ìîæíî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà çíàêîâ êîðíåé): � EMBED Equation.3  ���.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. 1) � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 2� EMBED Equation.2  ��� + 1; 2) � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� – 1; 3) � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ���.


2.2. Áóìàæíûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ïåðåãíóëè ïî ïðÿìîé òàê, ÷òî âåðøèíà Ñ ïðÿìîãî óãëà ñîâìåñòèëàñü ñ âåðøèíîé Â è ïîëó÷èëñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê. Â êàêèõ îòíîøåíèÿõ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà äåëèò ýòè äèàãîíàëè?


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: îáå äèàãîíàëè – â îòíîøåíèè 2 : 1.


Ðèñ. 2


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ëèíèÿ ñãèáà – ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó ÂÑ. Ïóñòü ýòîò ïåðïåíäèêóëÿð ïåðåñåêàåò ñòîðîíû ÂÑ è ÀÂ â òî÷êàõ K è Ì ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ïîñëå ïåðåãèáàíèÿ ïîëó÷åí ÷åòûðåõóãîëüíèê BKMD, äèàãîíàëè êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î (ñì. ðèñ. 2). Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. ÂÌ è DK – ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ÂÑD, O – òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ, çíà÷èò, ÂÎ : ÎÌ = DO : OK = 2 : 1. 


Âòîðîé ñïîñîá. Òàê êàê KM – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òî KM || AC || BD è KM = � EMBED Equation.2  ���AC = � EMBED Equation.2  ���BD. Çíà÷èò, BKMD – òðàïåöèÿ, ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè KOM è BOD ïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÂÎ : ÎÌ = DO : OK = BD : KM = 2 : 1.


2.3. Â êëåòêàõ òàáëèöû 3(3 ðàññòàâèëè öèôðû îò 1 äî 9. Çàòåì íàøëè ñóììû öèôð â êàæäîé ñòðîêå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî èç ýòèõ ñóìì ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì?


Îòâåò: äâå. 
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Ðåøåíèå. Íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà öèôð â ñòðîêå: 1 + 2 + 3 = 6, à íàèáîëüøàÿ: 7 + 8 + 9 = 24. Çíà÷èò, åñëè ñóììà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì, òî îíà äîëæíà áûòü ðàâíà 9 èëè 16. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé ñòðî÷êå òàáëèöû ñóììà ðàâíà 9 èëè 16, òîãäà ñóììà âñåõ öèôð â òàáëèöå ðàâíà 9 + 9 + 9 = 27 èëè 9 + 9 + 16 = 34 èëè 9 + 16 + 16 = 41 èëè 16 + 16 + 16 = 48. Íî ñóììà ÷èñåë îò 1 äî 9 ðàâíà 45, òî åñòü òðåõ ñóìì – ïîëíûõ êâàäðàòîâ áûòü íå ìîæåò. 


Äâå òàêèå ñóììû âîçìîæíû, íàïðèìåð, ñì. òàáëèöó: 


Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå ïîëíûìè êâàäðàòàìè ÿâëÿþòñÿ ñóììû êàê â ïåðâûõ äâóõ ñòðî÷êàõ, òàê è â ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöàõ. 








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Íàáîð èç íåñêîëüêèõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ íåò îäèíàêîâûõ, îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå êàêèõ-òî äâóõ ÷èñåë èç ýòîãî íàáîðà ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó êàêèõ-òî òðåõ ÷èñåë èç íàáîðà è ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó êàêèõ-òî ÷åòûðåõ ÷èñåë èç íàáîðà. Êàêîâî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë â òàêîì íàáîðå?


Îòâåò: 5 ÷èñåë.


Ðåøåíèå. Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5. Äåéñòâèòåëüíî, � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 3. Äîêàæåì, ÷òî ÷åòûðå ÷èñëà â íàáîðå áûòü íå ìîæåò.


Ïóñòü �EMBED Unknown���, òîãäà a + b = c + d. Äàëåå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:


1) Â ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðàõ èç äâóõ è òð¸õ ÷èñåë ñîâïàëè äâà ÷èñëà, òî åñòü  �EMBED Unknown���. Òîãäà a + b = 2c. Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ, ïîëó÷åííîãî ðàíåå, 2c = c + d, òî åñòü c = d, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (÷èñëà äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû).


2) Â ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðàõ èç äâóõ è òð¸õ ÷èñåë ñîâïàëî îäíî ÷èñëî, òî åñòü  �EMBED Unknown���. Òîãäà a + 3b = 2c + 2d. Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ, ïîëó÷åííîãî ðàíåå, a + 3b = 2a + 2b, òî åñòü à = b, ÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.


�


3.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíàõ AB, AC è BC âûáðàíû òî÷êè D, E è F ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî BF = 2CF, CE = 2AE è óãîë DEF – ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî DE – áèññåêòðèñà óãëà ADF. 


Ðèñ. 3à


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. ×åðåç òî÷êè Å è F ïðîâåäåì ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ÀÂ. Ïóñòü îíè ïåðåñåêàþò ÂÑ è ÀÑ â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3à). Ïî òåîðåìå Ôàëåñà K – ñåðåäèíà îòðåçêà BF, L – ñåðåäèíà îòðåçêà CE. Îòìåòèì òî÷êó M ïåðåñå÷åíèÿ KE è DF, òîãäà, òàêæå ïî òåîðåìå Ôàëåñà, M – ñåðåäèíà îòðåçêà DF. 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3á


Òàêèì îáðàçîì, ÅÌ – ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà DEF, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ïîýòîìó ÌÅ = MD. Ñëåäîâàòåëüíî, (MDE = (MED. Êðîìå òîãî, èç ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ ÌÅ è AD ñëåäóåò, ÷òî (MED = (EDA. Çíà÷èò, (ADE = (FDE, òî åñòü DE – áèññåêòðèñà óãëà ADF. 


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó F è ïàðàëëåëüíàÿ ÀÂ, ïåðåñåêàåò ÀÑ â òî÷êå L (ñì. ðèñ. 3á). Òîãäà, ïî òåîðåìå î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ, AL = 2LC. Çíà÷èò, Å – ñåðåäèíà îòðåçêà AL. Ïðîäëèì FE äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé ÀÂ â òî÷êå N. Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ÀÅN è LEF (ïî ñòîðîíå è ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì) ñëåäóåò, ÷òî NE = FE. Òîãäà â òðåóãîëüíèêå NDF îòðåçîê DE ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé è ìåäèàíîé, çíà÷èò, ýòîò òðåóãîëüíèê – ðàâíîáåäðåííûé. Ñëåäîâàòåëüíî, DE – áèññåêòðèñà óãëà ADF. 


3.3. Íà äîñêå âûïèñàíû ÷èñëà 1, 2, …, 100. Íà êàæäîì ýòàïå îäíîâðåìåííî ñòèðàþòñÿ âñå ÷èñëà, íå èìåþùèå ñðåäè íåñòåðòûõ ÷èñåë äåëèòåëåé, êðîìå ñåáÿ ñàìîãî. Íàïðèìåð, íà ïåðâîì ýòàïå ñòèðàåòñÿ òîëüêî ÷èñëî 1. Êàêèå ÷èñëà áóäóò ñòåðòû íà ïîñëåäíåì ýòàïå?


Îòâåò: 64 è 96.


Ðåøåíèå. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå ïîñëå ñòèðàíèÿ åäèíèöû áóäóò ñòåðòû âñå ïðîñòûå ÷èñëà (òàê êàê ó íèõ íåò äåëèòåëåé, êðîìå 1 è ñàìîãî ÷èñëà). Äàëåå áóäóò ñòåðòû ÷èñëà, â ðàçëîæåíèå êîòîðûõ âõîäèò ðîâíî 2 ïðîñòûõ ìíîæèòåëÿ (íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ), çàòåì ñòåðòû ÷èñëà, â ðàçëîæåíèå êîòîðûõ âõîäèò ðîâíî 3 ïðîñòûõ ìíîæèòåëÿ, è òàê äàëåå. Òàê êàê 27 > 100, òî ñðåäè çàäàííûõ íåò ÷èñåë, â ðàçëîæåíèå êîòîðûõ âõîäèò áîëüøå øåñòè ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïîñëåäíåì øàãå áóäóò ñòåðòû ÷èñëà, â ðàçëîæåíèå êîòîðûõ âõîäèò ðîâíî 6 ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé. Òàê êàê 32(24 > 100, òî òàêèõ ÷èñåë âñåãî äâà: 26 = 64 è 3(25 = 96. 








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Òðè ÷èñëà x, y è z îòëè÷íû îò íóëÿ è òàêîâû, ÷òî x2 – y2 = yz è y2 – z2 = xz. Äîêàæèòå, ÷òî x2 – z2 = xy.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî |x| ( |y| è |y| ( |z| (èíà÷å ñðåäè äàííûõ òðåõ ÷èñåë åñòü íóëè). Ñëîæèâ ïî÷ëåííî äâà ðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ, ïîëó÷èì: x2 – z2 = yz + xz, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî yz + xz = xy.


Òàê êàê z ( 0, òî èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â óñëîâèè ñëåäóåò, ÷òî � EMBED Equation.2  ���. Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå x â ïåðâîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |y| ( |z|, äàëåå ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ��� (.� EMBED Equation.2  ���.


Ïî÷ëåííî ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà z, òîãäà: � EMBED Equation.2  ��� ( yz = xy – xz, òî åñòü xz + yz = xy, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


�


Ðèñ. 4à


4.2. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD O – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Òî÷êà M ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB çà òî÷êó B. Èçâåñòíî, ÷òî óãîë AMO ðàâåí óãëó ÂAD. Äîêàæèòå, ÷òî MC = MD.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî òî÷êà Ì ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó CD (ñì. ðèñ. 4à).


Ðàññìîòðèì îòðåçîê PQ, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí ÀÂ è CD ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê PQ || AD è PO = OQ, òî (MPO = (BAD = (PMO, òî åñòü ÌÎ = ÐÎ.


� EMBED PBrush  ���


Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà Î – öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÐÌQ, PQ – äèàìåòð ýòîé îêðóæíîñòè, çíà÷èò, (PMQ = 90(. Òàê êàê CD || PM, òî ÌQ(CD. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Q – ñåðåäèíà CD, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü ïðÿìàÿ ÌÎ ïåðåñåêàåò ïðÿìûå ÂÑ è CD â òî÷êàõ Ð è K ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 4á). Òîãäà òðåóãîëüíèêè KOD è ÌÎÂ ðàâíû (ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì óãëàì). Ñëåäîâàòåëüíî, KD = MB. 


Ðèñ. 4á


Òàê êàê (MBC = (BAD = (AMO, òî òðåóãîëüíèê ÂÌÐ – ðàâíîáåäðåííûé: ÂÐ = MP. Òàê êàê (MKC = (AMK = (BAD = (BCD, òî òðåóãîëüíèê KCP – òàêæå ðàâíîáåäðåííûé: CÐ = KP. Ñëåäîâàòåëüíî, MK = BC.


Òàêèì îáðàçîì, ðàâíû òðåóãîëüíèêè MKD è ÑÂÌ (MK = BC, KD = MB, (MKD = (MBC), çíà÷èò MD = MC.


Ýòó æå èäåþ ðåøåíèÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî-äðóãîìó. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè Ì è Ê ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè Î – öåíòðà ñèììåòðèè äàííîãî ïàðàëëåëîãðàììà, çíà÷èò îòðåçêè ÑÌ è AK òàêæå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî Î (ñì. ðèñ. 4á). Òîãäà, äîêàçàâ, ÷òî MK = BC = AD, ïîëó÷èì, ÷òî â òðàïåöèè ÀÌDK ðàâíû äèàãîíàëè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà òðàïåöèÿ – ðàâíîáîêàÿ, òî åñòü ÌD = AK = MC.


4.3. Â ðÿä çàïèñàíû 20 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ ïîäðÿä, ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Ïåðâîå ÷èñëî ðàâíî 42. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë áîëüøå, ÷åì 16000.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 42 = 2(3(7, òî åñòü âñå ïðîñòûå ìíîæèòåëè – â ïåðâîé ñòåïåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ äâóõ ÷èñåë ÿâëÿëîñü ïîëíûì êâàäðàòîì, âòîðîå ÷èñëî äîëæíî èìåòü âèä 42� EMBED Equation.2  ���, ãäå k1 – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. 


Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå âòîðîãî è òðåòüåãî ÷èñëà – ïîëíûé êâàäðàò, òî òðåòüå ÷èñëî, ïî òåì æå ïðè÷èíàì, èìååò âèä 42� EMBED Equation.2  ���, ãäå k2 – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è òàê ä
