11 êëàññ

Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)

1.1. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ íåðàâåíñòâî: � EMBED Equation.2  ���.

Îòâåò: 0, (1.

Ðåøåíèå. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ���, òî � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, öåëûå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ òîëüêî ñðåäè ÷èñåë 0, (1; (2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â îáåèõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâà – ÷åòíûå ôóíêöèè, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ÷èñëà 0, 1 è 2 ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêè. Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ÷èñëà 0 è 1 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äàííîãî íåðàâåíñòâà, à ÷èñëî 2 – íå ÿâëÿåòñÿ. 



1.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ÷åðåç öåíòð I âïèñàííîé îêðóæíîñòè è âåðøèíó À ïðîâåëè ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå Ð. Íàéäèòå IP, åñëè (ÂÀÑ = (, à ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ÀÂÑ, ðàâåí R.

� EMBED PBrush  ���

Ðèñ. 1

Îòâåò: 2Rsin� EMBED Equation.2  ���

Ðåøåíèå. Ïóñòü Î – öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ÀÐ – áèññåêòðèñà óãëà ÂÀÑ, çíà÷èò (ÂÎÐ = (ÂÀÑ = ( (ñì. ðèñ. 1). Èç ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ÂÎÐ: ÐÂ = 2ÎÂ(sin� EMBED Equation.2  ���(ÂÎÐ = 2Rsin� EMBED Equation.2  ���. Ïî òåîðåìå «òðèëèñòíèêà» IP = ÐÂ.







1.3. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå ñòà, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè?

Îòâåò: ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, 65 = 12 + 82 = 42 + 72 èëè 85 = 22 + 92 = 62 + 72.

Äðóãèõ ïðèìåðîâ íåò.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)

2.1. Ìîãóò ëè òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà âèäà 2n + 1, ãäå n – íàòóðàëüíîå, áûòü ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè?

Îòâåò: íå ìîãóò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y è z, ÷òî 2x + 1, 2y + 1 è 2z + 1 – ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷ëåíû íåêîòîðîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ïðîãðåññèÿ – âîçðàñòàþùàÿ, òî åñòü x < y < z. 

Òîãäà �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���, ãäå ÷èñëà 2y .– x, y .– x + 1 è z .– x òàêæå ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè. Íî ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê â åãî ëåâîé ÷àñòè – ÷åòíîå ÷èñëî, à â ïðàâîé – íå÷åòíîå. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èå ìîæíî ïîëó÷èòü è ñðàçó ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê, òàê êàê ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ñòåïåíåé äâîåê (ýòî ñëåäóåò èç ïåðåõîäà ê äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ).

2.2. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà ÀL. Î, O1 è O2 – öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ, ÀÂL è ACL ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ÎO1 = ÎO2.

� EMBED PBrush  ���

Ðèñ. 2

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì ÀÂ, ÀÑ è AL, òîãäà âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà ÎO1O2 ÿâëÿþòñÿ òî÷êè èõ ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 2). Äîêàæåì, ÷òî ýòîò òðåóãîëüíèê – ðàâíîáåäðåííûé.

Äåéñòâèòåëüíî, (ÎO1O2 = (BAL (îñòðûå óãëû ñ ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè). Àíàëîãè÷íî, (ÎO2O1 = (ÑAL. Òàê êàê (BAL = (ÑAL, òî (ÎO1O2 = (ÎO2O1, çíà÷èò, ÎO1 = ÎO2.

Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü, ÷òî öåíòðû òðåõ îêðóæíîñòåé è òî÷êà À ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

 

�1�2�3�4�5�Î��À��1�3�1��5��B�1����3�4��Ñ�0���3��3��D�1��0��1�2��E��0��1��1��2.3. Â ôóòáîëüíîì òóðíèðå â îäèí êðóã ïðèíÿëè ó÷àñòèå 5 êîìàíä. Â ñèëó ïîãîäíûõ óñëîâèé òóðíèð íå áûë çàâåðøåí. Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ ìàò÷åé âñå êîìàíäû íàáðàëè ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ, ïðè ýòîì êàæäàÿ êîìàíäà íàáðàëà õîòÿ áû î÷êî. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî èãð ìîãëî ñîñòîÿòüñÿ? (Ïîáåäà – 3 î÷êà, íè÷üÿ– 1, ïîðàæåíèå – 0.)

Îòâåò: 6 èãð.

Ðåøåíèå. Íàèìåíüøåå ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ, íàáðàííûõ êîìàíäàìè, ðàâíî 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15, òî åñòü èãð – íå ìåíåå ïÿòè. Íî ïÿòè èãð òàêæå íå õâàòèò, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ èãðà äîëæíà áûëà çàêîí÷èòüñÿ ïîáåäîé îäíîé èç êîìàíä, à òîãäà êîëè÷åñòâî î÷êîâ ó êàæäîé êîìàíäû áûëî áû êðàòíî òðåì. 

Øåñòü èãð ñîñòîÿòüñÿ ìîãëî. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ – ñì. òàáëèöó.





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)

3.1. Ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y è z ðàâíà � EMBED Equation.3  ���. Äîêàæèòå, ÷òî ñîsx + cosy + cosz > sinx + siny + sinz.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî � EMBED Equation.3  ���. Àíàëîãè÷íî, � EMBED Equation.3  ��� è � EMBED Equation.3  ��� 

Òàê êàê 0 < y + z < � EMBED Equation.3  ���, òî � EMBED Equation.3  ���. Àíàëîãè÷íî, � EMBED Equation.3  ��� è � EMBED Equation.3  ���. Ñêëàäûâàÿ ýòè òðè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Âòîðîé ñïîñîá. Äîêàæåì, ÷òî � EMBED Equation.2  ���, åñëè � EMBED Equation.2  ���. Äëÿ ýòîãî íàéäåì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè � EMBED Equation.2  ��� íà îòðåçêå � EMBED Equation.2  ���. 

Òàê êàê � EMBED Equation.2  ���, òî � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � EMBED Equation.2  ���, ïîëó÷èì, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� ïðè � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ���íåïðåðûâíà íà � EMBED Equation.2  ���, òî åå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ íà ýòîì îòðåçêå ìîãóò äîñòèãàòüñÿ ëèáî â ýòîé òî÷êå, ëèáî íà êîíöàõ îòðåçêà. Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ òðåõ òî÷êàõ: � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ��� > 0; � EMBED Equation.2  ��� > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���, åñëè � EMBED Equation.2  ���.

Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� ( 3 – (x + y + z)� EMBED Equation.2  ��� = 3 – � EMBED Equation.2  ��� > 0. Çíà÷èò, ñîsx + cosy + cosz > sinx + siny + sinz, ÷òî è òðåáîâàëîñü.



3.2. Äàí êóá ÀBCDA’B’C’D’ c ðåáðîì 1. Íà åãî ðåáðàõ ÀÂ, ÂÑ, C’D’ è D’A’ îòìå÷åíû òî÷êè K, L, M è N ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî KLMN – êâàäðàò. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü.

� EMBED PBrush  ���

Îòâåò: 1,125.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ äàííîãî êâàäðàòà íà ïëîñêîñòü ãðàíè ABCD. Èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ïàðàëëåëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, ýòî ïàðàëëåëîãðàìì, à ó÷èòûâàÿ òåîðåìó î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ, – ýòî ïðÿìîóãîëüíèê KLM’N’ (ñì. ðèñ. 3à). Òàê êàê ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê îòëè÷åí îò êâàäðàòà, òî åãî ñòîðîíû ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû äèàãîíàëÿì êâàäðàòà ABCD. Äîêàæåì ýòî.

Ðèñ. 3à

� EMBED PBrush  ���

Ïóñòü âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà ëåæàò íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà (ïî îäíîé íà êàæäîé ñòîðîíå). Òîãäà öåíòð Î êâàäðàòà ABCD ÿâëÿåòñÿ òàêæå è öåíòðîì ïðÿìîóãîëüíèêà, à âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíîóäàëåíû îò òî÷êè Î. 

Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Î è äèàìåòðîì, ðàâíûì äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà, ïåðåñåêàåò êàæäóþ ñòîðîíó êâàäðàòà íå áîëåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëþáóþ âåðøèíó Ð ïðÿìîóãîëüíèêà è äâà âîçìîæíûõ ïîëîæåíèÿ Q1 è Q2 ñîñåäíåé c íåé âåðøèíû (ñì. ðèñ. 3á). 

Ðèñ. 3á

Â òðåóãîëüíèêàõ ÎÀÐ è ÎAQ: ÎÀ – îáùàÿ ñòîðîíà; ÎÐ = OQ; (OAP = (OAQ. Ñîãëàñíî «÷åòâåðòîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ», âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû (òî÷êà Q1); 2) ÷åòûðåõóãîëüíèê OPAQ  – âïèñàííûé (òî÷êà Q2).

Â ïåðâîì ñëó÷àå, ÐQ1(ÎÀ, òî åñòü ÐQ1 || BD, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, ÎÐ(ÎQ2, òî åñòü äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê – êâàäðàò.

Âû÷èñëèì òåïåðü ïëîùàäü KLMN. Ïóñòü KL = KN = a, AK = AN’ = x, òîãäà BK = 1 – x, KN’ = x� EMBED Equation.2  ��� (ñì. ðèñ. 3à). Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà KNN’: a2 = 2x2 + 1, à èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ KBL è ÀÂÑ: � EMBED Equation.2  ���. 

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé: x = � EMBED Equation.2  ���; a = � EMBED Equation.2  ���. Çíà÷èò, SKLMN = a2 = � EMBED Equation.2  ���. 

Óêàæåì äðóãîé, «âû÷èñëèòåëüíûé» ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà KLM’N’ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû äèàãîíàëÿì êâàäðàòà ABCD.

� EMBED PBrush  ���

Òàê êàê KLM’N’ – íå êâàäðàò, òî ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KAN’ è N’DM’ íå ðàâíû (ñì. ðèñ. 3â). Íî (ÀKN’ = (DN’M’ (óãëû ñ ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè), çíà÷èò, ýòè òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���.

Ðèñ. 3â

Ïóñòü AN’ = x, DM’ = y, òîãäà DN’ = 1 – x, AK = CM’ = 1 – y. Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� ( (x – y)(x + y – 1) = 0 Òàê êàê òðåóãîëüíèêè KAN’ è N’DM’ íå ðàâíû, òî x (  y, çíà÷èò, y = 1 – x  Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìûå òðåóãîëüíèêè – ðàâíîáåäðåííûå, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìàÿ ïàðàëëåëüíîñòü. 



3.3. Æèëè-áûëè äâàäöàòü øïèîíîâ. Êàæäûé èç íèõ íàïèñàë äîíîñ íà äåñÿòü ñâîèõ êîëëåã. Äîêàæèòå, ÷òî íå ìåíåå, ÷åì äåñÿòü ïàð øïèîíîâ äîíåñëè äðóã íà äðóãà.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî – øïèîíû. Åñëè îäèí øïèîí íàïèñàë äîíîñ íà äðóãîãî, òî ñîåäèíèì ýòè äâå âåðøèíû îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì îò ïåðâîãî êî âòîðîìó. Ïîñëå ýòîé ïðîöåäóðû îáðàçóåòñÿ 20(10 = 200 òàêèõ ðåáåð. Íî ïîëíûé ãðàô íà 20 âåðøèíàõ ñîäåðæèò âñåãî �EMBED Unknown��� = 190 ðåáåð, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ 10 ðåáåð, îðèåíòèðîâàííûõ â îáå ñòîðîíû. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ áû äåñÿòü ïàð øïèîíîâ äîíåñëè äðóã íà äðóãà.





×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)

4.1. Äàí ìíîãî÷ëåí �EMBED Equation.3���. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå èç óðàâíåíèé f(x) = 1 è f(x) = 2 èìååò ÷åòûðå êîðíÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ êîðíåé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî x1 + x2 = x3 + x4, òî è äëÿ êîðíåé âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî.  

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü x1 + x2 = x3 + x4 = m. Òîãäà f(x) – 1 = (x – x1)(x – x2)(x – x3)(x – x4) = (x2 – mx + x1x2)(x2 – mx + x3x4). Òàê êàê óðàâíåíèå f(x) = 2 ( f(x) – 1 = 1, òî åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: (x2 – mx + x1x2)(x2 – mx + x3x4) = 1.

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé x2 – mx = y, ïîëó÷èì óðàâíåíèå (y + x1x2)(y + x3x4) = 1. Òàê êàê óðàâíåíèå f(x) = 2 èìååò ÷åòûðå êîðíÿ, òî ýòî óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü äâà êîðíÿ y1 è y2. Ïðè ýòîì, äâà êîðíÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 2 áóäóò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ x2 – mx = y1, à åùå äâà – ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ x2 – mx = y2. Íî â êàæäîì èç ýòèõ óðàâíåíèé ñóììà êîðíåé ðàâíà m, ïîýòîìó äëÿ ÷åòûðåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ f(x) = 2 âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü � EMBED Equation.2  ���. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí g(x) = f(x + n), òîãäà êîðíÿìè óðàâíåíèÿ g(x) = 1 áóäóò ÿâëÿòüñÿ ÷èñëà � EMBED Equation.2  ���, ãäå n = 1; 2; 3; 4. Ïðè ýòîì, � EMBED Equation.2  ��� = 0, òî åñòü ýòè ÷èñëà ïîïàðíî ïðîòèâîïîëîæíû. Òîãäà ôóíêöèÿ g(x) = (x – (1)(x – (2)(x – (3)(x – (4) = (x – (1)(x + (1)(x – (3)(x + (3) = � EMBED Equation.2  ��� ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, êîðíè óðàâíåíèÿ g(x) = 2 òàêæå ïîïàðíî ïðîòèâîïîëîæíû. 

Òàê êàê f(x) = g(x – n), òî êîðíè óðàâíåíèÿ f(x) = 2 ïîëó÷àòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíåé óðàâíåíèÿ g(x) = 2 ïðèáàâëåíèåì ÷èñëà n, ïîýòîìó îíè áóäóò îáëàäàòü òðåáóåìûì ñâîéñòâîì.



�

Ðèñ. 4

4.2. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíû ìåäèàíà ÀÌ, áèññåêòðèñà AL è âûñîòà AH. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, åñëè AL = t, AH = h è L – ñåðåäèíà îòðåçêà MH.

Îòâåò: � EMBED Equation.3  ���.

Ðåøåíèå. Ïðîäîëæèì áèññåêòðèñó AL äî å¸ ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå N ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 4). Ïóñòü  O – öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè. Èç ðàâåíñòâà äóã BN è CN ñëåäóåò, ÷òî ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð OM ê ñòîðîíå ÂÑ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó N.

Òàê êàê ML = HL, òî ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè  NML è AHL ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, NM = AH = h, NL = AL = t (AHNM – ïàðàëëåëîãðàìì). Êðîìå òîãî, òàê êàê L – ñåðåäèíà AN, òî OL(AN. 

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà OLN: �EMBED Msxml2.SAXXMLReader.6.0���, îòêóäà R = ON = � EMBED Equation.3  ���.



4.3. Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî óáûâàþùèì, åñëè êàæäàÿ öèôðà â åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè, êðîìå ïåðâîé, ìåíüøå èëè ðàâíà ïðåäûäóùåé. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî ÷èñëî 16n – óáûâàþùåå?

Îòâåò: íå ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 16n  îêàí÷èâàåòñÿ íà 6. Êðîìå òîãî, ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà ñòåïåíè äâîéêè ñ ïîêàçàòåëåì, íå ìåíüøèì ÷åòûðåõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ñîñòàâëåííîå èç k ïîñëåäíèõ öèôð â çàïèñè 16n äîëæíî äåëèòüñÿ íà 2k. 

Ðàññìîòðèì ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 16n. Òîãäà 16n ìîæåò îêàçàòüñÿ óáûâàþùèì, åñëè ýòî 66, 76, 86 èëè 96. Íî ÷èñëà âèäà …66 èëè …86 íå äåëÿòñÿ íà 4, à ÷èñëî âèäà 99...96 (äðóãèõ öèôð âïåðåäè áûòü íå ìîæåò) äåëèòñÿ íà 3, à 16n íà 3 íå äåëèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ñîñòàâëåííîå èç äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð, ìîæåò áûòü òîëüêî 76. 

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ ÷èñåë, ñîñòàâëåííûõ èç òðåõ, ÷åòûðåõ, ïÿòè è øåñòè ïîñëåäíèõ öèôð, ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî 16n äîëæíî  îêàí÷èâàåòñÿ íà 987776. Ýòî ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà 162 = 256, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî äåëåíèåì, ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü ñòåïåíüþ øåñòíàäöàòè, à ÷èñëî 9987776 íå äåëèòñÿ íà 27 = 128. Ýòè ïðîòèâîðå÷èÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è, íå ñóùåñòâóåò. 





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)

5.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå� EMBED Equation.3  ���, åñëè � EMBED Equation.3  ���.

Îòâåò: 1.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü �EMBED Unknown���, òîãäà çàäàííîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: �EMBED Unknown���. Òàê êàê ôóíêöèÿ �EMBED Unknown��� – óáûâàþùàÿ, òî êàæäîå çíà÷åíèå îíà ïðèíèìàåò òîëüêî ïðè îäíîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà, ïîýòîìó �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���.

Òàêèì îáðàçîì, � EMBED Equation.2  ��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���. Çàìåòèì, ÷òî x = 1 –êîðåíü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ. Òàê êàê ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� – âîçðàñòàþùàÿ, òî ýòî óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ, òî åñòü äðóãèõ êîðíåé íåò.

Âûâîä î òîì, ÷òî óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ, ìîæíî ñäåëàòü íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ � EMBED Equation.2  ���, çàìåòèâ, ÷òî â åãî ëåâîé ÷àñòè – óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, à â ïðàâîé – âîçðàñòàþùàÿ.

Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� = 1 è � EMBED Equation.2  ��� = 1, òî åñòü x = 1 – êîðåíü çàäàííîãî óðàâíåíèÿ. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ �EMBED Unknown��� – óáûâàþùàÿ, çíà÷èò, ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� – âîçðàñòàþùàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå � EMBED Equation.3  ��� èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ, òî åñòü äðóãèõ êîðíåé, êðîìå x = 1, íåò.



5.2. Ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R è âûñîòîé H = 3R� EMBED Equation.3  ��� ïîëîæèëè áîêîì íà ïëîñêîñòü è ïîêàòèëè òàê, ÷òî åãî âåðøèíà îñòàëàñü íåïîäâèæíà. Ñêîëüêî îáîðîòîâ ñäåëàåò åãî îñíîâàíèå äî ìîìåíòà, êîãäà êîíóñ âåðíåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå?

Îòâåò: 8.

Ðåøåíèå. Îêðóæíîñòü îñíîâàíèÿ êàòèòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà L, ãäå L – äëèíà îáðàçóþùåé êîíóñà. Çíà÷èò, èñêîìîå êîëè÷åñòâî îáîðîòîâ ðàâíî � EMBED Equation.2  ��� = 8.



�Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà ��Âèä n�3n�2�EMBED Unknown���17n�3n + 2(17n��4k�1�2�3��4k + 1�3�4�7��4k + 2�9�8�7��4k + 3�7�6�3��5.3. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî 3n + 2(17n ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

Îòâåò: íå ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèå öèôðû ñëàãàåìûõ â çàâèñèìîñòè îò âèäà ÷èñëà n. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ k: 34k = (34)k = 81k è 174k = (172)2k = (2892)k, çíà÷èò â ýòîì ñëó÷àå îáà ÷èñëà îêàí÷èâàþòñÿ íà 1. Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû óäîáíî çàïèñàòü â âèäå òàáëèöû (ãäå k – íàòóðàëüíîå èëè íîëü). Ñëåäîâàòåëüíî, çàäàííàÿ ñóììà îêàí÷èâàåòñÿ íà 3 èëè íà 7. Òàê êàê êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîãóò îêàí÷èâàòüñÿ òîëüêî íà 0, 1, 4, 5, 6 è 9, òî íàòóðàëüíûõ n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ, íå ñóùåñòâóåò.

Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî 2(17n �EMBED Unknown��� 2 (mod 8). Êðîìå òîãî, ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ n 3n  = 32k = 9k �EMBED Unknown���1 (mod 8), à ïðè íå÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ n 3n = 32k + 1 = 3�EMBED Unknown���9k�EMBED Unknown���3 (mod8). Çíà÷èò, 3n  + 2(17n �EMBED Unknown���3 (mod 8) èëè 3n  + 2(17n �EMBED Unknown���5 (mod 8), íî êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðè äåëåíèè íà 8 ìîãóò èìåòü òîëüêî îñòàòêè 0, 1 èëè 4. Òàêèì îáðàçîì, íàòóðàëüíûõ n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ, íå ñóùåñòâóåò.
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