7 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Òåë¸íîê âåñèò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî êîçë¸íîê âìåñòå ñ ïîðîñ¸íêîì. À ïîðîñ¸íîê âìåñòå ñ òåë¸íêîì – ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ÿãí¸íîê âìåñòå ñ êîçë¸íêîì. Ñêîëüêî âåñèò ïîðîñ¸íîê, åñëè ÿãí¸íîê âåñèò 30 êã?


Îòâåò: 15 êã. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü òåë¸íîê âåñèò Ò êã, êîçë¸íîê – Ê êã, ïîðîñ¸íîê – Ï êã, ÿãí¸íîê – ß êã. Ïî óñëîâèþ: Ò = Ê + Ï è Ï + Ò = ß + Ê. Ïîäñòàâèâ Ò = Ê + Ï è ß = 30 âî âòîðîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì: 2Ï + Ê = 30 + Ê, çíà÷èò, Ï = 15. 


1.2. Ñóììà äâóõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 7 ñì, à ñóììà òð¸õ åãî ñòîðîí ðàâíà 9,5 ñì. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà.


Îòâåò: 12 ñì èëè 13 ñì èëè 14 ñì.


Ðåøåíèå. Ïóñòü à è b – äëèíû ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà, òîãäà Ð = 2(à + b) – åãî ïåðèìåòð. Ïî óñëîâèþ: 2à + b = 9,5. Äàëåå âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: 


1) 2à = 7, òîãäà à = 3,5; b = 2,5; Ð = 12 (ñì).


2)2b = 7, òîãäà b = 3,5; à = 3; Ð = 13 (ñì).


 3) à + b = 7, òîãäà à = 2,5; b = 4,5; Ð = 14 (ñì).


1.3. Ïðîñòûì èëè ñîñòàâíûì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1002 + 201?


Îòâåò: ñîñòàâíûì.


Ðåøåíèå. 1002 + 201 = 1002 + 2(100 + 1 = (100 + 1)2 = 1012. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 101, òî åñòü îíî ñîñòàâíîå.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Ñóùåñòâóþò ëè 11 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà òî÷íîìó êóáó?


Îòâåò: ñóùåñòâóþò.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 112 – 5 = 116 äî 112 + 5 = 126. Òàêèõ ÷èñåë ðîâíî 11, à èõ ñóììà ðàâíà 112(11 = 113, ÷òî è òðåáîâàëîñü.  


Ýòîò ïðèìåð ìîæíî áûëî íàéòè, èñõîäÿ èç òàêèõ ðàññóæäåíèé. Ðàññìîòðèì ñóììó îäèííàäöàòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: (n – 5) + (n – 4) + ... + n + ... + (n + 4) + (n + 5) = 11n. Òîãäà óñëîâèþ çàäà÷è çàâåäîìî óäîâëåòâîðÿþò âñå ñóììû âèäà 113k, ãäå k – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî åñòü n = 113k – 1. 


Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî óêàçàòü ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà: 113k – 1 – 5; 113k – 1 – 4, ..., 113k – 1 + 5. Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå k = 1, òî åñòü âûáðàíî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå n = 112. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.


2.2. Íà ñòîðîíå ÂÑ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ îòìå÷åíà òî÷êà D. Òî÷êà Å òàêîâà, ÷òî òðåóãîëüíèê BDE – òàêæå ðàâíîñòîðîííèé. Äîêàæèòå, ÷òî CE = AD. 


� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 1á


Ðèñ. 1à


Ðåøåíèå. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè Å (ñì. ðèñ 1 à, á). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ òðåóãîëüíèêè CBE è ABD ðàâíû, òàê êàê CB = AB, BE = BD, (CBE = (ABD (íà ðèñ. 1à ýòîò óãîë – îáùèé). Ñëåäîâàòåëüíî, CE = AD.


Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî òàêæå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â òðàïåöèè AEDC: AE = DC (ñì. ðèñ. 1à), à ïðè ïîâîðîòå ñ öåíòðîì Â íà 60( îáðàçàìè òî÷åê À è D ÿâëÿþòñÿ òî÷êè Ñ è Å ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 1á). 


2.3. Â ðÿä ñòîÿò 33 äåâî÷êè è êàæäàÿ äåðæèò ïî ðîìàøêå. Îäíîâðåìåííî êàæäàÿ èç äåâî÷åê ïåðåäàåò ñâîþ ðîìàøêó äåâî÷êå, ñòîÿùåé îò íå¸ ÷åðåç îäíó. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ó êàæäîé äåâî÷êè áóäåò îïÿòü ïî îäíîé ðîìàøêå?


Îòâåò: íå ìîæåò.


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåâî÷êè ñìîãó îáìåíÿòüñÿ ðîìàøêàìè óêàçàííûì îáðàçîì. Ïðîíóìåðóåì ñòîÿùèõ äåâî÷åê, íàïðèìåð, ñëåâà íàïðàâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó ïåðâîé äåâî÷êè îêàçàëàñü ðîìàøêà, îíà äîëæíà ïîìåíÿòüñÿ ðîìàøêàìè ñ òðåòüåé äåâî÷êîé. Òîãäà ó ïÿòîé äåâî÷êè îñòàíåòñÿ ðîìàøêà, òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîìåíÿåòñÿ ðîìàøêàìè ñ ñåäüìîé äåâî÷êîé, äåâÿòàÿ äîëæíà ïîìåíÿòüñÿ ñ îäèííàäöàòîé, òðèíàäöàòàÿ ñ ïÿòíàäöàòîé, è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, âñå äåâî÷êè, ñòîÿùèå íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ, äîëæíû ðàçáèòüñÿ íà ïàðû. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ – 17 äåâî÷åê.








Òðåòèé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


3.1. Äàíû 100 ÷èñåë. Êîãäà êàæäîå èç íèõ óâåëè÷èëè íà 1, ñóììà èõ êâàäðàòîâ íå èçìåíèëàñü. Êàæäîå ÷èñëî åù¸ ðàç óâåëè÷èëè íà 1. Íà ñêîëüêî èçìåíèëàñü ñóììà êâàäðàòîâ íà ýòîò ðàç?


Îòâåò: óâåëè÷èëàñü íà 200.


Ðåøåíèå. Ïóñòü äàíû ÷èñëà: � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; ...; � EMBED Equation.2  ���. Ïî óñëîâèþ: � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� + ... + � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� + ... + � EMBED Equation.2  ���. Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ��� = 100. Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� + ... + � EMBED Equation.2  ��� – (� EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� + ... + � EMBED Equation.2  ���) = � EMBED Equation.2  ��� + 100 = 200.


Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò ëþáîé èñõîäíûé íàáîð ñòà ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà (–50).


3.2. Âíóòðè êâàäðàòà îòìå÷åíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà Ì. Ìîæíî ëè ýòîò êâàäðàò ðàçðåçàòü íå áîëåå, ÷åì íà òðè ïðÿìîóãîëüíèêà, è ñëîæèòü èç íèõ êâàäðàò òàê, ÷òîáû òî÷êà Ì ñòàëà åãî öåíòðîì? (Ðàçðåçû íå äîëæíû ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó Ì.)


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: ìîæíî.


Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà Ì ðàñïîëîæåíà âíóòðè êâàäðàòà ÀÂÑD òàê, ÷òî åå ðàññòîÿíèÿ  äî ñòîðîí ÀÂ è AD ðàâíû x è y ñîîòâåòñòâåííî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà 2, x ( 1, y ( 1.


Ðèñ. 2


Åñëè çíàêè íåðàâåíñòâà ñòðîãèå, òî ïðîâåäåì äâà ðàçðåçà ïàðàëëåëüíî ñòîðîíàì CD è BC: íà ðàññòîÿíèè 1 – x îò ÑD è íà ðàññòîÿíèè 1 – y îò ÂÑ (ñì. ðèñ. 2). Ïåðåìåñòèì äâà ïðÿìîóãîëüíèêà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ýòîì ðèñóíêå, è ïîëó÷èì êâàäðàò EFGH. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Ì äî ëþáîé åãî ñòîðîíû ðàâíî 1, òî åñòü Ì – öåíòð ýòîãî êâàäðàòà.


Åñëè îäíî èç íåðàâåíñòâ îêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì, òî äîñòàòî÷íî îòðåçàòü è ïåðåìåñòèòü îäèí ïðÿìîóãîëüíèê, à åñëè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñòîèò çíàê ðàâåíñòâà, òî Ì – óæå öåíòð êâàäðàòà ÀÂÑD, ïîýòîìó ðàçðåçàòü åãî íå ïîòðåáóåòñÿ. 


3.3. Çóáíîé âðà÷ çàïðåòèë Ñîíå ñúåäàòü áîëüøå äåñÿòè êàðàìåëåê â äåíü, ïðè÷¸ì, åñëè â êàêîé-òî äåíü îíà ñúåäàåò áîëüøå ñåìè êàðàìåëåê, òî â ñëåäóþùèå äâà äíÿ åé íåëüçÿ ñúåäàòü áîëåå ïÿòè êàðàìåëåê çà äåíü. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êàðàìåëåê Ñîíÿ ñìîæåò ñúåñòü çà 25 äíåé, ñëåäóÿ óêàçàíèÿì çóáíîãî âðà÷à?


Îòâåò: 178 êàðàìåëåê.


Ðåøåíèå. Åñëè Ñîíÿ áóäåò ïîñëóøíîé äåâî÷êîé è áóäåò ñúåäàòü ïî 7 êàðàìåëåê â äåíü, òî çà êàæäûå òðè äíÿ îíà ñúåñò 21 êîíôåòó. Åñëè æå Ñîíÿ ñúåñò â êàêîé-òî äåíü (êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ) 10 êàðàìåëåê, òî â ñëåäóþùèå äâà äíÿ îíà ñúåñò 5 + 5 = 10 êàðàìåëåê, ïîýòîìó çà 3 äíÿ áóäåò ñúåäåíî 20 êîíôåò. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàâíîìåðíîì ñúåäàíèè êîíôåò èõ êîëè÷åñòâî çà êàæäûå òðè äíÿ áóäåò áîëüøå. Òàê êàê 25 = 3(8 + 1, òî â ïîñëåäíèé äåíü ìîæíî ñúåñòü 10 êàðàìåëåê (ýòî âûãîäíåå, ÷åì 10 êàðàìåëåê â ïðåäïîñëåäíèé äåíü, òàê êàê 7 + 10 > 10 + 5). Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå êîëè÷åñòâî ðàâíî 21(8 + 10 = 178 êîíôåò.








×åòâåðòûé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


4.1. Áðèãàäà èç íåñêîëüêèõ ðàáî÷èõ çà 7 ïîëíûõ äíåé ìîæåò âûïîëíèòü òàêîå æå çàäàíèå, êàêîå ìîæåò âûïîëíèòü ýòà æå áðèãàäà áåç äâóõ ÷åëîâåê çà íåñêîëüêî ïîëíûõ äíåé, è òàêîå æå, êàê áåç øåñòè ÷åëîâåê çà íåñêîëüêî ïîëíûõ äíåé. Ñêîëüêî ðàáî÷èõ â áðèãàäå? (Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðàáî÷èõ îäèíàêîâàÿ).


Îòâåò: 9 ðàáî÷èõ.


Ðåøåíèå. Ïóñòü â áðèãàäå – x ðàáî÷èõ; âðåìÿ, çà êîòîðîå áðèãàäà âûïîëíÿåò çàäàíèå áåç äâóõ ÷åëîâåê – t1 äíåé, à áåç øåñòè ÷åëîâåê  – t2 äíåé. Äíåâíóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü îäíîãî ðàáî÷åãî ïðèìåì çà åäèíèöó.


Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî 7x = (x – 2)t1 = (x – 6)t2. Òîãäà èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà: � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê t1 è x – íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî x – 2 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 14. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî x > 6, çíà÷èò, x – 2 > 4. Ñëåäîâàòåëüíî, x – 2 = 7 èëè x – 2 = 14, òî åñòü x = 9 èëè x = 16.


Àíàëîãè÷íî, èç âòîðîãî ðàâåíñòâà: � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���, òî åñòü x – 6 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 42. Ïðîâåðèì íà ýòó äåëèìîñòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ x. Òàê êàê 42 äåëèòñÿ íà 9 – 6 = 3, íî íå äåëèòñÿ íà 16 – 6 = 10, òî x = 9.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3


4.2. Â âûïóêëîì ÷åòûð¸õóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëè ÀÑ è BD ðàâíû, à ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå ÂÑ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíû AD. Ìîãóò ëè äëèíû âñåõ ñòîðîí ÷åòûð¸õóãîëüíèêà áûòü ðàçëè÷íûìè? 


Îòâåò: íå ìîãóò.


Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ñòîðîíû ÀÂ è CD äàííîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ðàâíû. 


Ïóñòü Ì è N – ñåðåäèíû ñòîðîí AD è ÂÑ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð MN ê îòðåçêó ÂÑ ñîäåðæèò ìåäèàíó è âûñîòó òðåóãîëüíèêà ÂÌÑ, çíà÷èò, ÌÂ = ÌÑ (ñì. ðèñ. 3). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû òðåóãîëüíèêè ÀÌÑ è DMB (ïî òð¸ì ñòîðîíàì). Òîãäà (ÀÌÑ = (DMB, ïîýòîìó (DÌÑ = (AMB (óãëû, ñìåæíûå ñ ðàâíûìè). Çíà÷èò, ðàâíû òðåóãîëüíèêè DÌÑ è ÀÌÂ (ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè), ïîýòîìó DC = AB.


Èç ïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî MN – îñü ñèììåòðèè ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ABCD, çíà÷èò, ÀÂÑD – ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ èëè ïðÿìîóãîëüíèê.


4.3. Âçÿëè äâå îäèíàêîâûå êîëîäû èç 36 êàðò, êàæäóþ ïåðåòàñîâàëè è ïîëîæèëè îäíó êîëîäó íà äðóãóþ. Çàòåì ïîäñ÷èòàëè êîëè÷åñòâî êàðò, ëåæàùèõ ìåæäó êàæäîé ïàðîé îäèíàêîâûõ êàðò: ìåæäó äàìàìè ïèê, ìåæäó òóçàìè ÷åðâåé, è òàê äàëåå. ×åìó ðàâíà ñóììà âñåõ 36 íàéäåííûõ ÷èñåë?


Îòâåò: 1260.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ñàìóþ íèæíþþ êàðòó íèæíåé êîëîäû è òàêóþ æå êàðòó âåðõíåé êîëîäû, ïóñòü, íàïðèìåð, ýòî êîðîëè òðåô. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â âåðõíåé êîëîäå êîðîëü òðåô ëåæèò íà ñåìåðêå áóáåí. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû â âåðõíåé êîëîäå ïîìåíÿåì ìåñòàìè êîðîëÿ òðåô è ñåìåðêó áóáåí, òî êîëè÷åñòâî êàðò, ëåæàùèõ ìåæäó êîðîëÿìè òðåô, íà  îäíó óìåíüøèòñÿ, à êîëè÷åñòâî êàðò, ëåæàùèõ ìåæäó ñåìåðêàìè áóáåí, íà îäíó óâåëè÷èòñÿ. Çíà÷èò, èñêîìàÿ ñóììà îò òàêîé ïåðåñòàíîâêè íå èçìåíèòñÿ. 


Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîñòåïåííî ìåíÿòü ìåñòàìè êîðîëÿ òðåô èç âåðõíåé êîëîäû ñ êàðòàìè, íà êîòîðûõ îí ëåæèò, äî òåõ ïîð, ïîêà êîðîëü òðåô íå ñòàíåò ñàìîé íèæíåé êàðòîé â âåðõíåé êîëîäå. Äàëåå ðàññìîòðèì âòîðóþ ñíèçó êàðòó íèæíåé êîëîäû è ïîâòîðèì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ñ òàêîé æå êàðòîé èç âåðõíåé êîëîäû, è òàê äàëåå. 


Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòåïåííî ìåíÿÿ ìåñòàìè ñîñåäíèå êàðòû âåðõíåé êîëîäû, ìîæíî, íå èçìåíÿÿ èñêîìîé ñóììû, ðàñïîëîæèòü êàðòû âåðõíåé êîëîäû â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è â íèæíåé. Òîãäà ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ îäèíàêîâûìè êàðòàìè áóäåò ëåæàòü ðîâíî 35 êàðò, ïîýòîìó èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà 35(36 = 1260. 


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðîíóìåðóåì ÷èñëàìè îò 1 äî 36 êàðòû âåðõíåé êîëîäû ñâåðõó âíèç è êàðòû íèæíåé êîëîäû òàêæå ñâåðõó âíèç. Ïóñòü äëÿ êàðòû íîìåð 1 âåðõíåé êîëîäû ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé êàðòà íèæíåé êîëîäû èìååò íîìåð k1. Òîãäà ìåæäó íèìè íàõîäèòñÿ (36 – 1) êàðò âåðõíåé êîëîäû è (k1 – 1) êàðò íèæíåé êîëîäû, òî åñòü (36 + k1 – 2) êàðò. Â îáùåì âèäå: åñëè äëÿ êàðòû ñ íîìåðîì i âåðõíåé êîëîäû ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàðòà íèæíåé èìååò íîìåð ki, òî ìåæäó íèìè (i – 1) êàðòà âåðõíåé êîëîäû è (ki – 1) êàðò íèæíåé êîëîäû, òî åñòü (i + ki – 2) êàðò. 


Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ñóììà S = (36 + k1 – 2) + (35 + k2 – 2) + (34 + k3 – 2) + … + (i + ki – 2) + …+ (1 + k – 2) = (36 + 35 + 34 + … + 1) + (k1 + k2 + k3 + … + k36) – 2(36. Çàìåòèì, ÷òî k1 + k2 + k3 + … + k36 = 36 + 35 + 34 + … + 1 = (36 + 1)(18, òàê êàê (k1; k2; k3;…;k36) – ýòî íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, 3, … , 36. Çíà÷èò, S = 2(37(18 – 2(36 = 126
