10 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Ñîñòàâüòå ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ÷åòûð¸õçíà÷íûõ ÷èñëà, îáðàçóþùèõ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, èñïîëüçóÿ â êàæäîì ÷èñëå òîëüêî öèôðû 0, 1, 2 è 5, âçÿòûå ïî îäíîìó ðàçó.


Îòâåò: 1025, 1520, 2015, 2510.


Óêàçàííûå ÷èñëà îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ 495. Èõ ìîæíî çàïèñàòü è â îáðàòíîì ïîðÿäêå òàê, ÷òîáû ïðîãðåññèÿ áûëà óáûâàþùåé.


�


�


1.2. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãîãðàííèê, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí íàéäóòñÿ åùå äâå òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè êâàäðàò?


Ðèñ. 1à


Ðèñ. 1á


Îòâåò: ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ïðèçìó, ó êîòîðîé áîêîâîå ðåáðî ðàâíî ðåáðó îñíîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 1à). Îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, òàê êàê ëþáûå äâå åå âåðøèíû ëåæàò â îäíîé ãðàíè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.


Äðóãîé âîçìîæíûé ïðèìåð –ïðàâèëüíûé îêòàýäð (ñì. ðèñ. 1á). Êàæäàÿ åãî ãðàíü – ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, à äèàãîíàëüíûå ñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè. Ëþáûå äâå âåðøèíû îêòàýäðà ïðèíàäëåæàò îäíîìó èç äèàãîíàëüíûõ ñå÷åíèé.


1.3. Âàñÿ ñäåëàë äîìèíî, â êîòîðîì íà êàæäîé äîìèíîøêå – îò íóëÿ äî ñåìè òî÷åê â êàæäîé å¸ ïîëîâèíå, ïðè÷¸ì, êàê è â îáû÷íîì äîìèíî, ïðèñóòñòâóþò âñå âàðèàíòû è íèêàêèå äâà íå ïîâòîðÿþòñÿ. Ñêîëüêî äîìèíîøåê â Âàñèíîì íàáîðå?


Îòâåò: 36.


Ðåøåíèå. Â òàêîì íàáîðå åñòü 8 äîìèíîøåê, ó êîòîðûõ íà êàæäîé ïîëîâèíå îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî òî÷åê. Êîëè÷åñòâî îñòàëüíûõ äîìèíîøåê ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ âûáðàòü èç âîñüìè ðàçëè÷íûõ ÷èñåë äâà, òî åñòü ðàâíî  �EMBED Unknown���. 


Èòîãî: 8 + 28 = 36.


Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïîìíèòü êîëè÷åñòâî äîìèíîøåê â ñòàíäàðòíîì íàáîðå – 28, òî äîñòàòî÷íî ê ýòîìó ÷èñëó äîáàâèòü 8 íîâûõ äîìèíîøåê: îò 0 – 7 äî 7 – 7.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


� EMBED PBrush  ���


2.1. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ �EMBED Unknown��� è èìåþùèõ öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû. 


Ðèñ. 2


Îòâåò: ïÿòü òî÷åê.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Ìíîæåñòâîì òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò (ñì. ðèñ. 2). Â ýòîé æå ñèñòåìå êîîðäèíàò ñõåìàòè÷åñêè ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè � EMBED Equation.2  ��� íà � EMBED Equation.2  ���. 


Ïîñòðîåííîìó êâàäðàòó ïðèíàäëåæàò äåâÿòü òî÷åê ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè, èç êîòîðûõ òî÷êà (0; 0) ïðèíàäëåæèò ïîñòðîåííîìó ãðàôèêó, òî÷êè (1; 0), (0; –1), (1; –1) ëåæàò íèæå åãî, à òî÷êè, èì ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, – âûøå ãðàôèêà.


Òî÷êà (1; 1) òàêæå ëåæèò íèæå ãðàôèêà, òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� > � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� > � EMBED Equation.2  ��� > 1. Òîãäà òî÷êà  (–1; –1), ñèììåòðè÷íàÿ åé îòíîñèòåëüíî (0; 0), ëåæèò âûøå ãðàôèêà.


Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò ïÿòü òî÷åê: (0; 0), (1; 0), (0; –1), (1; –1) è (1; 1).


Ïðè òàêîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ ìîæíî íå óêàçûâàòü â ÿâíîì âèäå êîîðäèíàòû òî÷åê, ëåæàùèõ íèæå ãðàôèêà. Âîçìîæíî è äðóãîå îôîðìëåíèå ðåøåíèÿ: àëãåáðàè÷åñêè íàéòè äåâÿòü ïàð öåëûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà èñõîäíîé ñèñòåìû, à çàòåì îñóùåñòâèòü èõ îòáîð íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé âî âòîðîå íåðàâåíñòâî.


�


2.2. Âíóòðè êâàäðàòà ÀÂÑD ðàñïîëîæåí êâàäðàò KLMN (â êàæäîì êâàäðàòå âåðøèíû óêàçàíû â îäíîì è òîì æå ïîðÿäêå – ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå) . Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ AK, BL, CM è DN òàêæå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà.


Ðåøåíèå. Ïóñòü E, F, G è H – ñåðåäèíû îòðåçêîâ AK, BL, CM è DN ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3). Äîêàæåì, ÷òî� EMBED Equation.2  ��� ïîëó÷àåòñÿ èç � EMBED Equation.2  ��� ïîâîðîòîì íà 90( ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.


Ðèñ. 3


Äåéñòâèòåëüíî, èç ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÀÂLK: � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���*. Àíàëîãè÷íî, èç ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÀDNK: � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Ïðè ïîâîðîòå íà 90( ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå îáðàçîì � EMBED Equation.2  ��� ÿâëÿåòñÿ � EMBED Equation.2  ���, à îáðàçîì � EMBED Equation.2  ��� ÿâëÿåòñÿ � EMBED Equation.2  ���, ïîýòîìó � EMBED Equation.2  ��� – îáðàç � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���= � EMBED Equation.2  ���. Àíàëîãè÷íî, � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���= � EMBED Equation.2  ���. Òàêèì îáðàçîì, EFGH – êâàäðàò.


*Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ���. Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, ïîëó÷èì èñïîëüçîâàííîå ðàâåíñòâî.


2.3. Òðåõçíà÷íîå ÷èñëî ðàçäåëèëè íà åãî ñóììó öèôð. Êàêîé íàèáîëüøèé îñòàòîê ìîã ïðè ýòîì ïîëó÷èòüñÿ?


Îòâåò: 24.


Ðåøåíèå. Íàèáîëüøàÿ ñóììà öèôð ó ÷èñëà 999. Îíà ðàâíà 27, à 999 äåëèòñÿ íà 27 áåç îñòàòêà. Ñóùåñòâóåò òðè òðåõçíà÷íûõ ÷èñëà, ó êîòîðûõ ñóììà öèôð ðàâíà 26: 998, 989, 899, íî îíè íå ìîãóò ïðè äåëåíèè íà 26 äàâàòü îñòàòîê 25, òàê êàê ÷èñëà, áîëüøèå èõ íà 1, íå äåëÿòñÿ íà 26 (ìîæíî â ÿâíîì âèäå ïðîâåðèòü, ÷òî èõ îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 26 ðàâíû 10, 1 è 15 ñîîòâåòñòâåííî). Ñóùåñòâóåò øåñòü ÷èñåë ñ ñóììîé öèôð 25: 997, 979, 799, 988, 898, 889, èç êîòîðûõ îñòàòîê 24 ïðè äåëåíèè íà 25 èìååò ÷èñëî 799, òàê êàê 800 äåëèòñÿ íà 25. Ýòîò îñòàòîê è ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì.














Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: � EMBED Equation.3  ��� + � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ���.


Îòâåò: (2; 2; 2), (4; 4; 4). 


Ðåøåíèå. Âîçìîæíû èäåéíî áëèçêèå ñïîñîáû ðàññóæäåíèé, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.


Ïåðâûé ñïîñîá. Âûðàæåíèÿ, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå, èìåþò ñìûñë, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. 


Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 1) �EMBED Unknown��� ( � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ���:


Åñëè � EMBED Equation.2  ���, òî �EMBED Unknown���, òî åñòü �EMBED Unknown���. Òîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.2  ���. 


Åñëè � EMBED Equation.2  ���, òî �EMBED Unknown���, òî åñòü �EMBED Unknown��� è îïÿòü íå âûïîëíÿåòñÿ òî æå ñàìîå íåðàâåíñòâî.


2) �EMBED Unknown���, òîãäà �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���, òàê êàê �EMBED Unknown���. Çíà÷èò, ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî �EMBED Unknown���. Ñîîòíåñÿ åãî ñ íåðàâåíñòâîì �EMBED Unknown��� (ñì. âûøå), ïîëó÷èì: �EMBED Unknown���, òîãäà � EMBED Equation.2  ���.


Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: �EMBED Unknown���. Åãî ðåøåíèÿ: �EMBED Unknown���èëè �EMBED Unknown���. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Unknown��� èëè �EMBED Unknown���.


Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî �EMBED Unknown���, ïðè÷åì ñëó÷àè, êîãäà � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� èëè êîãäà îäíà èç ïåðåìåííûõ ðàâíà íóëþ, à äðóãàÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå, íåâîçìîæíû, èíà÷å � EMBED Equation.3  ��� < 0. Çíà÷èò, �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���, òîãäà �EMBED Unknown���, îòêóäà �EMBED Unknown���. Òàêèì îáðàçîì, �EMBED Unknown���, ÷òî îïÿòü ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ �EMBED Unknown���, ðåøåíèÿ êîòîðîãî óêàçàíû âûøå.


�


3.2. Íà êàòåòàõ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âíå åãî ïîñòðîåíû êâàäðàòû ACKL è BCMN. Ïóñòü CE – âûñîòà òðåóãîëüíèêà, îïóùåííàÿ íà ãèïîòåíóçó AB. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë LEM – ïðÿìîé.


Ðèñ. 4à


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü (CAE = (BCE = ( (ñì. ðèñ. 4à). Òàê êàê ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ACE è CBE ïîäîáíû, òî � EMBED Equation.2  ���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî AC = AL è CÂ = CM, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���. Êðîìå òîãî, (LAE = 90( + ( = (MCE, çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè LAE è MCE ïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî, (LEA = (MEC. Òîãäà (LEM = (LEC + (MEC = (LEC + (LEA = 90(, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Ïî ñóòè, ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåóãîëüíèê MCE ïîëó÷àåòñÿ èç òðåóãîëüíèêà LAE ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì Å, k = tg( è óãëîì 90(.  


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü P è Q – öåíòðû ïîñòðîåííûõ êâàäðàòîâ (ñì. ðèñ. 4á). Òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèêè AECP – âïèñàííûé, òàê äâà åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëà ïðÿìûå. Êðîìå òîãî, ÀÐ = ÑÐ, ïîýòîìó ÅÐ – áèññåêòðèñà óãëà ÀÅÑ. Àíàëîãè÷íî, ÷åòûðåõóãîëüíèê BECQ – âïèñàííûé è EQ – áèññåêòðèñà óãëà BÅÑ. Ñëåäîâàòåëüíî, (PEQ = 90(. Çíà÷èò, (LEM = 90(, åñëè (LEP = (MEQ. Äîêàæåì ðàâåíñòâî ýòèõ óãëîâ.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4á


Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè LEP è MEQ. Ïóñòü (CAE = (CÐE = (, (CÂE = (CQE = ( = 90( – (. Òîãäà (MQE = 90( + ( = 180( – ( = (LPE. Êðîìå òîãî, êàòåòû òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ – äèàìåòðû ïîñòðîåííûõ îêðóæíîñòåé, ïîýòîìó � EMBED Equation.3  ��� (òàê êàê äèàãîíàëè êâàäðàòîâ ïðîïîðöèîíàëüíû èõ ñòîðîíàì). 


Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè LEP è MEQ ïîäîáíû, îòêóäà (LEP = (MEQ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


3.3. Ìîæíî ëè ïîêðàñèòü â äâà öâåòà áîêîâûå ð¸áðà è äèàãîíàëè îñíîâàíèÿ  äåâÿòèóãîëüíîé ïèðàìèäû òàê, ÷òîáû íè îäèí èç îáðàçîâàâøèõñÿ îêðàøåííûõ òðåóãîëüíèêîâ íå áûë îäíîöâåòíûì? (Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òðåóãîëüíèêè, âåðøèíû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè ïèðàìèäû.)


Îòâåò: íåëüçÿ.


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî ðàñêðàñèòü óêàçàííûì îáðàçîì, íàïðèìåð, â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà. Òîãäà, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, õîòÿ áû ïÿòü áîêîâûõ ðåáåð èìåþò îäèí è òîò æå öâåò, íàïðèìåð, ñèíèé. Èõ êîíöàìè ÿâëÿþòñÿ ïÿòü âåðøèí äåâÿòèóãîëüíèêà. Âñå îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ïîïàðíî ýòè ïÿòü âåðøèí äîëæíû áûòü ëèáî ñòîðîíàìè îñíîâàíèÿ, ëèáî åãî äèàãîíàëÿìè êðàñíîãî öâåòà. Çàìåòèì, ÷òî èç ëþáûõ ïÿòè âåðøèí äåâÿòèóãîëüíèêà îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ òðè âåðøèíû, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè. Òîãäà ýòè òðè âåðøèíû ïîïàðíî ñîåäèíåíû äèàãîíàëÿìè è ýòè äèàãîíàëè êðàñíîãî öâåòà. òî åñòü îáðàçóþò êðàñíûé òðåóãîëüíèê. Ïðîòèâîðå÷èå.








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: õ2 + {x}x +[x] = 0, ãäå [x] è {x} – öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòè ÷èñëà x ñîîòâåòñòâåííî. 


Îòâåò: 0, (1; –� EMBED Equation.2  ���; –� EMBED Equation.2  ���. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, òîãäà äàííîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���.


Ïåðâûé ñïîñîá. Òàê êàê 0 ( d < 1, òî 0 ( 3d + 1< 4. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà � EMBED Equation.2  ��� ( 0.


1) Åñëè � EMBED Equation.2  ��� = 0, òî d = 0, òî åñòü x = 0 – êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.


2) Ïóñòü � EMBED Equation.2  ��� < 0, òîãäà íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ: � EMBED Equation.2  ��� ( 0 ( � EMBED Equation.2  ��� ( 0. Â ýòîì ñëó÷àå: � EMBED Equation.2  ��� > –4.


Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� – öåëîå ÷èñëî, òî âîçìîæíû òîëüêî òðè çíà÷åíèÿ � EMBED Equation.2  ���: –1; –2; –3.


Åñëè � EMBED Equation.2  ��� = –1, òî � EMBED Equation.2  ��� = 0, òî åñòü d = 0. Òîãäà x = –1 – êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.


Åñëè � EMBED Equation.2  ��� = –2, òî � EMBED Equation.2  ��� = 0 ( � EMBED Equation.2  ��� = 0 ( d = � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� > 1, à 0 < � EMBED Equation.2  ��� < 1, òî x = –2 + � EMBED Equation.2  ��� = –� EMBED Equation.2  ��� – êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.


Åñëè � EMBED Equation.2  ��� = –3, òî � EMBED Equation.2  ��� = 0 ( d = � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� > 1, à 0 < � EMBED Equation.2  ��� < 1, òî x = –3 + � EMBED Equation.2  ��� = –� EMBED Equation.2  ��� – êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî d: � EMBED Equation.2  ���. Åãî äèñêðèìèíàíò: � EMBED Equation.2  ���, çíà÷èò, îíî èìååò êîðíè, åñëè � EMBED Equation.2  ���. 


Âûÿñíèì òåïåðü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ � EMBED Equation.2  ��� õîòÿ áû îäèí èç êîðíåé ëåæèò â ïðîìåæóòêå � EMBED Equation.2  ���. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ � EMBED Equation.2  ���. Åå ãðàôèê – ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ, àáñöèññà âåðøèíû: � EMBED Equation.2  ���. Òðåáóåìîå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïàðàáîëà ïåðåñåêàåò îñü x íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå. Ýòî âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ: 1) � EMBED Equation.2  ���; 2) � EMBED Equation.2  ���


Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, ïîëó÷èì:


1) � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� – öåëîå ÷èñëî, òî îíî ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç ÷åòûðåõ çíà÷åíèé: 0; –1; –2; –3.


2) � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� = 0 èëè � EMBED Equation.2  ��� = –1.


Ïîäñòàâèâ â êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ � EMBED Equation.2  ���, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ d, óêàçàííûå âûøå, è ïðèäåì ê òàêîìó æå îòâåòó â èñõîäíîì óðàâíåíèè.


�


4.2. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD òî÷êè Å è F – ñåðåäèíû ñòîðîí ÂÑ è CD ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÀÂD, åñëè ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ABE, CEF, AEF è AFD îáðàçóþò â íåêîòîðîì ïîðÿäêå ÷åòâåðêó ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.


Ðèñ. 5à


Îòâåò: 6.


Ðåøåíèå. Ïóñòü óêàçàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà – ýòî n, n + 1, n + 2 è n + 3, òîãäà ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ðàâíà 4n + 6 (ñì. ðèñ. 5à). Òàê êàê EF – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà BDC, òî SBDC = 4SCEF ( 4n. Òîãäà SABD = SABCD – SBCD ( 4n + 6 – 4n = 6.


�


Ðèñ. 5á


Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå 6 ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÀÂD äîñòèãàåòñÿ. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ òðàïåöèþ ABCD ñ ïðÿìûì óãëîì D è îñíîâàíèÿìè AD = 3 è BC = 2 (ñì. ðèñ. 5á). Ïóñòü ÑD = 4, òîãäà SCEF = � EMBED Equation.2  ���ÑE(CF = 1, SABE = � EMBED Equation.2  ���BE(CD = 2, SAFD = � EMBED Equation.2  ���AD(DF = 3, SABCD = � EMBED Equation.2  ���(AD + BC)(CD = 10, çíà÷èò, SAEF = SABCD – (SABE + SCEF + SAFD) = 10 – (2 + 1 + 3 = 4. Ïðè ýòîì, SABD = � EMBED Equation.2  ���AD(CD = 6.





4.3. Ïóñòü à, b è ñ – íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå � EMBED Equation.3  ���, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî ÷èñëî – öåëîå?


Îòâåò: 8, 9 èëè 10.


Ðåøåíèå. Åñëè a = b = c = 1, òî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ðàâíî 8. Ïóñòü íå âñå ÷èñëà ìåæäó ñîáîé ðàâíû, òîãäà, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a �EMBED Unknown��� b �EMBED Unknown��� c. Òàê êàê ÷èñëà à è b âçàèìíî ïðîñòû ñ ÷èñëîì c, òî è ÷èñëà a + c è b + c òàêæå âçàèìíî ïðîñòû ñ ÷èñëîì ñ. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå âûðàæåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ öåëûì ÷èñëîì òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà a + b äåëèòñÿ íà c. Íî a + b < 2c, çíà÷èò, a + b = c. 


Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Àíàëîãè÷íî, òàê êàê a + c âçàèìíî ïðîñòî ñ à è b + c âçàèìíî ïðîñòî ñ b, òî a + c = 2a + b äåëèòñÿ íà à è b + c = 2b + à äåëèòñÿ íà b. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî a = b = 1, ëèáî a è b – ðàçëè÷íûå äåëèòåëè ÷èñëà 2, òî åñòü a = 1, b = 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñ = 2, òîãäà çíà÷åíèå èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ ðàâíî 9. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñ = 3, òîãäà çíà÷åíèå èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ ðàâíî 10.


Âòîðîé ñïîñîá. � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 5 + 2(� EMBED Equation.2  ���). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ÷èñëî áûëî öåëûì, ñóììà âçàèìíî îáðàòíûõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ñêîáêàõ, äîëæíà áûòü ëèáî öåëîé, ëèáî ïîëóöåëîé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëà à è b âçàèìíî ïðîñòû, ïåðâîå âîçìîæíî òîëüêî ïðè a = b = 1, à âòîðîå – ïðè a = 1, b = 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå çíà÷åíèå èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ ðàâíî 9, à âî âòîðîì ñëó÷àå îíî ðàâíî 10.


Â çàêëþ÷èòåëüíîé ôàçå ðåøåíèÿ ìîæíî äåéñòâîâàòü è ïî-äðóãîìó: � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = �EMBED Unknown���. Òîãäà ÷èñëî � EMBED Equation.2  ��� äîëæíî áûòü öåëûì, çíà÷èò, ó÷èòûâàÿ âçàèìíóþ ïðîñòîòó ÷èñåë à è b c ÷èñëîì ñ, ÷èñëî � EMBED Equation.2  ��� äîëæíî áûòü öåëûì. Îòñþäà ïîëó÷èì: a = b = 1, c = 2 èëè a = 1, b = 2, c = 3, ÷òî ïðèâîäèò ê òåì æå çíà÷åíèÿì èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ.








Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. Ïðè äåëåíèè ìíîãî÷ëåíà Ð(x) = x4 + 2x3 – 3x2 – 4x – b íà x – a ïîëó÷àåòñÿ îñòàòîê 2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå b.


Îòâåò: –6.


Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå Áåçó: Ð(à) = a4 + 2a3 – 3a2 – 4a – b = 2. Òîãäà b = a4 + 2a3 – 3a2 – 4a – 2 = (a4 + a2 + 4 + 2a3 – 4a2 – 4a) – 6 = (a2 + a – 2)2 – 6 ( – 6. Çíà÷åíèå –6 äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè à = 1.


Ðåøåíèå ìîæåò áûòü îôîðìëåíî è áåç ññûëêè íà òåîðåìó Áåçó: èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî Ð(x) – 2 äåëèòñÿ íà x – a, òî åñòü a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà Ð(x) – 2.





� EMBED PBrush  ���


5.2. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, ÷òî îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì ÀÂ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà ÑÍ (Í – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ)?


Ðèñ. 6


Îòâåò: íå ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé òðåóãîëüíèê ñóùåñòâóåò. Ïóñòü ÀÊ è ÂÒ – åãî âûñîòû (òàê êàê òðåóãîëüíèê ÀÂÑ – íå ïðÿìîóãîëüíûé, òî òî÷êè Ê è Ò – ðàçëè÷íûå), Ì – ñåðåäèíà ÑÍ. Òîãäà îêðóæíîñòü ñ äèìåòðîì ÀÂ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè Ê, Ì è Ò (ñì. ðèñ. 6).


Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî ÷åðåç òî÷êè Ê, Ì è Ò ïðîõîäèò òàêæå îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè îïðåäåëÿþò íå áîëåå îäíîé îêðóæíîñòè, íî ñîâïàäàòü ýòè îêðóæíîñòè íå ìîãóò, òàê êàê îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà. Ïðîòèâîðå÷èå.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü CR – òðåòüÿ âûñîòà òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Òàê êàê ÊÌ – ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÍÊÑ, òî ÊÌ = ÌÍ = ÌÑ, çíà÷èò, (MKH = (MHK = (AHR = (. Òîãäà (HAR = 90( – (, çíà÷èò, (ÌÊÂ + (ÌÀÂ = 90( + ( + 90( – ( + (ÌAÊ =180( + (ÌAÊ > 180(. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ÀÌÊÂ – âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê.


Îòìåòèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò è òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íà òîì æå ÷åðòåæå òóïîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÍÂ, â êîòîðîì Ñ – îðòîöåíòð. Êðîìå òîãî, ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå âî âòîðîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ, ïîêàçûâàþò, ÷òî òî÷êà Ì ëåæèò âíå îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì ÀÂ.


Ðàññìàòðèâàòü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê â íåì îðòîöåíòð ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé.


5.3. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n îáà ÷èñëà n – 1 è n + 1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Ìîæíî ëè ÷èñëà îò 1 äî n âûñòðîèòü â ñòðîêó òàê, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ äâóõ ñòîÿùèõ ðÿäîì ÷èñåë ÿâëÿëàñü ïðîñòûì ÷èñëîì?


Îòâåò: ìîæíî.


Ðåøåíèå. Ðàññòàâèì ÷èñëà òàê: n, 1, n – 2, 3, n – 4, … , 2, n – 1, òî åñòü íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ – ÷åòíûå ÷èñëà â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, à íà ÷åòíûõ ìåñòàõ – íå÷åòíûå ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Òîãäà ñóììû äâóõ ñòîÿùèõ ðÿäîì ÷èñåë áóä
