11 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2017x2017 – 2017 + x = � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: 1.


Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ �EMBED Unknown��� – âîçðàñòàþùàÿ, à ôóíêöèÿ �EMBED Unknown��� – óáûâàþùàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå �EMBED Unknown��� èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Ïîäñòàíîâêà ïîêàçûâàåò, ÷òî �EMBED Unknown���, òî åñòü x = 1 – êîðåíü óðàâíåíèÿ.


1.2. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD: AB = ÂÑ = m, (ÀÂÑ = (ÀDÑ = 120(. Íàéäèòå BD.


� EMBED PBrush  ���


 Îòâåò: BD = m.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Â è ðàäèóñîì m, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè À è Ñ (ñì. ðèñ. 1).


Ðèñ. 1


Èç ðàâåíñòâà óãëîâ ÀBÑ è ÀDÑ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè Â è D ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÀÑ. Êðîìå òîãî, (ÀDÑ = 180( – � EMBED Equation.2  ���(ÀÂÑ, çíà÷èò, òî÷êà D òàêæå ëåæèò íà ýòîé îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, BD = m. 








1.3. Â çàëå ñòîÿò øåñòü ñòóëüåâ â äâà ðÿäà – ïî òðè ñòóëà â êàæäîì, îäèí ðÿä ðîâíî çà äðóãèì. Â çàë ïðèøëè øåñòü ÷åëîâåê ðàçëè÷íîãî ðîñòà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü èõ òàê, ÷òîáû êàæäûé ÷åëîâåê, ñèäÿùèé â ïåðâîì ðÿäó, áûë íèæå ÷åëîâåêà, ñèäÿùåãî çà íèì?


Îòâåò: 90. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññàäèòü øåñòü ëþäåé íà øåñòü ñòóëüåâ ðàâíî 6!. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ðàññàäêó. Åñëè â íåé ìåíÿòü ìåñòàìè ëþäåé, ñèäÿùèõ äðóã çà äðóãîì, òî äëÿ ýòîãî åñòü 23 = 8 ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ, èç êîòîðûõ ðîâíî îäèí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûõ ñïîñîáîâ: � EMBED Equation.2  ��� = 90.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðîíóìåðóåì ëþäåé â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ðîñòà è ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ðàññàäîê, â êîòîðûõ ëþäè â ïåðâîì ðÿäó óïîðÿäî÷åíû ïî íîìåðó ñëåâà íàïðàâî. Ñàìûì ëåâûì âñåãäà áóäåò ÷åëîâåê ñ íîìåðîì 1, çà íèì âî âòîðîì ðÿäó ìîæåò ñèäåòü ëþáîé èç îñòàëüíûõ. Âî âòîðîé ïàðå â ïåðâîì ðÿäó ñÿäåò ÷åëîâåê ñ íàèìåíüøèì äîñòóïíûì íîìåðîì, à çà íèì ìîæåò ñèäåòü ëþáîé èç òðîèõ îñòàâøèõñÿ. Òðåòüÿ ïàðà ïîëó÷àåòñÿ èç îñòàâøèõñÿ ëþäåé è èõ ìîæíî óñàäèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì. 


Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ 5(3 = 15 óïîðÿäî÷åííûõ ðàññàäîê. Êàæäàÿ èç íèõ äàåò 6 ðàçíûõ ðàññàäîê, èñõîäÿ èç ñèììåòðèè, ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ òðåáóåìîé ðàññàäêè ðàâíî 15(6 = 90.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå � EMBED Equation.2  ���, åñëè � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���?


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Çàïèøåì äàííûå ðàâåíñòâà â äðóãîì âèäå: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���,  � EMBED Equation.2  ���. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî âñå âûðàæåíèÿ ïîä çíàêîì ñèíóñà íàõîäÿòñÿ â ïåðâîé ÷åòâåðòè. Íà îòðåçêå � EMBED Equation.2  ��� ôóíêöèÿ ñèíóñ âîçðàñòàåò, ñëåäîâàòåëüíî: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���, òî åñòü � EMBED Equation.2  ���.


Îòìåòèì, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî x = y = z = � EMBED Equation.2  ���.


Ðèñ. 2


2.2. Ìîæåò ëè êâàäðàò ÿâëÿòüñÿ ðàçâåðòêîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû?


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: ìîæåò.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì êâàäðàò AD1D2D3, â êîòîðîì òî÷êè Â è Ñ – ñåðåäèíû ñòîðîí D1D2 è D2D3 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà, ïðè åãî ñãèáàíèè ïî ïðÿìûì ÀÂ, ÂÑ è ÀÑ òî÷êè D1, D2 è D3 ñîâìåñòÿòñÿ â îäíîé òî÷êå D, îáðàçóÿ ïèðàìèäó ABCD.


Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïèðàìèäà áóäåò «íåâûðîæäåííîé», òî åñòü òî÷êè À, Â, Ñ è D íå îêàæóòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òðåõãðàííîãî óãëà ïðè âåðøèíå À, òî åñòü äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî: (ÂÀÑ < (ÂÀD1 + (CÀD3 (óãîë ÂÀÑ – íàèáîëüøèé èç òðåõ óãëîâ). Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî óáåäèòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè.


Ïåðâûé ñïîñîá. Â òðåóãîëüíèêå AD1D2: ÀÂ – ìåäèàíà, AD1 – âûñîòà, áèññåêòðèñà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû À, ëåæèò ìåæäó íèìè, ïîýòîìó (ÂÀD1 > (ÂÀD2. Àíàëîãè÷íî, (CÀD3 > (CÀD2. Ñëîæèâ ïî÷ëåííî ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà 2, òîãäà (ÂÀD1 = (CÀD3 = � EMBED Equation.2  ���. Ïóñòü K – ñåðåäèíà ÂÑ, òîãäà (ÂÀÑ = 2� EMBED Equation.2  ��� = 2� EMBED Equation.2  ��� = 2� EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå � EMBED Equation.2  ���, òî òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.


Òàêæå ìîæíî áûëî ðàññóæäàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå: ðàññìîòðåòü ïèðàìèäó ABCD, ó êîòîðîé îñíîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê BCD: BD = CD = 1; BC = � EMBED Equation.2  ���, à áîêîâûå ðåáðà: AB = AC = � EMBED Equation.2  ���; AD = 2. Çàòåì îáúÿñíèòü, ïî÷åìó òàêàÿ ïèðàìèäà ñóùåñòâóåò è êàê åãî ðàçðåçàòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü êâàäðàò.


Îòìåòèì, ÷òî äðóãèõ êâàäðàòíûõ ðàçâåðòîê òåòðàýäðà íå ñóùåñòâóåò, íî äîêàçàòü ýòî íå ïðîñòî.


�


Ðèñ. 3


2.3. Èç êëåò÷àòîé äîñêè ðàçìåðîì 8�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 14�´�8 âûïèëèëè 8 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðîì 2�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 14�´�1. Ïîñëå ýòîãî èç îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òðåáóåòñÿ âûïèëèòü êâàäðàò ðàçìåðîì 2�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 14�´�2. Îáÿçàòåëüíî ëè ýòî óäàñòñÿ?


Îòâåò: îáÿçàòåëüíî. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Íà ðèñ. 3 – äîñêà ðàçìåðîì 8�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 14�´�8, íà êîòîðîé öâåòîì âûäåëåíû 9 êâàäðàòîâ ðàçìåðîì 2�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 14�´�2 òàê, ÷òî íèêàêèå äâà èç íèõ íåëüçÿ «èñïîðòèòü» îäíèì ïðÿìîóãîëüíèêîì ðàçìåðîì 2�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 14�´�1.. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå âûïèëèâàíèÿ âîñüìè òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, õîòÿ áû îäèí êâàäðàò îñòàíåòñÿ íåòðîíóòûì è åãî ìîæíî áóäåò âûïèëèòü.


Âòîðîé ñïîñîá. Èç êâàäðàòà ðàçìåðîì 8�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 14�´�8 ìîæíî âûðåçàòü 7�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 14�´�7 = 49 ðàçíûõ êâàäðàòîâ ðàçìåðîì 2�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 14�´�2. Îäèí âûðåçàííûé ïðÿìîóãîëüíèê 2�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 14�´�1 äåëàåò íåäîñòóïíûìè äëÿ ïîñëåäóþùåãî âûðåçàíèÿ íå áîëüøå, ÷åì øåñòü êâàäðàòîâ. Çíà÷èò, ïîñëå âûïèëèâàíèÿ âîñüìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ íåäîñòóïíûìè îêàæóòñÿ íå áîëåå, ÷åì 8�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 14�´�6 = 48 êâàäðàòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû îäèí êâàäðàò ìîæíî áóäåò âûïèëèòü.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x è y âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî � EMBED Equation.3  ���. Íàéäèòå f(–1).


Îòâåò: f(–1) = 0.


Ðåøåíèå. Ïðè x = 0, y = 0 ïîëó÷èì: f(0) = f(0) + f(0), òî åñòü f(0) = 0.


Ïðè x = 0, y = –1 ïîëó÷èì: f(–1) = f(0) + f(1), òî åñòü f(–1) = f(1).


Ïðè x = –1, y = –1 ïîëó÷èì: f(0) = f(–1) + f(1). Òîãäà 0 = f(–1) + f(–1), òî åñòü f(–1) = 0.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4


3.2. Ïóñòü R1, R2 è R3 – ðàäèóñû òðåõ îêðóæíîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó òðåóãîëüíèêà è êàñàåòñÿ ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî � EMBED Equation.2  ���, ãäå r – ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ýòîò òðåóãîëüíèê.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ÀÂÑ è îäíó èç óêàçàííûõ îêðóæíîñòåé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó Â è êàñàåòñÿ ñòîðîíû ÀÑ â òî÷êå D (ñì. ðèñ. 4). Åå äèàìåòð íå ìåíüøå, ÷åì õîðäà BD, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, íå ìåíüøå, ÷åì âûñîòà ÂÍ òðåóãîëüíèêà.


Òàêèì îáðàçîì, � EMBED Equation.2  ���, ãäå � EMBED Equation.2  ��� – âûñîòû òðåóãîëüíèêà. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì � EMBED Equation.2  ���, â ñïðàâåäëèâîñòè êîòîðîãî ëåãêî óáåäèòüñÿ, óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà 2SABC. 


3.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ëåæèò íà îòðåçêå [� EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.3  ���].


Ðåøåíèå. Äëÿ n = 1 îòðåçîê «âûðîæäàåòñÿ» â òî÷êó, à óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, âåðíî. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì n > 1. Ïóñòü k – êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà n.


Îöåíêà ñâåðõó. Êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé ðàâíî k – 2 è êàæäûé èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò � EMBED Equation.2  ���. Çíà÷èò, ñóììà âñåõ äåëèòåëåé íå áîëüøå, ÷åì � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå íå ïðåâîñõîäèò � EMBED Equation.2  ��� �EMBED Unknown��� � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���.�EMBED Unknown���


Îöåíêà ñíèçó. Ïóñòü �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���, òîãäà èç íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèìè �EMBED Unknown���. Åñëè ÷èñëî n íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, òî âñå åãî äåëèòåëè ðàçáèâàþòñÿ íà òàêèå ïàðû. Çàïèñàâ äëÿ êàæäîé ïàðû àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà è ñëîæèâ èõ, ïîëó÷èì: �EMBED Unknown���. Åñëè æå n – êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, òî ê ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó ñ îáåèõ ñòîðîí äîáàâëÿåòñÿ �EMBED Unknown��� è îíî îñòàåòñÿ âåðíûì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.2  ���.


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû îöåíêè, íàïðèìåð, äëÿ îöåíêè ñâåðõó ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Øòóðìà.








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Èçâåñòíî, ÷òî a = x + y + �EMBED Equation.3���; b = y + z + �EMBED Equation.3���; c = z + x + �EMBED Equation.3���, ãäå x > 0, y > 0, z > 0. Äîêàæèòå, ÷òî a + b + �EMBED Equation.3��� > c.





� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 5


Ðåøåíèå. Îòìåòèì íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Î è îòëîæèì îòðåçêè OA = � EMBED Equation.2  ���, OB = � EMBED Equation.2  ���, OC = � EMBED Equation.2  ���, òàê, ÷òîáû (AOB = (BOC = (COA = 120( (ñì. ðèñ. 5). Òîãäà, ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ, òî÷êè A, B è C îáðàçóþò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown��� è�EMBED Unknown���, ïðè÷åì òî÷êà Î íàõîäèòñÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Çíà÷èò, êàæäûé óãîë ýòîãî òðåóãîëüíèêà ìåíüøå, ÷åì 120(.


Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ êîñèíóñ óáûâàåò íà �EMBED Unknown���, ïîëó÷èì: a + b + �EMBED Equation.3��� = � EMBED Equation.2  ��� > � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���= c, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Îòìåòèì, ÷òî Î – òî÷êà Òîððè÷åëëè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 6à


4.2. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ÀÂÑD òî÷êà K – ñåðåäèíà ñòîðîíû ÂÑ, à ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AKD ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ÀÂÑD. Íàéäèòå äëèíó ìåäèàíû ÊÅ òðåóãîëüíèêà AKD, åñëè AB = a, CD = b.


Îòâåò: ÊÅ = � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ÀÂÑD – òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè ÀÂ è CD. Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà ÷åðåç òî÷êè A è D ïðîâåäåì ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ÊÅ, äî èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé ÂÑ â òî÷êàõ B’ è C’ ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 6à). Òîãäà AB’C’D – òðàïåöèÿ, à ÊÅ – åå ñðåäíÿÿ ëèíèÿ (ïî òåîðåìå Ôàëåñà). 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 6á


Ïðè ýòîì, ïëîùàäü � EMBED Equation.2  ���, à � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, ãäå h – âûñîòà òðàïåöèè (ñì. ðèñ. 6á). Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäè ÀÂÑD è AB’C’D ðàâíû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî K – îáùàÿ ñåðåäèíà îòðåçêîâ ÂÑ è B’C’, ïîëó÷èì, ÷òî ýòè ÷åòûðåõóãîëüíèêè ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, ÊÅ = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. 


4.3. Ìîæíî ëè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàñïîëîæèòü òðè îòðåçêà ÷¸òíîé äëèíû òàê, ÷òîáû îáùèå ÷àñòè êàæäûõ äâóõ èç íèõ áûëè îòðåçêàìè íå÷¸òíîé äëèíû?


Îòâåò: íåëüçÿ. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü îòðåçêè ðàñïîëîæåíû ñîãëàñíî óñëîâèþ. Ïðîâåäåì îñü òàê, ÷òîáû êîíöû âñåõ òðåõ îòðåçêîâ ïîïàëè íà òî÷êè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè. Ýòî âîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ó ïåðâîãî îòðåçêà êîîðäèíàòà ëåâîãî êîíöà öåëàÿ, òî è êîîðäèíàòà ïðàâîãî êîíöà òàêæå öåëàÿ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åãî ìîæíî «ñäâèíóòü»). Ïðè ýòîì, åñëè õîòÿ áû ëåâûé êîíåö âòîðîãî îòðåçêà èìååò äðîáíóþ êîîðäèíàòó, òî ïåðåñå÷åíèå ïåðâûõ äâóõ îòðåçêîâ èìååò íåöåëóþ äëèíó – ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî è êîíöû òðåòüåãî îòðåçêà – öåëûå ÷èñëà. 


Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ó êàêèõ-òî äâóõ îòðåçêîâ êîîðäèíàòû êîíöîâ áóäóò èìåòü îäèíàêîâóþ ÷¸òíîñòü, òîãäà èõ ïåðåñå÷åíèå – îòðåçîê ÷¸òíîé äëèíû. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü òðåáóåìîãî ðàñïîëîæåíèÿ.








Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. ×èñëî  p �SYMBOL 45 \f "Symbol" \s 16�-� êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �EMBED Unknown���. Ïðèäóìàéòå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîðíåì êîòîðîãî áóäåò ÷èñëî p2.


Îòâåò: x3 + 2x2 + x – 9 = 0. 


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî �EMBED Unknown���, òîãäà �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���. Òàêèì îáðàçîì, p2 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x3 + 2x2 + x – 9 = 0.


� EMBED PBrush  ���


5.2. ×åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó K äèàìåòðà ÀÂ îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà õîðäà CD, êîòîðàÿ îáðàçóåò ñ ÀÂ óãîë 45(. Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà KC2 + KD2 íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè K.


Ðèñ. 7à


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü îòðåçîê C'D’ ñèììåòðè÷åí õîðäå CD îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB. Òîãäà CC'DD' – ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ, âïèñàííàÿ â äàííóþ îêðóæíîñòü, äèàãîíàëè êîòîðîé âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû  (ñì. ðèñ. 7à). Ïî ñâîéñòâó âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè: CD2 + C’D’2 = 4R2, ãäå R – ðàäèóñ îêðóæíîñòè. Òàê êàê CD' = C'D, òî KC2 + KD2 = KC2 + KD’2 = CD’2 = 2R2, òî åñòü ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè K.


� EMBED PBrush  ���


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü ÎÍ – ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç öåíòðà îêðóæíîñòè íà õîðäó CD, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà h (ñì. ðèñ.7á). Òîãäà òðåóãîëüíèê OKH – ïðÿìîóãîëüíûé è ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó HK = OH = h  Òàê êàê HC2 = HD2 = R2 – h2, ãäå R – ðàäèóñ îêðóæíîñòè, òî KC2 + KD2 = (HC – HK)2 + (HD + HK)2 = 2HC2 + 2HK2 = 2(R2 – h2) + 2h2 = 2R2, òî åñòü ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðà îêðóæíîñòè. 





Ðèñ. 7á











5.3. Èçâåñòíî, ÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 229 âñå öèôðû ðàçëè÷íû. Åñòü ëè ñðåäè íèõ öèôðà 0?


Îòâåò: åñòü. 


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 229 < 230 = (210)3 = (1024)3 < 2(109. Ñëåäîâàòåëüíî, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 229 íå áîëüøå, ÷åì 10 öèôð. 


Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 229 = (210)2(29 = (1024)2(512 > 5(108, ïîýòîìó â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 229 íå ìåíüøå, ÷åì 9 öèôð. 


Åñëè öèôð – 10 è îíè ðàçëè÷íûå, òî ñðåäè íèõ åñòü íîëü. Åñëè æå öèôð – 9 è ñðåäè íèõ íåò íóëÿ, òî ñóììà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ýòîãî ÷èñëà: 1 + 2 + … + 9 = 45, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 229 äåëèò
