7 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Âàñÿ ïîëó÷èë ñïèñîê êíèã íà ëåòíèå êàíèêóëû (12 íåäåëü). Îí ïîñòàâèë ñåáå öåëü èõ ïðî÷èòàòü è ðåøèë, ÷òî êàæäóþ íåäåëþ îí áóäåò ÷èòàòü îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî êíèã. Íî êàæäóþ íåäåëþ Âàñÿ ÷èòàë íà îäíó êíèãó ìåíüøå çàïëàíèðîâàííîãî, ïîýòîìó âûïîëíèë ñâîé ïëàí íà 3 íåäåëè ïîçæå, ÷åì õîòåë. Íà ñêîëüêî íåäåëü ðàíüøå ñðîêà Âàñÿ ïðî÷èòàë áû âåñü ñïèñîê, åñëè áû êàæäóþ íåäåëþ ÷èòàë íà îäíó êíèãó áîëüøå, ÷åì ïëàíèðîâàë?


Îòâåò: íà äâå íåäåëè. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá («àðèôìåòè÷åñêèé»). Çà 12 íåäåëü Âàñÿ íå óñïåë ïðî÷èòàòü 12 êíèã. Èõ îí ïðî÷èòàåò çà 3 íåäåëè, òî åñòü Âàñÿ â ðåàëüíîñòè ÷èòàë ïî 4 êíèãè â íåäåëþ, à ïëàíèðîâàë ÷èòàòü ïî 5 êíèã. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñïèñêå– 60 êíèã. Åñëè áû îí ÷èòàë ïî 6 êíèã â íåäåëþ, òî ñïðàâèëñÿ áû çà 10 íåäåëü, òî åñòü íà äâå íåäåëè ðàíüøå ñðîêà.


Âòîðîé ñïîñîá («àëãåáðàè÷åñêèé»). Ïóñòü Âàñÿ õîòåë ÷èòàòü ïî õ êíèã â íåäåëþ, òîãäà â åãî ñïèñêå – 12x êíèã. Â ðåàëüíîñòè, îí êàæäóþ íåäåëþ ÷èòàë õ – 1 êíèãó è ïîòðàòèë íà ýòî 15 íåäåëü, òî åñòü â ñïèñêå 15(õ – 1) êíèã. Òàêèì îáðàçîì, 12x = 15(õ – 1), îòêóäà x = 5. Çíà÷èò, â ñïèñêå – 60 êíèã. Ïîýòîìó åñëè ÷èòàòü ïî 6 êíèã â íåäåëþ, òî õâàòèò 60 : 6 = 10 íåäåëü, òî åñòü Âàñÿ ïðî÷èòàë áû âåñü ñïèñîê íà 12 – 10 = 2 íåäåëè ðàíüøå îêîí÷àíèÿ êàíèêóë.


1.2. Íåçíàéêà óòâåðæäàåò, ÷òî îí ìîæåò ïðîâåñòè íà ïëîñêîñòè 4 ïðÿìûå òàê, ÷òîáû èõ ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíÿëîñü ïÿòè è 5 ïðÿìûõ òàê, ÷òîáû èõ ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíÿëîñü ÷åòûðåì. Ïðàâ ëè îí? 


� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: Íåçíàéêà ïðàâ.


Ðèñ. 1à


Ðèñ. 1á


Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, â ïåðâîì ñëó÷àå ñì. ðèñ. 1à (a || b), à âî âòîðîì ñëó÷àå – ðèñ. 1á (a || b || c || d).


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.











1.3. Ïðîñòûì èëè ñîñòàâíûì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 2002 – 399? Îòâåò îáîñíóéòå.


Îòâåò: ñîñòàâíûì.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 2002 – 399 = 2002 – 400 + 1 = 2002 – 2(200 + 1 = (200 – 1)2 = 1992. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ñîñòàâíîå ÷èñëî.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Ñðàâíèòå: � EMBED Equation.3  ��� è � EMBED Equation.3  ���. Îòâåò îáîñíóéòå.


Îòâåò: âòîðàÿ äðîáü áîëüøå. 


Ðåøåíèå. Ñîêðàòèì êàæäóþ äðîáü: � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó. 


Ïåðâûé ñïîñîá. Äîïîëíèì ïîëó÷åííûå äðîáè äî åäèíèöû: 1 – � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���; 1 – � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Ó äðîáåé, ïîëó÷åííûõ ïðè äîïîëíåíèè, ÷èñëèòåëè îäèíàêîâûå, à çíàìåíàòåëü ïåðâîé äðîáè ìåíüøå, ïîýòîìó � EMBED Equation.2  ��� > � EMBED Equation.2  ���. 


Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.3  ��� < � EMBED Equation.3  ���.


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ äðîáåé íà ÷èñëî, ñòîÿùåå â åå ÷èñëèòåëå. Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� > � EMBED Equation.2  ���, òî � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ���. Çíà÷èò, � EMBED Equation.3  ��� < � EMBED Equation.3  ���.


2.2. Ïðÿìîóãîëüíèê ðàçáèëè äâóìÿ ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè åãî ñòîðîíàì, íà ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêà. Îäèí èç íèõ îêàçàëñÿ êâàäðàòîì, à ïåðèìåòðû ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîñåäíèõ ñ íèì, ðàâíû 20 ñì è 16 ñì. Íàéäèòå ïëîùàäü èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: 80 ñì2.


Ðåøåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Âûðàçèì ïîëîâèíû ïåðèìåòðîâ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, óêàçàííûõ â óñëîâèè: a + x = 8 è b + x = 10. Òîãäà ïëîùàäü èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà (a + x)(b + x) = 80 (ñì2).


Ðèñ. 2














2.3. Â êîðîáêå ëåæàò ôðóêòû (íå ìåíåå ïÿòè). Åñëè âûòàùèòü íàóãàä òðè ôðóêòà, òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ÿáëîêî. Åñëè âûòàùèòü íàóãàä ÷åòûðå ôðóêòà, òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ãðóøà. Êàêèå ôðóêòû ìîãóò áûòü âûòàùåíû è â êàêîì êîëè÷åñòâå, åñëè âçÿòü íàóãàä ïÿòü ôðóêòîâ?


Îòâåò: òðè ÿáëîêà è äâå ãðóøè. 


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî â êîðîáêå íå ÿáëîêàìè ÿâëÿþòñÿ íå áîëåå äâóõ ôðóêòîâ (èíà÷å ìîæíî âûòàùèòü 3 ôðóêòà, ñðåäè êîòîðûõ íå áóäåò ÿáëîê). Àíàëîãè÷íî, íå ãðóøàìè ÿâëÿþòñÿ íå áîëåå òðåõ ôðóêòîâ (èíà÷å  ìîæíî âûòàùèòü 4 ôðóêòà, ñðåäè êîòîðûõ íå áóäåò ãðóø). Òàêèì îáðàçîì, â êîðîáêå ëåæèò ðîâíî 5 ôðóêòîâ: òðè ÿáëîêà è äâå ãðóøè. Îíè âñå è áóäóò âûòàùåíû. 








Òðåòèé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


3.1. Ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü ÷èñëî � EMBED Equation.2  ��� â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?


Îòâåò: ìîæíî. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü 18 = � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà äàííîå ÷èñëî ìîæíî çàïèñàòü è ïðåîáðàçîâàòü òàê: �EMBED Unknown���. 


Ñëåäîâàòåëüíî,  �EMBED Unknown��� = 3232 + 362.


Âòîðîé ñïîñîá. � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 3252 = (13(25)2 = 132(252 = 169(252 = (144 + 25)(252 = (122 + 52)(252 = 122(252 + 52(252 = 3002 + 1252.


Ïîëó÷èâ, ÷òî äàííîå ÷èñëî ðàâíî 132(252, ìîæíî ïðîäîëæèòü èíà÷å: � EMBED Equation.2  ��� = 132(252 = 132(202 + 152) = 132(202 + 132(152 = 2602 + 1952.


Òðåòèé ñïîñîá. Òàê êàê 172 îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 9, à 192 îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 1, òî ÷èñëî â ñêîáêàõ îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 5. Çíà÷èò, äàííîå âûðàæåíèå èìååò âèä (5k)2, ãäå k – íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà: (5k)2 = (4k)2 + (3k)2.


� EMBED PBrush  ���


3.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ áèññåêòðèñà AN, âûñîòà BH è ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñòîðîíå ÀÂ è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åå ñåðåäèíó, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Íàéäèòå óãîë ÂÀÑ.


Ðèñ. 3


Îòâåò: 60(.


Ðåøåíèå. Ïóñòü Ð – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AN è BH (ñì. ðèñ. 3). Òàê êàê ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå ÀÂ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Ð, òî ÐÀ = ÐÂ, òî åñòü òðåóãîëüíèê ÀÐÂ – ðàâíîáåäðåííûé. Ñëåäîâàòåëüíî, (ÀÂÐ = (ÂÀÐ = (ÐÀÍ, òàê êàê ÀÐ – áèññåêòðèñà óãëà ÂÀÍ. Êðîìå òîãî, (ÀÍÂ = 90(, çíà÷èò, ñóììà ýòèõ òðåõ ðàâíûõ óãëîâ ðàâíà 90(, òî åñòü êàæäûé èç íèõ ðàâåí 30(. Òîãäà (ÂÀÑ = 60(.


3.3. Ñóùåñòâóåò ëè ÷åòûð¸õçíà÷íîå ÷èñëî, ñóììà öèôð êîòîðîãî â 25 ðàç ìåíüøå èõ ïðîèçâåäåíèÿ?


Îòâåò: íå ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò. Òîãäà èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå åãî öèôð äåëèòñÿ íà 25, ïîýòîìó ñðåäè åãî öèôð äîëæíû áûòü äâå ïÿòåðêè (íóëåé áûòü íå ìîæåò, èíà÷å ïðîèçâåäåíèå öèôð áûëî áû ðàâíî íóëþ). Ïóñòü a è b – äâå äðóãèå åãî öèôðû, òîãäà ñóììà öèôð ýòîãî ÷èñëà ðàâíà 10 + a + b, à ïðîèçâåäåíèå öèôð ðàâíî 25ab. 


Ñîñòàâèì óðàâíåíèå: 25(10 + a + b) = 25ab. Îíî ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ 10 + a + b = ab, êîòîðîå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó: ab – a – b + 1 = 11. Òîãäà ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ñïîñîáîì ãðóïïèðîâêè. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷èì: (a – 1)(b – 1) = 11. Òàê êàê 11 – ïðîñòîå ÷èñëî, òî îäèí èç ìíîæèòåëåé ðàâåí 1, à äðóãîé ðàâåí 11. Íî a è b – öèôðû, ïîýòîìó íè îäíà èç íèõ íå ðàâíà 12. Ïðîòèâîðå÷èå. 








×åòâåðòûé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4à


4.1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b ãðàôèêè ôóíêöèé y = |ax + b| è y = |ax| + b íå èìåþò îáùèõ òî÷åê?


Îòâåò: ïðè à = 0, b < 0.


Ðèñ. 4á


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî ïðè b = 0 ãðàôèêè ñîâïàäàþò. Åñëè a ( 0, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = |ax + b| (ñì. ðèñ. 4 à, á). 


� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4à ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ êîãäà à è b îäíîãî çíàêà, à ðèñ. 4á – ñëó÷àþ, êîãäà îíè ðàçíûõ çíàêîâ. 


Ðèñ. 4â


Ðèñ. 4ã


Äëÿ ãðàôèêà y = |ax| + b òàêæå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà b (ñì. ðèñ. 4 â, ã). 


Ìûñëåííî ñîâìåùàÿ ãðàôèêè óêàçàííûõ ôóíêöèé (èëè ïîñòðîèâ èõ â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò), íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ a è b îíè èìåþò îáùèé ëó÷, òî åñòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáùèõ òî÷åê. 


Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå çàäà÷è ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà à = 0. Òîãäà ôîðìóëû, çàäàþùèå äàííûå ôóíêöèè, ïðèìóò âèä: y = |b| è y = b. Ãðàôèêè òàêèõ ôóíêöèé íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, åñëè |b| ( b, òî åñòü ïðè b < 0.


Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ à è b ãðàôèê ôóíêöèè y = |ax| + b ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Â(0; b). Ïîäñòàâèâ åå êîîðäèíàòû â óðàâíåíèå y = |ax + b|, ïîëó÷èì: |b| = b ( b ( 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå çàäà÷è ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà b < 0. 


Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè a ( 0 ãðàôèê ôóíêöèè y = |ax + b| ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó À(–� EMBED Equation.3  ���; 0). Ïîäñòàâèâ åå êîîðäèíàòû â óðàâíåíèå y = |ax| + b, ïîëó÷èì: |b| + b =0 ( |b| = –b ( b ( 0. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèêè òàêæå èìåþò îáùóþ òî÷êó.


Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà a = 0, b < 0. Òîãäà ôîðìóëû, çàäàþùèå äàííûå ôóíêöèè, ïðèìóò âèä: y = |b| è y = b ñîîòâåòñòâåííî è íå áóäóò èìåòü îáùèõ òî÷åê ïðè b < 0.


Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå òî÷êè âûáðàíû íå ñëó÷àéíî: êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôèêà ñ îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò.


� EMBED PBrush  ���


4.2. Íà ñòîðîíàõ AB è BC ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè D è K ñîîòâåòñòâåííî, à íà ñòîðîíå AC îòìå÷åíû òî÷êè E è M òàê, ÷òî DA + AE = KC + CM = AB. Îòðåçêè DM è KE ïåðåñåêàþòñÿ. Íàéäèòå óãîë ìåæäó íèìè.


Îòâåò: 60(.


Ðèñ. 5


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ADM è CÅK (ñì. ðèñ. 5): DA = AB – AE = AC – AE = CE; AM = AC – CM = AB – CM = KC; (DAM = 60( = (EÑK. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû (ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè). Òîãäà (AMD = (CKE. 


Ïóñòü ïðÿìûå DM è KE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ð. Èç òðåóãîëüíèêà ÐÅÌ: (MPE = 180( – ((ÐÅÌ + (PME) = 180( – ((KÅC + (CKE) = (KCÅ = 60(.


4.3. Åñòü 2018 ãèðåê ìàññàìè 1 ã, 2 ã, …, 2018 ã. Çàÿö ïîëîæèë íà îäíó ÷àøó âåñîâ äâå ãèðüêè. Âîëê õîòåë äâóìÿ äðóãèìè ãèðüêàìè íà äðóãîé ÷àøå èõ óðàâíîâåñèòü, íî íå ñìîã. Êàêèå ãèðüêè ìîã âçÿòü Çàÿö? Ïåðå÷èñëèòå âñå âàðèàíòû è îáîñíóéòå.


Îòâåò: (1 ã; 2 ã); (1 ã; 3 ã); (2016 ã; 2018 ã); (2017 ã; 2018 ã). 


Ðåøåíèå. 1) Îáúÿñíèì, ïî÷åìó Âîëê íå ñóìååò óðàâíîâåñèòü óêàçàííûå íàáîðû. Â ïàðàõ ãèðü (1 ã; 2 ã) è (1 ã; 3 ã) ñóììà ìàññ ìåíüøå, ÷åì ñóììà ìàññ ëþáûõ äâóõ ãèðü îñòàâøåãîñÿ íàáîðà, à â ïàðàõ (2016 ã; 2018 ã) è (2017 ã; 2018 ã), íàîáîðîò, ñóììà ìàññ ãèðü áîëüøå, ÷åì ñóììà ìàññ ëþáûõ äâóõ ãèðü èç îñòàâøåãîñÿ íàáîðà.


2) Ïîêàæåì, êàê Âîëê ñìîæåò óðàâíîâåñèòü ëþáóþ äðóãóþ ïàðó ãèðü. Ïóñòü Çàÿö âûáðàë ãèðè ìàññàìè m è n, ïðè÷åì n > m. Òîãäà, åñëè n – m > 2, òî èõ óðàâíîâåñÿò ãèðè ñ ìàññàìè m + 1 è n – 1 (òàêèå ãèðè îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ â îñòàâøåìñÿ íàáîðå). 


Åñëè æå n – m = 1 èëè n – m = 2, òî èõ óðàâíîâåñÿò ãèðè ñ ìàññàìè m – 1 è n + 1. Òàêèå ãèðè íàéäóòñÿ â îñòàâøåìñÿ íàáîðå, åñëè m ( 1 è n ( 2018, à èìåííî ýòè ñëó÷àè è óêàçàíû â îòâåòå.
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