10 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Ñðàâíèòå: � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���. (Íàïîìíèì, ÷òî n! = 1(2(...(n.)


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ��� > � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, à � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, òî äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ýòè ÷èñëà. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî 9! = 9(8!, à îôîðìèòü ðåøåíèå ìîæíî ïî-ðàçíîìó. 


Ïåðâûé ñïîñîá. �EMBED Unknown���. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Unknown���.


Âòîðîé ñïîñîá. � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Unknown���


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 1


1.2. Êàæäàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ìåíüøå, ÷åì 1. Ìîæåò ëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî íåãî, áûòü áîëüøå, ÷åì 2019?


Îòâåò: ìîæåò.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îêðóæíîñòü ( ðàäèóñà 2020 è îòìåòèì íà íåé ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó À (ñì. ðèñ. 1). Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå À ðàäèóñà 0,5. Ïóñòü îíà ïåðåñå÷åò ( â òî÷êàõ Â è Ñ, òîãäà ÀÂ = ÀÑ = 0,5. Òðåóãîëüíèê ÀÂÑ – èñêîìûé, òàê êàê îí âïèñàí â îêðóæíîñòü ( è ÂÑ < AB + AC = 1.


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ áîêîâîé ñòîðîíîé à = 0,5 è òàêèì óãëîì ( ïðè îñíîâàíèè, ÷òî sin( = 0,0001. Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà åãî òðåòüÿ ñòîðîíà ìåíüøå 1, à ïî òåîðåìå ñèíóñîâ ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 2500 > 2019.


1.3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå öèôð ìåíüøå òðåõ?


Îòâåò: 175.


Ðåøåíèå. Åñëè ïðîèçâåäåíèå öèôð ìåíüøå òðåõ, òî îíî ðàâíî 0, 1 èëè 2. Ðàññìîòðèì ýòè òðè ñëó÷àÿ.


1) Ïðîèçâåäåíèå öèôð ðàâíî 0. Çíà÷èò, âòîðàÿ èëè òðåòüÿ öèôðà ÷èñëà ðàâíà íóëþ. Åñëè òîëüêî âòîðàÿ öèôðà ðàâíà íóëþ, òî â ðàçðÿäå ñîòåí, òàê æå êàê è â ðàçðÿäå åäèíèö, ìîæåò ñòîÿòü ëþáàÿ èç äåâÿòè íåíóëåâûõ öèôð, ïîýòîìó òàêèõ ÷èñåë 9(9 = 81. Àíàëîãè÷íî, ÷èñåë, â êîòîðûõ òîëüêî òðåòüÿ öèôðà ðàâíà íóëþ, òàêæå 81. Åñëè æå è âòîðàÿ, è òðåòüÿ öèôðû ðàâíû íóëþ, òî òàêèõ ÷èñåë 9.


2) Ïðîèçâåäåíèå öèôð ðàâíî 1. Òàêîå ÷èñëî òîëüêî îäíî – 111.


3) Ïðîèçâåäåíèå öèôð ðàâíî 2. Çíà÷èò, îäíà èç öèôð ÷èñëà ðàâíà 2, à äâå äðóãèå – ýòî 1. Òàêèõ ÷èñåë òðè: 112, 121 è 211.


Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: 81 + 81 + 9 + 1 + 3 = 175.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: (1; 0; 0); (–1; 0; 0).


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 


1) Åñëè �EMBED Unknown���, òî �EMBED Unknown���. 


2) Åñëè �EMBED Unknown���, òî �EMBED Unknown���, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò.


2.2. Â óãîë ñ âåðøèíîé Ì âïèñàíà îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí â òî÷êàõ À è Â. ÀÑ – äèàìåòð îêðóæíîñòè. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Â ïàðàëëåëüíî ÌÀ, ïåðåñåêàåò ÀÑ â òî÷êå D. Â êàêîì îòíîøåíèè ïðÿìàÿ ÑÌ äåëèò îòðåçîê BD?


�


Îòâåò: ïîïîëàì.


Ðèñ. 2


Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðÿìûå CB è ÀÌ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Õ (ñì. ðèñ. 2). Òàê êàê âïèñàííûé óãîë ÀÂÑ îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð, òî (ÀÂÑ = 90(. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî ÑÌ – ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ (ïî îñíîâíîìó ïðèçíàêó ñèìåäèàíû). Òàê êàê (ÌÀÑ = 90(, òî ïðÿìûå ÌÀ è ÀÂ àíòèïàðàëëåëüíû. Íî BD || ÌÀ, çíà÷èò, BD è ÀÂ òàêæå àíòèïàðàëëåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÑÌ – ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà CBD.


Âòîðîé ñïîñîá. Òàê êàê ÀÂX – ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì BM = AM, òî Ì – ñåðåäèíà åãî ãèïîòåíóçû AX. Òîãäà â òðàïåöèè XADB: Ì – ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ AX, C – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé åå áîêîâûõ ñòîðîí, ïîýòîìó îòðåçîê MC ñîäåðæèò ñåðåäèíó îñíîâàíèÿ BD.


Äîêàçàòü, ÷òî Ì – ñåðåäèíà AX ìîæíî è ïî-äðóãîìó. Ïóñòü (ÀÌÂ = 2(  Òàê êàê ÌÀ = MB è ÑÀ(ÀÌ, òî (ÌÀÂ = 90( – (, (ÑÀÂ = ( (ñì. ðèñ. 2). Íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà ÌÂ çà òî÷êó Â îòìåòèì òî÷êó Y. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé, ïîëó÷èì: (ÌÂX = (CÂY = (ÑÀÂ = (. Òàê êàê óãîë ÀÌÂ – âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà MXB, òî (MXB = (ÀÌÂ – (ÌÂX = (. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê MXB – ðàâíîáåäðåííûé, çíà÷èò, MX = MB = MA. 


2.3. Øåñòü ó÷àñòíèêîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî áîÿ ñèäÿò çà êðóãëûì ñòîëîì. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòà îíè íà÷èíàþò ïåðåñàæèâàòüñÿ. Çà îäíó ïåðåñàäêó ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè äâîå ñîñåäåé. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïåðåñàäîê êàæäûé ó÷àñòíèê ñìîæåò ïîñèäåòü íà êàæäîì ìåñòå?


Îòâåò: çà 15 ïåðåñàäîê.


Ðåøåíèå. Îöåíêà. Êàæäûé ó÷àñòíèê äîëæåí ïîáûâàòü åùå íà ïÿòè ìåñòàõ, ïîýòîìó íåîáõîäèìî íå ìåíåå, ÷åì 5(6 = 30 ïåðåìåùåíèé ó÷àñòíèêîâ. Çà îäíó ïåðåñàäêó ðåàëèçóåòñÿ íå áîëåå äâóõ íîâûõ ïåðåìåùåíèé, ñëåäîâàòåëüíî, ïîòðåáóåòñÿ íå ìåíüøå, ÷åì 15 ïåðåñàäîê.


Ïðèìåð. Ïðîíóìåðóåì ñèäÿùèõ çà ñòîëîì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ÷èñëàìè îò 1 äî 6. Ïóñòü ïåðâûé, òðåòèé è ïÿòûé ïî î÷åðåäè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ñ ñîñåäÿìè, äâèãàÿñü âñå âðåìÿ â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè, íàïðèìåð, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Òîãäà ÷åðåç êàæäûå òðè òàêèå ïåðåñàäêè áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ñëåäóþùèå ðàñïîëîæåíèÿ ó÷àñòíèêîâ: 1 2 3 4 5 6 ( 2 1 4 3 6 5 ( 5 4 1 6 3 2 ( 4 5 6 1 2 3 ( 3 6 5 2 1 4 ( 6 3 2 5 4 1. Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç 15 ïåðåñàäîê êàæäûé ó÷àñòíèê ïîáûâàåò íà êàæäîì ìåñòå.





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Èçâåñòíî, ÷òî � EMBED Equation.2  ���. Íàéäèòå � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: 1,5.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå òàíãåíñà è ôîðìóëó ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 1,5.


Âòîðîé ñïîñîá. 1) Ïðåîáðàçóåì äàííîå ðàâåíñòâî: �EMBED Equation.2��� ( �EMBED Unknown���. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè íà �EMBED Unknown���, ïîëó÷èì: �EMBED Unknown���. 


2) Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå, çíà÷åíèå êîòîðîãî òðåáóåòñÿ íàéòè, âû÷òåì èç íåãî 1 è ïðåîáðàçóåì:  �EMBED Unknown���, 


çíà÷èò, �EMBED Unknown���


3) Òàêèì îáðàçîì, �EMBED Unknown���; �EMBED Unknown���; �EMBED Unknown���.


�


3.2. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA’B’C’D’ AB = 3, AD = 4. Íà ðåáðå DD’ âûáðàíà òî÷êà Ì òàê, ÷òî ñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà ïëîñêîñòüþ ÀÑ’M ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîì íàèìåíüøåãî ïåðèìåòðà. Â êàêîì îòíîøåíèè òî÷êà Ì äåëèò ðåáðî DD’?


Ðèñ. 3à


Îòâåò: DM : MD’ = 4 : 3.


Ðåøåíèå. Òàê êàê ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ïåðåñåêàåò ïàðàëëåëüíûå ãðàíè êóáà ïî ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì, òî óêàçàííûì ñå÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì AMC’N (ñì. ðèñ. 3à). Çíà÷èò, åãî ïåðèìåòð áóäåò íàèìåíüøèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàèìåíüøåé áóäåò äëèíà ëîìàííîé AMC’.


�


Ðàññìîòðèì ðàçâåðòêó ãðàíåé AA’D’D è DD’C’C íà ïëîñêîñòü (ñì. ðèñ. 3á). Òàê êàê AM + MC’ ( AC’, òî äëèíà ëîìàííîé AMC áóäåò íàèìåíüøåé, åñëè òî÷êà M ñîâïàäåò ñ òî÷êîé T ïåðåñå÷åíèÿ DD’ è AC’. Òðåóãîëüíèêè ATD è C’TD ïîäîáíû, çíà÷èò, DT : TD’ = AD : D’C’ = 4 : 3.


Ðèñ. 3á


Îòìåòèì, ÷òî öåíòð ñèììåòðèè ëþáîãî ñå÷åíèÿ ñîäåðæàùåãî äèàãîíàëü ÀÑ’ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñèììåòðèè ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîýòîìó B’N = DM è NB = D’M.

















3.3. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà à è b èçâåñòíî, ÷òî äðîáü � EMBED Equation.2  ��� íåñîêðàòèìà, à äðîáü � EMBED Equation.2  ��� ñîêðàòèìà. Íà êàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îíà ñîêðàùàåòñÿ?


Îòâåò: íà 7.


Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî óêàçàííàÿ â óñëîâèè äðîáü ìîæåò ñîêðàùàòüñÿ òîëüêî íà 7.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü ÷èñëà 4a + 3b è 5a + 2b äåëÿòñÿ íà d > 1. Òîãäà d ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñåë 3(5a + 2b) – 2(4a + 3b) = 7a è 5(4a + 3b) – 4(5a + 2b) = 7b. Òàê êàê ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû, òî 7 äåëèòñÿ íà d, òî åñòü d = 7.


Ýòó æå èäåþ ðåøåíèÿ ìîæíî îôîðìèòü èíà÷å, íàõîäÿ ÍÎÄ(4a + 3b; 5a + 2b) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü a = b + x, òîãäà äàííàÿ äðîáü ïðèìåò âèä � = �. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ äðîáü áûëà ñîêðàòèìà, ÷èñëà x è 7a äîëæíû èìåòü îáùèé äåëèòåëü d. Íî åñëè ó ÷èñåë a è d åñòü îáùèé äåëèòåëü, òî íà íåãî äåëèòñÿ è ÷èñëî b = a – x, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû. Ñëåäîâàòåëüíî, 7 äåëèòñÿ íà d, òî åñòü d = 7.


Äðîáü � ñîêðàùàåòñÿ íà 7, íàïðèìåð, ïðè a = 1, b = 8.








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y è z äîêàæèòå íåðàâåíñòâî: 4xyz(x + y + z) ( (y + z)2(x + z)2.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Åãî ïëîùàäü ðàâíà: �EMBED Unknown���. Òîãäà ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà (ñî ñòîðîíàìè �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown��� è äèàãîíàëüþ �EMBED Unknown���, ñîñòàâëåííîãî èç äâóõ òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ, ðàâíà �EMBED Unknown���.


Ýòà ïëîùàäü íå ïðåâîñõîäèò ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà ñ òàêèìè æå ñòîðîíàìè, òî åñòü: �EMBED Unknown���, îòêóäà, ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé äîêàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâà è ïðåîáðàçóåì: � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���  = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� ( 0. 


Ñëåäîâàòåëüíî, 4xyz(x + y + z) ( (y + z)2(x + z)2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Òðåòèé ñïîñîá. Òàê êàê äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî – îäíîðîäíîå (â îáåèõ ÷àñòÿõ ñòîÿò ìíîãî÷ëåíû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îò òðåõ ïåðåìåííûõ), òî äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ðàññóæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà �EMBED Unknown���. Òîãäà � EMBED Equation.2  ���. Ïîäñòàâèâ â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì: �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���


( �EMBED Unknown��� ( 


( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� (


( �EMBED Unknown���.


� EMBED PBrush  ���


4.2. Â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ÀÑ è ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíû ÀÂ è ÂÑ â òî÷êàõ Ì è N ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà CDE, ãäå D –  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ÂÌN, E – ñåðåäèíà îòðåçêà AN.


Ðèñ. 4


Îòâåò: 90(, 60( è 30(.


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê MÂN – ïðàâèëüíûé, ïîýòîìó åãî ìåäèàíû MK è ÂÍ ñîâïàäàþò ñ âûñîòàìè. Êðîìå òîãî, ñðåäíÿÿ ëèíèÿ KE òðåóãîëüíèêà ABN ñîäåðæèò òî÷êó Í (ñì. ðèñ. 4). Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü L – ñåðåäèíà ÀÑ, òîãäà LE – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ANC, çíà÷èò, LE || CN. Ñëåäîâàòåëüíî, (ÅLB = 90( – (ÅLA = 90( – (NCA = 30(.


Ñ äðóãîé ñòîðîíû, HK = HM, ïîýòîìó (DKH = (DMH = 30(. Òàêèì îáðàçîì, (DKÅ = (ÅLD, çíà÷èò, ÷åòûðåõóãîëüíèê EDKL – âïèñàííûé. Êðîìå òîãî, (ÅKÑ = (LCK = 60(, ïîýòîìó òðàïåöèÿ CLEK – ðàâíîáîêàÿ, çíà÷èò, îíà âïèñàííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà Ñ ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî EDKL. Òîãäà (ECD = (ÅLD = 30(, (ÑED = (CLD = 90(, (EDC = 60(.


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ïîâîðîòíóþ ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì D, óãëîì –60( è êîýôôèöèåíòîì 0,5. Îáðàçîì òî÷êè B ÿâëÿåòñÿ òî÷êà Ê, îáðàçîì òî÷êè N ÿâëÿåòñÿ òî÷êà H, ïîýòîìó îáðàç òî÷êè Ñ ëåæèò íà ïðÿìîé KH. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� ïîëó÷èì: îáðàçîì òî÷êè Ñ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà Å. Òîãäà (EDC = 60( è DE = 0,5DC. Òàêîé òðåóãîëüíèê EDC ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ((ÑED = 90(), ÷òî íåñëîæíî ïîëó÷èòü ëèáî ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ (ÅÑ = DE� EMBED Equation.2  ���), ëèáî óäâîåíèåì ñòîðîíû DE. Òîãäà òðåòèé óãîë ýòîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 30(.
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4.3. Â òàáëèöå ðàçìåðîì 5(5 êàê-òî ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 25. Ðàçðåøàåòñÿ ìåíÿòü ìåñòàìè ñîñåäíèå ÷èñëà â îäíîé ñòðîêå, åñëè ïðàâîå áîëüøå ëåâîãî è ñîñåäíèå ÷èñëà â îäíîì ñòîëáöå, åñëè íèæíåå áîëüøå âåðõíåãî. Ñóùåñòâóåò ëè òàáëèöà, èç êîòîðîé çà íåñêîëüêî òàêèõ îïåðàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü òàáëèöó, îòëè÷àþùóþñÿ îò èñõîäíîé òîëüêî òåì, ÷òî ÷èñëà â çàêðàøåííûõ êëåòêàõ (ñì. ðèñóíîê) ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè?


Îòâåò: íå ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëàñü òàáëèöà, äëÿ êîòîðîé ðàçðåøåííûìè äåéñòâèÿìè ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ÷èñëà â çàêðàøåííûõ êëåòêàõ, îñòàâèâ îñòàëüíûå ÷èñëà íà ñâîèõ ìåñòàõ.


Îáîçíà÷èì ÷åðåç s1 ñóììó ÷èñåë â ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöàõ ýòîé òàáëèöû, à ÷åðåç s2 – ñóììó ÷èñåë â ïîñëåäíèõ äâóõ ñòîëáöàõ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ÷èñëà â îäíîé ñòðîêå, òî ëèáî êàæäîå èç ÷èñåë s1 è s2 íå èçìåíèòñÿ, ëèáî s1 óâåëè÷èòñÿ, à s2 íå èçìåíèòñÿ, ëèáî s1 íå èçìåíèòñÿ, à s2 óìåíüøèòñÿ. Åñëè æå ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ÷èñëà â îäíîì ñòîëáöå, òî îáà ÷èñëà s1 è s2 íå èçìåíÿòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü s1 – s2 íå óìåíüøàåòñÿ, ïîýòîìó ÷èñëî â çàêðàøåííîé êëåòêå âòîðîãî ñòîëáöà äîëæíî áûëî óâåëè÷èòüñÿ, à â êëåòêå ÷åòâ¸ðòîãî ñòîëáöà óìåíüøèòüñÿ.


Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðåâ ñóììû ÷èñåë â ïåðâûõ äâóõ è â ïîñëåäíèõ äâóõ ñòðîêàõ òàáëèöû, ìîæíî ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî ÷èñëî âî âòîðîé ñíèçó ñòðîêå äîëæíî áûëî óìåíüøèòüñÿ, à â ÷åòâåðòîé ñòðîêå óâåëè÷èòüñÿ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîëó÷åííîìó ðàíåå ðåçóëüòàòó. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåìîé òàáëèöû íå ñóùåñòâóåò.





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. Ñóùåñòâóåò ëè ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x), äëÿ êîòîðîé 2f(x + 2) + f(4 – x) = 2x + 5?


Îòâåò: ñóùåñòâóåò. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü �EMBED Unknown���. Òîãäà �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Çíà÷èò, �EMBED Unknown���.


Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è, íåò, â òîì ÷èñëå íåò è ôóíêöèé, îòëè÷íûõ îò ëèíåéíîé. Äåéñòâèòåëüíî:


1) Âìåñòî �EMBED Unknown��� ïîäñòàâèì â äàííîå ðàâåíñòâî �EMBED Unknown���. Ïîëó÷èì: �EMBED Unknown���


2) Âìåñòî �EMBED Unknown��� ïîäñòàâèì â äàííîå ðàâåíñòâî �EMBED Unknown���. Ïîëó÷èì: �EMBED Unknown���


3) Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà 2) íà 2: �EMBED Unknown���


4) Âû÷òåì èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ðàâåíñòâî 1): �EMBED Unknown���.


Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Unknown���.


�


Ðèñ. 5à


5.2. Â òðàïåöèè ABCD (AD || BC) äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î, DB – áèññåêòðèñà óãëà ADC, óãîë ABD – ïðÿìîé, ÂÎ = 6. Íàéäèòå OD.


Îòâåò: OD = 12.


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî (CDA = (BDA = (CBD = (, çíà÷èò, ÂÑ = CD (ñì. ðèñ. 5 à, á). Ïóñòü Ì – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç âåðøèíû Ñ íà äèàãîíàëü BD, òîãäà Ì – ñåðåäèíà BD. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 5á


Ïåðâûé ñïîñîá. Èç òðåóãîëüíèêà BCD: BD = 2BCcos(, à èç òðåóãîëüíèêà ABD: BD = ADcos( (ñì. ðèñ. 5à). Ñëåäîâàòåëüíî, AD = 2BC. Òîãäà èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ BOC è DOA ïîëó÷èì, ÷òî OD = 2OB = 12.


� EMBED PBrush  ���


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðîäëèì ÑÌ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ AD â òî÷êå K (ñì. ðèñ. 5á). Òàê êàê DM – âûñîòà è áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà CDK, òî ýòîò òðåóãîëüíèê – ðàâíîáåäðåííûé è Ì – ñåðåäèíà CK. Êðîìå òîãî, CK || ÀÂ, çíà÷èò, ABCK – ïàðàëëåëîãðàìì, ïîýòîìó CK = AB. Òîãäà èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ÑÎÌ è ÀÎÂ ïîëó÷èì, ÷òî ÎÌ = 0,5ÎÂ = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, OD = ÎÌ + MD = 12.


Ðèñ. 5â


Òðåòèé ñïîñîá. Ïóñòü ïðîäîëæåíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí äàííîé òðàïåöèè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X (ñì. ðèñ. 5â). Òîãäà òðåóãîëüíèê XBD – ïðÿìîóãîëüíûé, à èç ðàâåíñòâà BC = CD, äîêàçàííîãî âûøå, ñëåäóåò, ÷òî BC – åãî ìåäèàíà, òî åñòü Ñ – ñåðåäèíà XD. 


Òàê êàê DB – áèññåêòðèñà è âûñîòà òðåóãîëüíèêà AXD, òî ýòîò òðåóãîëüíèê – ðàâíîáåäðåííûé, òîãäà DB – åãî ìåäèàíà. Òàêèì îáðàçîì, Î – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà AXD, çíà÷èò, OD = 2OB = 12.


5.3. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå äåñÿòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå áîëüøå èõ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ðîâíî â ïÿòü ðàç?


Îòâåò: íå ñóùåñòâóþò.


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå ÷èñëà ñóùåñòâóþò. Ðàçäåëèì êàæäîå èç íèõ íà èõ íàèáîëüøèé
