10 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè èçîáðàçèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ


�


Ðèñ. 1


� EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: ñì. ðèñ. 1.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì êàæäóþ êîîðäèíàòíóþ ÷åòâåðòü ïî îòäåëüíîñòè:


1) �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ  êîîðäèíàò âñåõ òî÷åê. 


2)  �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä: � EMBED Equation.2  ���. Òàêèì îáðàçîì, �EMBED Unknown���.(ïîëîñà)


3) �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä:�EMBED Unknown��� (÷åòâåðòü êðóãà).


4)  �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä: � EMBED Equation.2  ���. Òàêèì îáðàçîì,  �EMBED Unknown��� (ïîëîñà). 


� EMBED PBrush  ���


1.2. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà 16. Íàéäèòå óãîë ìåæäó åãî ìåäèàíàìè, äëèíû êîòîðûõ 4 è 6.


Ðèñ. 2


Îòâåò: 90(.


Ðåøåíèå. Ïóñòü AD = 6 è ÑÅ = 4 – çàäàííûå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, Ì – òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà ÀÌ = � EMBED Equation.2  ���AD = 4, CÌ = � EMBED Equation.2  ���CE = � EMBED Equation.2  ���, SAMC = � EMBED Equation.2  ���SABC =.� EMBED Equation.2  ���. 


Òàê êàê SAMC = � EMBED Equation.2  ���ÀÌ(CÌ(sin(AMC, òî sin(AMC = 1, òî åñòü (AMC = 90(.
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Ðèñ. 3


1.3. Ìîæíî ëè ðàñêðàñèòü êëåòêè êâàäðàòà ðàçìåðîì 6(6 â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû êëåòîê îäíîãî öâåòà áûëî áîëüøå, ÷åì êëåòîê äðóãîãî, à â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå ðàçìåðîì 1(4 áûëî ïîðîâíó êëåòîê êàæäîãî öâåòà?


Îòâåò: ìîæíî.


Ðåøåíèå. Ðàçîáüåì, íàïðèìåð, êâàäðàò ðàçìåðîì 6(6 íà äåâÿòü êâàäðàòîâ ðàçìåðîì 2(2, êîòîðûå ðàñêðàñèì â øàõìàòíîì ïîðÿäêå (ñì. ðèñ. 3), òîãäà óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Ïðè äåëåíèè x2 + 4x – b íà x – a ïîëó÷àåòñÿ îñòàòîê 2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå b (à è b – äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà).


Îòâåò: �EMBED Unknown���


Ðåøåíèå. Çàïèøåì óêàçàííîå äåëåíèå ñ îñòàòêîì: �EMBED Unknown���. Ïîäñòàâèâ � EMBED Equation.2  ���, ïîëó÷èì: �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���, çíà÷èò, �EMBED Unknown���. 


Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå �EMBED Unknown��� äîñòèãàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, �EMBED Unknown���, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äåëåíèè �EMBED Unknown��� íà �EMBED Unknown��� ïðè �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown��� ïîëó÷èòñÿ îñòàòîê 2.


Ðàâåíñòâî �EMBED Unknown��� ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü èç òåîðåìû Áåçó.


2.2. Îñíîâàíèåì ïèðàìèäû ñ âåðøèíîé Ð ÿâëÿåòñÿ ÷åòûð¸õóãîëüíèê ABCD, ó êîòîðîãî ñóììà óãëîâ À è D â ïÿòü ðàç ìåíüøå ñóììû óãëîâ B è C. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ãðàíåé PAB è PCD, åñëè îíè îáå ïåðïåíäèêóëÿðíû îñíîâàíèþ.


Îòâåò: 60(.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4


Ðåøåíèå. Ïóñòü ïëîñêîñòè AÐB è CÐD ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé PX (òî÷êà X ëåæèò â ïëîñêîñòè ÀÂÑ, ñì. ðèñ. 4). Òàê êàê (APB)((ÀÂÑ) è (CÐD)((ÀÂÑ), òî PX((ÀÂÑ). Òîãäà óãîë BXC – ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî óãëà ñ ðåáðîì PX.


Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî â ÷åòûð¸õóãîëüíèêå ABCD ñóììà óãëîâ À è D ðàâíà 60(, çíà÷èò, (BXC = 120(. Ïîëó÷åííûé óãîë – òóïîé, ïîýòîìó óãîë ìåæäó óêàçàííûìè ïëîñêîñòÿìè ðàâåí 60(. 


2.3. Ïî êðóãó ëåæàò 10 ìîíåò îðëàìè ââåðõ. Ðàçðåøàåòñÿ îäíîâðåìåííî ïåðåâåðíóòü ëèáî 4 ìîíåòû, ëåæàùèå ïîäðÿä, ëèáî 4 ìîíåòû, ëåæàùèå ïî äâå ñ îáåèõ ñòîðîí îò êàêîé-òî ìîíåòû. Ìîæíî ëè â ðåçóëüòàòå òàêèõ îïåðàöèé ïîëîæèòü âñå ìîíåòû îðëàìè âíèç?


Îòâåò: íåò. 


Ðåøåíèå. Ðàñêðàñèì ìîíåòû â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà, ÷åðåäóÿ èõ. Òîãäà áóäåò 5 ìîíåò áåëûõ è 5 ÷åðíûõ. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èç îïåðàöèé, óêàçàííûõ â óñëîâèè, ìåíÿåò ñîñòîÿíèå äâóõ áåëûõ è äâóõ ÷åðíûõ ìîíåò. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ìîíåò êàæäîãî öâåòà, ëåæàùèõ îðëîì ââåðõ, áóäåò âñåãäà íå÷¸òíî. Åñëè æå âñå ìîíåòû ïåðåâåðíóòû, òî êîëè÷åñòâî êàê áåëûõ, òàê è ÷åðíûõ ìîíåò, ëåæàùèõ îðëîì ââåðõ, äîëæíî ñòàòü ðàâíûì íóëþ, òî åñòü ÷¸òíûì. Ïðîòèâîðå÷èå.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Èìååò ëè íåíóëåâûå ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèå x3 + x2y + y3 = 0?


Îòâåò: íåò. 


Ðåøåíèå. Åñëè � EMBED Equation.2  ���, òî è � EMBED Equation.2  ���. Âåðíî è îáðàòíîå. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, è �EMBED Unknown���. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: �EMBED Unknown���. Äîêàæåì, ÷òî îíî íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé, òîãäà òàêèõ ðåøåíèé íåò è â èñõîäíîì óðàâíåíèè. 


Åñëè ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 èìååò ðàöèîíàëüíûå êîðíè, òî îíè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè äåëèòåëÿìè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî êîðíÿìè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ (1, ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè. 


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü íåñîêðàòèìàÿ äðîáü �EMBED Unknown���, ãäå �EMBED Unknown���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äàííîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà óðàâíåíèå �EMBED Unknown��� äîëæíî èìåòü íåíóëåâûå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ. Òàê êàê �EMBED Unknown��� ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïðàâîé ÷àñòè, òî è ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà �EMBED Unknown���, îòêóäà �EMBED Unknown��� êðàòíî �EMBED Unknown���. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Unknown��� êðàòíî �EMBED Unknown���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � EMBED Equation.2  ���, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���. Ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòî âîçìîæíî, òîëüêî ïðè � EMBED Equation.2  ���. Òàêèì îáðàçîì, â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè öåëûõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé íåò, ñëåäîâàòåëüíî, ðàöèîíàëüíûõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé íåò è â èñõîäíîì óðàâíåíèè.


3.2. Âûïóêëûé n-óãîëüíèê ðàçðåçàí íà êâàäðàòû è ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè. Äîêàæèòå, ÷òî n ( 12.


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > 12. Òîãäà, òàê êàê ñóììà âíåøíèõ óãëîâ âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà 360(, òî íàéäåòñÿ åãî âíåøíèé óãîë, ãðàäóñíàÿ ìåðà êîòîðîãî ìåíüøå, ÷åì 30( (ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå). Ðàññìîòðèì âåðøèíó ýòîãî óãëà – â íåé «ñõîäÿòñÿ» òîëüêî êâàäðàòû è ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè, óãëû êîòîðûõ ðàâíû 90( è 60( ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäóñíàÿ ìåðà âíåøíåãî óãëà, äîëæíà áûòü êðàòíà 30 (ïîñêîëüêó 180, 90 è 60 äåëÿòñÿ íà 30 íàöåëî), òî åñòü îíà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì 30(. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî n ( 12. 


3.3. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ öèôðû óáûâàþò. Êàêèõ èç íèõ áîëüøå: ñ ñóììîé öèôð 22 èëè ñ ñóììîé öèôð 23?


Îòâåò: ïîðîâíó.


Ðåøåíèå. Ñóììà âñåõ öèôð îò 0 äî 9 ðàâíà 45. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ãðóïïå èç ïÿòè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ öèôð ñ ñóììîé 22 ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíî ÷èñëî, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðîãî öèôðû óáûâàþò. Ñîïîñòàâèì ýòîé ãðóïïå öèôð äðóãóþ ãðóïïó, â êîòîðîé êàæäàÿ öèôðà n çàìåíåíà íà öèôðó (9 – n). Âñå öèôðû íîâîé ãðóïïû áóäóò ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à èõ ñóììà áóäåò ðàâíà 5(9 – 22 = 23. Ýòîé ãðóïïå öèôð áóäåò òàêæå ñîîòâåòñòâîâàòü ðîâíî îäíî ÷èñëî, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðîãî öèôðû óáûâàþò. 


Òàê êàê ñîîòâåòñòâèå ìåæäó óêàçàííûìè ãðóïïàìè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå, òî èñêîìûõ ÷èñåë ñ ñóììàìè öèôð 22 è 23 îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî. 


Ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî 20, ïîýòîìó, ïðè æåëàíèè, ìîæíî êàæäóþ ãðóïïó ÷èñåë âûïèñàòü.








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóììà ïåðâûõ n åå ÷ëåíîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?


Îòâåò: ñóùåñòâóåò. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì {an}: à1 = 3; à2 = 4 è äëÿ âñåõ n ( 2 � EMBED Equation.3  ���. Äîêàæåì, ÷òî � EMBED Equation.3  ��� = (1 + àn)2, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. 


Äåéñòâèòåëüíî, 1) Áàçà èíäóêöèè: � EMBED Equation.2  ��� = 32 + 42 = 52 = (1 + à2)2. 2) Øàã èíäóêöèè: ïóñòü ðàâåíñòâî âåðíî ïðè n = k. Òîãäà ïðè n = k + 1 ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. 


Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} = {an2} = {32, 42, 122, 842, ...} – èñêîìàÿ.


Âòîðîé ñïîñîá. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî  ÷èñëà âèäà m2 – n2, 2mn è m2 + n2, ãäå m è n – âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà ðàçíîé ÷åòíîñòè, â òî÷íîñòè îïèñûâàþò âñå ïðîñòåéøèå ïèôàãîðîâû òðîéêè. Ïðè ýòîì, ÷èñëî m2 + n2 íå÷¸òíîå, à ëþáîå íå÷¸òíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ñîñåäíèõ êâàäðàòîâ: 2k + 1 = (k + 1)2 – k2.


Çíà÷èò, êàæäàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò ïîðîäèòü íîâóþ ïèôàãîðîâó òðîéêó, íî óæå êàê îäèí èç «êàòåòîâ», òîãäà âòîðîé «êàòåò» – ýòî íîâîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à «ãèïîòåíóçà» – ñëåäóþùàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà. 


Ïðèâåä¸ì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïèñàííûì ìåòîäîì. Èñõîäíàÿ òðîéêà: 92 + 402 = 412. Òàê êàê 41 = 212 – 202, òî 412 + (2(20(21)2 = (202 + 212)2. Òàêèì îáðàçîì, 92 + 402 + 8402 = 8412  Òåïåðü ïðîöåññ ìîæíî ïîâòîðèòü ñ ÷èñëîì 841, èñïîëüçóÿ, ÷òî 841 = 4212 – 4202, è òàê äàëåå.


Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ñn} = {92, 402, 8402, ...} – èñêîìàÿ.


4.2. Íà ñòîðîíàõ ÀÂ è ÂÑ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ îòìå÷åíû ïðîèçâîëüíûå òî÷êè Ì è K ñîîòâåòñòâåííî, Î – ñåðåäèíà îòðåçêà MK. Äîêàæèòå, ÷òî ÀÎ + ÑÎ > ÀÌ + CK.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðåäâàðèòåëüíî ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ëåììó, êîòîðóþ èíîãäà íàçûâàþò «íåðàâåíñòâîì ðåçèíêè». 


Ëåììà. Åñëè òî÷êà P ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, òî BP + CP < AB + AC. 


Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ëó÷ ÂÐ ïåðåñåêàåò ñòîðîíó ÀÑ â òî÷êå Ì (ñì. ðèñ. 5à). Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ÐÌÑ è ÂÀÌ, ïîëó÷èì: BP + CP < BP + PÌ + ÌÑ = ÂÌ + ÌÑ < ÂÀ + ÀÌ + ÌÑ < AB + AC, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 5à


Ðèñ. 5á





Âåðíåìñÿ ê íàøåé çàäà÷å.


� EMBED PBrush  ���


Óäâîèâ ìåäèàíó ÀÎ òðåóãîëüíèêà AMK, ïîëó÷èì, ÷òî AMRK –ïàðàëëåëîãðàìì (ñì. ðèñ. 5á). Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà R ëåæèò âíå òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òàê êàê (ÂAK + (AKB < (MAK + (AKR = 180(. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà Ê ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà COR.


Ðèñ. 5â


Äëÿ òðåóãîëüíèêà COR è òî÷êè K ïðèìåíèì «íåðàâåíñòâî ðåçèíêè»: CO + OR > KR + KC = ÀM + CK. Ñëåäîâàòåëüíî, ÀÎ + ÑÎ > ÀÌ + CK, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðîâåä¸ì îòðåçîê ÂÎ (ñì. ðèñ. 5â). Èç òðåóãîëüíèêà ÀÎÂ: ÀÎ + ÂÎ > AM + BM, à èç òðåóãîëüíèêà ÂÎÑ: ÑÎ + ÂÎ > CK + BK. Ñëîæèâ ïî÷ëåííî ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì: ÀÎ + ÑÎ + 2ÂÎ > AM + CK + BM + BK. 


Òàê êàê ÂÎ – ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà MBK, òî BM + BK > 2ÂÎ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÀÎ + ÑÎ > ÀÌ + CK, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 6


4.3. Íà êàðêàñå åäèíè÷íîãî êóáà íàõîäÿòñÿ âîñåìü ìóðàâüåâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà ìóðàâüÿ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íå áîëüøå, ÷åì 1.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê.. Íàçîâ¸ì «óãëîì» òðè ïîëîâèíêè ð¸áåð, ñõîäÿùèåñÿ â îäíîé âåðøèíå. Òàêèõ «óãëîâ» – âîñåìü. 


Åñëè â îäíîì óãëó íàõîäÿòñÿ äâà ìóðàâüÿ, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñåðåäèíàìè äâóõ ðåá¸ð, ñõîäÿùèõñÿ â îäíîé âåðøèíå, êîòîðîå ðàâíî � EMBED Equation.2  ��� < 1.


Åñëè æå â êàæäîì óãëó ñèäèò ðîâíî îäèí ìóðàâåé, òî ðàññìîòðèì âñå ðàññòîÿíèÿ îò êàæäîãî ìóðàâüÿ äî âåðøèíû óãëà, â êîòîðîì îí íàõîäèòñÿ. Ïóñòü íàèáîëüøåå èç íèõ ó ìóðàâüÿ, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â óãëó À íà ðåáðå ÀÂ, è îíî ðàâíî õ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ñîñåäíåì óãëó B íàõîäèòñÿ ìóðàâåé Y íà ðåáðå BC (ñì. ðèñ. 6). Òîãäà XB = 1 – x, BY ( x, ñëåäîâàòåëüíî, XY ( XB + BY ( 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Âòîðîé ñïîñîá. Êàæäîìó ìóðàâüþ ñîïîñòàâèì ðåáðî, íà êîòîðîì îí íàõîäèòñÿ (åñëè ìóðàâåé ñèäèò â âåðøèíå, òî ìîæíî âûáðàòü ëþáîå èç òð¸õ ð¸áåð, ñõîäÿùèõñÿ â ýòîé âåðøèíå). Åñëè êàêîå-òî ðåáðî îêàçàëîñü ñîïîñòàâëåíî äâóì ìóðàâüÿì, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ìóðàâüÿìè íå ïðåâîñõîäèò 1. 


Åñëè ýòî íå òàê, òî âûáðàíî âîñåìü ð¸áåð, à òàê êàê âåðøèí òîæå âîñåìü, òî êàêèå-òî èç ýòèõ ð¸áåð îáÿçàòåëüíî îáðàçóþò öèêë. Äåéñòâèòåëüíî, ãðàô èç âîñüìè âåðøèí áåç öèêëîâ ñîäåðæèò íå áîëåå ñåìè ð¸áåð (ýòî ëèáî äåðåâî, â êîòîðîì ñåìü ðåáåð, ëèáî â íåì íåñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òîãäà ðåáåð åùå ìåíüøå).


Ïóñòü â ýòîì öèêëå k ð¸áåð, òîãäà ñóììà èõ äëèí ðàâíà k. Íà íèõ ñèäÿò k ìóðàâüåâ, ïîýòîìó ïðè îáõîäå öèêëà íàéäóòñÿ äâà ìóðàâüÿ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ïî êàðêàñó íå ïðåâîñõîäèò 1. Çíà÷èò, è îáû÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå áîëüøå, ÷åì 1.








Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: 1.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ êîðíåé íåò.


Äåéñòâèòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíà ïðè �EMBED Unknown���. Ïðè �EMBED Unknown��� � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, çíà÷èò, �EMBED Unknown���. Ïðè ýòîì, �EMBED Unknown���.


Äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ äðóãèõ êîðíåé ìîæíî ïðîâåñòè èíà÷å, ñîñëàâøèñü íà òî, ÷òî ïðè x > 1 ôóíêöèÿ f(x) = � EMBED Equation.2  ��� âîçðàñòàåò, à ôóíêöèÿ g(x) = 4 – 2x óáûâàåò.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü � EMBED Equation.2  ��� = à ( 0, � EMBED Equation.2  ��� = b ( 0. Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíà ïðè �EMBED Unknown���, òî � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ��� = ab. Êðîìå òîãî, a2 + b2 = 2x + 2, çíà÷èò, 4 – 2x = 6 – a2 – b2. 


Èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: à + b + 2ab = 6 – a2 – b2 ( (a + b)2 + (à + b) – 6 = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a + b ( 0, ïîëó÷èì: a + b = 2. Óðàâíåíèå � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = 2 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � EMBED Equation.2  ���, òàê êàê ïðè �EMBED Unknown��� åãî ëåâàÿ ÷àñòü âîçðàñòàåò.
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5.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà CD. Èçâåñòíî, ÷òî AD(BD = CD2. Îáÿçàòåëüíî ëè òðåóãîëüíèê ABC – ïðÿìîóãîëüíûé?


Ðèñ. 7


Îòâåò: íå îáÿçàòåëüíî.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê À’BC è ïðîâåä¸ì åãî âûñîòó ÑD èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà (ñì. ðèñ. 7). Òîãäà, ïî ñâîéñòâó âûñîòû, ïðîâåä¸ííîé ê ãèïîòåíóçå, A’D(BD = CD2. 


Ïóñòü òî÷êà À ñèììåòðè÷íà âåðøèíå A’ îòíîñèòåëüíî òî÷êè D, òîãäà AD = A’D. Çíà÷èò, äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî AD(BD = CD2, ãäå CD – åãî âûñîòà, íî ýòîò òðåóãîëüíèê – òóïîóãîëüíûé. 


Åñëè â óñëîâèå çàäà÷è äîáàâèòü, ÷òî âûñîòà ÑD ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà, òî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ABC – ïðÿìîóãîëüíûé, ñòàíåò âåðíûì. 


5.3. Íàéäèòå êîðíè ïðèâåä¸ííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè è îíè, è ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.


Îòâåò: 2 è 3.


Ðåøåíèå. Ïóñòü èñêîìûå ÷èñëà – ýòî n è m. Òîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïðèâåäåííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 – (n + m)x + nm = 0. Ñóììà åãî êîýôôèöèåíòîâ ðàâíà nm – n – m + 1 = (n – 1)(m – 1). Ïî óñëîâèþ, ýòî ÷èñëî – ïðîñòîå, çíà÷èò, îäíà èç ñêîáîê äîëæíà áûòü ðàâíà 1, à äðóãàÿ áûòü ïðîñòûì ÷èñëîì, òî åñòü îäèí èç êîðíåé ðàâåí 2, à äðóãîé – íà 1 áîëüøå ïðîñòîãî ÷èñëà è ñàì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ïîýòîìó ýòî 3.
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