8 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: 1.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� = 1, � EMBED Equation.2  ��� = 1, ..., � EMBED Equation.2  ��� = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ðàâíî 1. 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 1


1.2. Ñóùåñòâóåò ëè ïàðàëëåëîãðàìì, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü íà ñåìü ïîïàðíî íåðàâíûõ òðàïåöèé?


Îòâåò: ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 1.

















1.3. Íà êàêóþ öèôðó íóæíî çàìåíèòü * òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü 98765 – 4321* áûëà êðàòíà 12? 


Îòâåò: íà öèôðó 7. 


Ðåøåíèå. Òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè çàäàííàÿ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 3 è íà 4. Çíà÷èò, ðàçíîñòü äîëæíà áûòü ÷¸òíîé, ïîýòîìó âìåñòî * äîëæíà ñòîÿòü íå÷¸òíàÿ öèôðà. Äëÿ äåëèìîñòè íà 3 íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñóììû öèôð ÷èñåë 98765 è 4321* èìåëè îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 3. Ñóììû öèôð ýòèõ ÷èñåë ðàâíû 35 è 10 + * ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäîâàòåëüíî, öèôðà * äîëæíà èìåòü îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3. Òàêèõ íå÷¸òíûõ öèôð äâå: 1 è 7, ïðè÷¸ì 1 íå ïîäõîäèò, òàê êàê 65 – 11 = 54 íå äåëèòñÿ íà 4.  Åñëè æå * = 7, òî çàäàííàÿ ðàçíîñòü ðàâíà 55548, ÷òî êðàòíî 12. 








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Êàæäûé öâåòîê íà ïîëÿíå öâåòåò ðîâíî 30 äíåé. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé äåíü ïÿòü öâåòêîâ óâÿäàþò, à âçàìåí ðàñïóñêàþòñÿ ïÿòü íîâûõ. Ñêîëüêî öâåòóùèõ öâåòêîâ íà ïîëÿíå?


Îòâåò: 150 öâåòêîâ.


Ðåøåíèå. Íàçîâåì ïÿòü öâåòêîâ îäíîãî «âîçðàñòà» – «áóêåòîì». Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî öâåòóùèõ áóêåòîâ íà ïîëÿíå ïîñòîÿííî: êàæäûé äåíü îäèí áóêåò óâÿäàåò, à âçàìåí ðàñïóñêàåòñÿ íîâûé.


� EMBED PBrush  ���


Ðàññìîòðèì ïåðâûé äåíü öâåòåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî áóêåòà. Öâåòêè â í¸ì íà÷íóò óâÿäàòü ïîñëå òîãî, êàê ïðîéäåò 30 äíåé. Çà ýòîò ïåðèîä óñïåâàþò çàöâåñòè (è íå óâÿíóòü) åùå 29 áóêåòîâ. Èìåííî ýòè áóêåòû (è òîëüêî îíè) öâåòóò íà òðèäöàòûé äåíü. Ñëåäîâàòåëüíî, åæåäíåâíî íà ïîëÿíå íàõîäÿòñÿ 30(5 = 150 öâåòóùèõ öâåòêîâ.


2.2. Î – öåíòð êâàäðàòà ABCD. Òî÷êà Ð âíóòðè êâàäðàòà òàêîâà, ÷òî òðåóãîëüíèê AÐD – ðàâíîñòîðîííèé. Ì è N – ñåðåäèíû îòðåçêîâ ÂÐ è ÑÐ. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê MÎN – òàêæå ðàâíîñòîðîííèé.


Ðèñ. 2


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî MN || BC || AD (ñì. ðèñ. 2). Ïðîâåä¸ì äèàãîíàëè êâàäðàòà, òîãäà ÎÌ – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà BPD, çíà÷èò, ÎÌ || PD. Àíàëîãè÷íî, ÎN – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà APC, çíà÷èò, ÎN || PA. Òàêèì îáðàçîì, ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà MÎN ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà AÐD, ïîýòîìó òðåóãîëüíèê MÎN – òàêæå ðàâíîñòîðîííèé.


Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü äðóãîå ñâîéñòâî ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà è ïîëó÷èòü, ÷òî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ÌÎN âäâîå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà APD.


2.3. Â äåñÿòè ëóíêàõ, ðàñïîëîæåííûõ ïî êðóãó, ëåæàò 55 êàìíåé. Â ëþáûõ äâóõ ëóíêàõ ðàçíîå êîëè÷åñòâî êàìíåé è ïóñòûõ ëóíîê íåò. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òðè ëóíêè, ñòîÿùèå ïîäðÿä, â êîòîðûõ â ñóììå ìåíüøå, ÷åì 16 êàìíåé.


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâà êàìíåé â ëóíêàõ – âñå ÷èñëà îò 1 äî 10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñïîëîæåíèå êàìíåé, ïðè êîòîðîì â ëþáûõ òð¸õ ïîäðÿä ñòîÿùèõ ëóíêàõ íàõîäèòñÿ íå ìåíüøå, ÷åì 16 êàìíåé. Âûäåëèì â ýòîé ðàññòàíîâêå ëóíêó ñ 10 êàìíÿìè, òîãäà îñòàëüíûå äåâÿòü ëóíîê ðàçáèâàþòñÿ íà òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ òðîéêè ðÿäîì ñòîÿùèõ ëóíîê, â êîòîðûõ â ñóììå 45 êàìíåé. Íî, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, â êàæäîé òðîéêå, êàê ìèíèìóì, 16 êàìíåé, òî åñòü â ñóììå íå ìåíüøå, ÷åì 48 êàìíåé. Ïðîòèâîðå÷èå. 


Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ òðè ëóíêè, ñòîÿùèå ïîäðÿä, â êîòîðûõ â ñóììå ìåíüøå, ÷åì 16 êàìíåé.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà à, b è ñ èçâåñòíî, ÷òî à2 < b, b2 < c, c2 < a. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå èõ ýòèõ ÷èñåë ìåíüøå åäèíèöû.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïî÷ëåííî ïåðåìíîæèì äàííûå íåðàâåíñòâà. Ïîëó÷èì: à2b2c2 < abc, òî åñòü abc < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû îäíî èç äàííûõ ÷èñåë ìåíüøå åäèíèöû. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïóñòü à < 1. Òîãäà c2 < a < 1, òî åñòü ñ < 1. Çíà÷èò, b2 < c < 1, ïîýòîìó b < 1. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå èç äàííûõ ÷èñåë ìåíüøå åäèíèöû.


Âòîðîé ñïîñîá. Åñëè à2 < b, òî à4 < b2 < c. Åñëè à4 < c, òî à8 < c2 < a. Èç íåðàâåíñòâà à8 < a ñëåäóåò, ÷òî à < 1. Ðàññìàòðèâàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íåðàâåíñòâà b2 < c è c2 < a, ïîëó÷èì, ÷òî b < 1 è ñ < 1 ñîîòâåòñòâåííî.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3


3.2. Áèññåêòðèñà CF è âûñîòà ÂÍ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà, åñëè ÑÎ = OF è ÂÎ = 2ÎÍ.


Îòâåò: 90(, 60(, 30(.


Ðåøåíèå. Òàê êàê ÑÎ – áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ÂÑÍ, òî � EMBED Equation.2  ��� (ñì. ðèñ. 3). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òðåóãîëüíèê ÂÑÍ – ïðÿìîóãîëüíûé, à åãî êàòåò ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, ïîëó÷èì: (HBC = 30(, çíà÷èò, (BCH = 60(. Êðîìå òîãî, (OCB = 30( = (OBC, ïîýòîìó ÎÑ = ÎÂ = OF. Ñëåäîâàòåëüíî, (FBC = 90(, òîãäà (ÂAÑ = 30(. 


3.3. Â ñåìüå øåñòåðî äåòåé. Ïÿòåðî èç íèõ ñòàðøå ñàìîãî ìëàäøåãî íà 2, 6, 8, 12 è 14 ëåò ñîîòâåòñòâåííî. Ñêîëüêî ëåò ìëàäøåìó, åñëè âîçðàñòû âñåõ äåòåé – ïðîñòûå ÷èñëà?


Îòâåò: 5 ëåò.


Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà ïðîñòûå ÷èñëà, ìåíüøèå øåñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî èñêîìîå ÷èñëî íå÷¸òíîå, ÷èñëî 3 óñëîâèþ íå óäîâëåòâîðÿåò, òàê êàê 3 + 6 = 9 – íå ïðîñòîå ÷èñëî. ×èñëî 5 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, òàê êàê 5 + 2 = 7, 5 + 6 = 11, 5 + 8 = 13, 5 + 12 = 17, 5 + 14 = 19, òî åñòü âîçðàñòû âñåõ äåòåé äåéñòâèòåëüíî ïðîñòûå ÷èñëà.


Äîêàæåì, ÷òî ýòîò îòâåò – åäèíñòâåííûé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 5 âñåõ ÷èñåë, ïðèáàâëÿåìûõ ê âîçðàñòó ìëàäøåãî ðåá¸íêà: ó ÷èñëà 2 – îñòàòîê 2, ó ÷èñëà 6 – îñòàòîê 1, ó ÷èñëà 8 – 3, ó ÷èñëà 12 – 2, ó ÷èñëà 14 – 4. Òàêèì îáðàçîì, ïðèñóòñòâóþò âñå îñòàòêè îò 1 äî 4. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âîçðàñò ìëàäøåãî ðåáåíêà íå êðàòåí ïÿòè, òî ïðèáàâëåíèå ê íåìó ÷èñëà ñ îñòàòêîì, äîïîëíÿþùèì åãî äî ïÿòè, äàñò ÷èñëî êðàòíîå ïÿòè è áîëüøåå ïÿòè, òî åñòü ñîñòàâíîå.








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Ìîæíî ëè, èñïîëüçóÿ òîëüêî ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå, ïîëó÷èòü íîëü èç êâàäðàòîâ ïåðâûõ äâóõñîò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?


Îòâåò: ìîæíî. 


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü êâàäðàòîâ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë (n + 1)2 – n2 = 2n + 1. Ðàçîáü¸ì âñå çàäàííûå êâàäðàòû íà ïàðû: (12; 22), (32; 42), ..., (1992; 2002). Ðàçíîñòè ÷èñåë â ýòèõ ïàðàõ îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 3, 7, 11, … , 399, â êîòîðîé ñòî ÷èñåë. 


Ïîëó÷åííûå ÷èñëà îïÿòü ðàçîáü¸ì íà ïàðû: (3; 7), (11, 15), ..., (395; 399). Ðàçíîñòü ÷èñåë â ýòèõ ïàðàõ îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 4, 4, … , 4, â êîòîðîé ïÿòüäåñÿò ÷èñåë. 


Ïðîäåëûâàÿ îïèñàííóþ îïåðàöèþ åùå ðàç, ïîëó÷èì 0, 0, … 0. (äâàäöàòü ïÿòü íóëåé), ñóììà êîòîðûõ ðàâíà íóëþ.


Óêàçàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî «ìîäèôèöèðîâàòü». Óïîðÿäî÷èì êâàäðàòû ïî âîçðàñòàíèþ è ðàçîáü¸ì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî íà ãðóïïû ïî âîñåìü ñëàãàåìûõ. Òîãäà ((n + 7)2 – (n + 6)2) – ((n + 5)2 – (n + 4)2) – ((n + 3)2 – (n +2)2) + ((n +1)2 – n2) = (2ò + 13) – (2ò + 9) – (2ò + 5) + (2n + 1) = 0 äëÿ ëþáûõ âîñüìè êâàäðàòîâ, èäóùèõ ïîäðÿä.


4.2. Óãîë Â ðîìáà ÀÂÑD ðàâåí 40(, Å – ñåðåäèíà ÂÑ, F – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç À íà DE. Íàéäèòå óãîë DFC.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4






























































Îòâåò: 110(.


Ðåøåíèå. Ñì. ðèñ. 4. Ïðîäëèì DE äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé AB â òî÷êå L, òîãäà òðåóãîëüíèêè DCE è LBE ðàâíû (ïî ñòîðîíå è ïðèëåæàùèì óãëàì), îòêóäà CD = BL. Çíà÷èò, ÀÂ = BL = BC, òî åñòü (ACL = 90(. Òàê êàê (AFL = 90(, òî òî÷êè A, F, C è L ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå B. Ñëåäîâàòåëüíî, (CFL = (CAL = (180( – 40() : 2 = 70(, çíà÷èò, (DFC = 110(.


4.3. Â îäíîêðóãîâîì ôóòáîëüíîì òóðíèðå èãðàþò âîñåìü êîìàíä, ÷åòûðå èç êîòîðûõ âûõîäÿò â ôèíàë. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî î÷êîâ ãàðàíòèðóåò âûõîä â ôèíàë? (Ïîáåäà – 3 î÷êà, íè÷üÿ – 1 î÷êî, ïîðàæåíèå – 0.)


Îòâåò: 16. 
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Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî 16 î÷êîâ ãàðàíòèðóþò âûõîä â ôèíàë. Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà êàæäàÿ èç ïåðâûõ ïÿòè êîìàíä íàáðàëà íå ìåíüøå, ÷åì 16 î÷êîâ, òî åñòü â ñóììå îíè íàáðàëè íå ìåíüøå, ÷åì 80 î÷êîâ. Òðè ïîñëåäíèå êîìàíäû íàáðàëè â ñóììå íå ìåíüøå, ÷åì 6 î÷êîâ, ðàçûãðàííûõ â ìàò÷àõ ìåæäó ñîáîé. Òîãäà âñåãî â òóðíèðå ðàçûãðàíî íå ìåíüøå, ÷åì 86 î÷êîâ. Íî â òóðíèðå ñûãðàíî � EMBED Equation.2  ��� = 28 ìàò÷åé, ïîýòîìó ðàçûãðàíî íå áîëüøå, ÷åì 28(3 = 84 î÷êà. Ïðîòèâîðå÷èå.


Ïðè ýòîì 15 î÷êîâ ìîæåò íå õâàòèòü äëÿ âûõîäà â ôèíàë, òàê êàê òàêîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ ìîãóò íàáðàòü ïÿòü êîìàíä. Ïðèìåð – ñì. òàáëèöó.
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