Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà


25.03.2023


10 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���


Îòâåò: (3; 3; 3).


Ðåøåíèå. Ñëîæèâ òðè óðàâíåíèÿ ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì ñëåäñòâèå äàííîé ñèñòåìû: 


x2 + y2 + z2 + 9(3 = 6x + 6y + 6z ( (x – 3)2 + (y – 3)2 + (z – 3)2 = 0 ( x = y = z = 3. 


Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â êàæäîå èç óðàâíåíèé, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òðîéêà ÷èñåë äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû.


1.2. Îäèí ïàðàëëåëîãðàìì ëåæèò âíóòðè äðóãîãî. Ìîæåò ëè ñóììà äèàãîíàëåé âíóòðåííåãî áûòü áîëüøå ñóììû äèàãîíàëåé âíåøíåãî?


�


Îòâåò: ìîæåò.


Ðèñ. 1


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðîìá ABCD, ó êîòîðîãî (À = 1(, (Â = 179(. Âíóòðè íåãî ïîìåñòèì ïðÿìîóãîëüíèê EFGH ñ òåì æå öåíòðîì ñèììåòðèè è ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè äèàãîíàëÿì ðîìáà (ñì. ðèñ. 1). Åñëè ñòîðîíû EF è GH ïðÿìîóãîëüíèêà äîñòàòî÷íî áëèçêè ê âåðøèíàì À è Ñ ðîìáà, òî äëèíû îáåèõ äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëüíèêà ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò äëèíû äèàãîíàëè ÀÑ ðîìáà, à äëèíà äèàãîíàëè BD ñóùåñòâåííî ìåíüøå. Òîãäà ñóììà äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëüíèêà áîëüøå ñóììû äèàãîíàëåé ðîìáà.


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.


�


Ðèñ. 2


1.3. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ïî êðóãó â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáû êàæäîå ÷èñëî äåëèëîñü íà ðàçíîñòü ñâîèõ ñîñåäåé?


Îòâåò: ìîæíî.


Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 2. 








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî òî÷åê (x; y), äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî |xsin( + ycos(| ( 1 âûïîëíÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ (.


Îòâåò: êðóã ñ öåíòîì Î(0; 0) è ðàäèóñîì 1.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x = y = 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïåðåìåííûõ: xsin( + ycos( = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���((sin((cos( + sin((cos() = � EMBED Equation.2  ���(sin(( + (), ãäå � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. 


�


Òàê êàê ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ( è ( âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |sin(( + ()| ( 1, òî óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò òàêèå x è y, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� ( 1 ( x2 + y2 ( 1. 


Åñëè æå x2 + y2 > 1, òî íàéä¸òñÿ çíà÷åíèå (, äëÿ êîòîðîãî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, � EMBED Equation.2  ���.


2.2. Äâà ïðàâèëüíûõ øåñòèóãîëüíèêà ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí 


1 : 2 ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Íàéäèòå ÀN, åñëè CL = 6.


�


Îòâåò: 12.


Ðèñ. 3à


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Îòìåòèì îáùóþ âåðøèíó D äâóõ øåñòèóãîëüíèêîâ è ïðîâåä¸ì èõ áîëüøèå äèàãîíàëè AD è DN (ñì. ðèñ. 3à). Îíè îáðàçóþò ñî ñòîðîíàìè, ñõîäÿùèìèñÿ â âåðøèíå D, óãëû 60(, ïîýòîìó (ADN = 120( = (ÑDL. Êðîìå òîãî, â ëþáîì ïðàâèëüíîì øåñòèóãîëüíèêå áîëüøàÿ äèàãîíàëü â äâà ðàçà áîëüøå ñòîðîíû, çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ADN ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ÑDL ñ êîýôôèöèåíòîì k = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, AN = 2CL = 12.


�


Âòîðîé ñïîñîá. Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3á, ãäå K – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé AF è DE. Òàê êàê óãîë ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ðàâåí 120(, òî òðåóãîëüíèê EKF – ðàâíîñòîðîííèé. Êðîìå òîãî, òî÷êè F è K ëåæàò íà îòðåçêå ÀÌ, ïðè÷¸ì AM = AF + FK + KM = 2KM.


Ðèñ. 3á


Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåóãîëüíèêè AMN è LDC: AM = 2KM = 2LD, MN = 2DC è (AMN = (LDC = 120(, ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê LDC ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó AMN ñ êîýôôèöèåíòîì k = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, AN = 2CL = 12.











2.3. Ìîæíî ëè ðàñêðàñèòü âñþ ïëîñêîñòü â äâà öâåòà – ÷åðíûé è áåëûé – òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà êàæäîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ëåæàëè ðîâíî äâå áåëûå òî÷êè?


Îòâåò: ìîæíî. 


Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, ïîêðàñèì â áåëûé öâåò âñå ïàðàëëåëüíûå ìåæäó ñîáîé âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè áûëî ðàâíî 2. Îñòàëüíûå òî÷êè ïëîñêîñòè ïîêðàñèì â ÷¸ðíûé öâåò. 


Òîãäà äëÿ åäèíè÷íûõ îêðóæíîñòåé, öåíòðû êîòîðûõ ðàâíîóäàëåíû îò äâóõ ñîñåäíèõ áåëûõ ïðÿìûõ, ýòè ïðÿìûå áóäóò êàñàòåëüíûìè, à ëþáàÿ äðóãàÿ åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñå÷¸ò òîëüêî îäíó áåëóþ ïðÿìóþ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íà êàæäîé îêðóæíîñòè áóäóò ëåæàòü ðîâíî äâå áåëûå òî÷êè.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Ìîæíî ëè ÷èñëî 1111111122222222 (âîñåìü åäèíèö è âîñåìü äâîåê) ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?


Îòâåò: ìîæíî.


Ðåøåíèå. 1111111122222222 = � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ���= � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 33333333(33333334.


Ïîëó÷åííûå âîñüìèçíà÷íûå ñîìíîæèòåëè ìîæíî óãàäàòü, åñëè ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíòû íà ÷èñëàõ ñ ìåíüøèì è ðàâíûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö è äâîåê, íî ïðîâåðèòü òàêîå ïðåäñòàâëåíèå óìíîæåíèåì «â ñòîëáèê» âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî.


3.2. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ïëîùàäü îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ ðåáðîì 1 íà ïëîñêîñòü.


Îòâåò: 0,5.


Ðåøåíèå. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ, ðàññìàòðèâàÿ êîòîðûå ó÷ò¸ì, ÷òî äëèíà ïðîåêöèè îòðåçêà íå ïðåâîñõîäèò äëèíû ñàìîãî îòðåçêà. 


1) Ïðîåêöèÿ òåòðàýäðà – òðåóãîëüíèê. Òîãäà äëèíà êàæäîé èç åãî ñòîðîí íå áîëüøå 1. Îáîçíà÷èì äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ÷åðåç a è b, à óãîë ìåæäó íèìè – ÷åðåç (. Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���.


�


Ðèñ. 4


2) Ïðîåêöèÿ òåòðàýäðà – ÷åòûð¸õóãîëüíèê. Äèàãîíàëè ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè íåêîòîðûõ ðåáåð òåòðàýäðà, ïîýòîìó äëèíà êàæäîé èç äèàãîíàëåé íå áîëüøå 1. Îáîçíà÷èì äëèíû äèàãîíàëåé ÷åðåç d1 è d2, à óãîë ìåæäó íèìè – ÷åðåç (. Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���.


Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ ïëîñêîñòü, ïðîåêöèÿ íà êîòîðóþ èìååò ïëîùàäü â òî÷íîñòè � EMBED Equation.2  ���. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ äâóì ñêðåùèâàþùèìñÿ ðåáðàì òåòðàýäðà. Ïðîåêöèåé òåòðàýäðà íà òàêóþ ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò ñ äèàãîíàëüþ 1, òàê êàê ïðîòèâîïîëîæíûå ðåáðà ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàãëÿäíî â ýòîì ïðîùå âñåãî óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðåâ ïàðàëëåëåïèïåä, îïèñàííûé îêîëî ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êóáîì (ñì. ðèñ. 4).


3.3. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 8, ñîñòàâëåííûå èç ÷èñåë 1, 0 è –1. Ó ñêîëüêèõ èç íèõ ñóììà âñåõ ÷ëåíîâ ðàâíà íóëþ?


Îòâåò: 1107.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî íóëåé â êàæäîé èç òðåáóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷¸òíî, à êîëè÷åñòâî 1 è –1 îäèíàêîâî. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå: âûáåðåì k ïîçèöèé, íà êîòîðûõ áóäóò ñòîÿòü 1, çàòåì èç îñòàâøèõñÿ ïîçèöèé âûáåðåì k ïîçèöèé, íà êîòîðûõ áóäóò ñòîÿòü –1, òîãäà íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ áóäóò ñòîÿòü íóëè. Â êàæäîì ñëó÷àå, èñêîìîå êîëè÷åñòâî ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå � EMBED Equation.2  ���, ãäå � EMBED Equation.2  ��� – êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî n, k = 0; 1; 2; 3; 4.


1) Âîñåìü íóëåé. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíà.


2) Øåñòü íóëåé, 1 è –1. Èñêîìîå êîëè÷åñòâî ðàâíî  � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 56. 


3) ×åòûðå íóëÿ, äâå 1 è äâå –1. Èñêîìîå êîëè÷åñòâî ðàâíî � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 420.


4) Äâà íóëÿ, òðè 1 è òðè –1. Èñêîìîå êîëè÷åñòâî ðàâíî � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 560.


5) Íóëåé íåò, ÷åòûðå 1 è ÷åòûðå –1. Èñêîìîå êîëè÷åñòâî ðàâíî � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 70.


Òàêèì îáðàçîì, 1 + 56 + 420 + 560 + 70 = 1107.


Èñêîìîå êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî â êàæäîì ñëó÷àå âû÷èñëÿòü è ïî ôîðìóëå ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè: � EMBED Equation.2  ���, ãäå m – êîëè÷åñòâî íóëåé, n  – êîëè÷åñòâî 1 è êîëè÷åñòâî –1.








×åòâ¸ðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Íàéäèòå âñå òàêèå ôóíêöèè, îïðåäåë¸ííûå íà R, ÷òî äëÿ âñåõ x è y âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x + y + f(x)) = f(x + y) + yf(x).


Îòâåò: f(x) = 0.


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ x f(x) = à, òîãäà ïîäñòàâèâ â èñõîäíîå ðàâåíñòâî y = 0, ïîëó÷èì: f(x + à) = à. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ñäåëàåì åù¸ äâå ïîäñòàíîâêè â èñõîäíîå ðàâåíñòâî: 


1) Âìåñòî x ïîäñòàâèì x + a è y = 0. Òîãäà f(x + a + f(x + a)) = f(x + a) ( f(x + 2a) = a.


2) Âìåñòî y ïîäñòàâèì a. Òîãäà f(x + à + f(x)) = f(x + à) + àf(x) ( f(x + 2a) = a + a2.


Òàêèì îáðàçîì, a = a + a2, òî åñòü a = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = 0.


4.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë ACB ðàâåí 120(, M – ñåðåäèíà AB. Íà ñòîðîíàõ AC è BC îòìå÷åíû òî÷êè P è Q ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AP = PQ = QB. Íàéäèòå óãîë PMQ. 


�


Ðèñ. 5à


Îòâåò: 90(.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü òî÷êà X ñèììåòðè÷íà Ð îòíîñèòåëüíî Ì, òîãäà BX || AÐ è BX = AÐ = BQ (ñì. ðèñ. 5à). Êðîìå òîãî, (QBX = 60(, ïîýòîìó òðåóãîëüíèê BQX – ðàâíîñòîðîííèé, îòêóäà QX = BQ = PQ. Òîãäà ìåäèàíà QM ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà PQX ÿâëÿåòñÿ åãî âûñîòîé, òî åñòü (PMQ = 90(.


�


Ðèñ. 5á


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü òî÷êà N – ñåðåäèíà PQ. Òîãäà èç ÷åòûð¸õóãîëüíèêà APQB ïîëó÷èì, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� (ñì. ðèñ. 5á). Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ��� = 120(, ïîëó÷èì: MN2 = � EMBED Equation.2  ���(2PQ2 + 2PQ2(cos120() = � EMBED Equation.2  ���PQ2. Ñëåäîâàòåëüíî, MN = � EMBED Equation.2  ���PQ. Òàêèì îáðàçîì, â òðåóãîëüíèêå PMQ ìåäèàíà MN ðàâíà ïîëîâèíå ñòîðîíû PQ, çíà÷èò, (PMQ = 90(.


4.3. Ïåòÿ çàïèñàë â ðÿä n ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ 1 èëè –1 (n > 4). Êàæäûì âîïðîñîì Âàñÿ ìîæåò óçíàòü ó íåãî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ òð¸õ ÷èñåë. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âîïðîñîâ îí ñìîæåò óçíàòü ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë, íàïèñàííûõ Ïåòåé?


Îòâåò: åñëè n = 3k + r, ãäå r = 0; 1; 2, òî çà k + r âîïðîñîâ. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü èñêîìîå êîëè÷åñòâî âîïðîñîâ ðàâíî s. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå èç çàïèñàííûõ Ïåòåé ÷èñåë äîëæíî ïðèíàäëåæàòü õîòÿ áû îäíîé çàïðàøèâàåìîé òðîéêå, èíà÷å ðåàëüíûé çíàê ïðîèçâåäåíèÿ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò óêàçàííîãî Âàñåé. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Unknown��� (*). Äàëåå ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.


1) Åñëè n = 3k, òî Âàñÿ ðàçáèâàåò çàïèñàííûå ÷èñëà íà k òðîåê, çà k âîïðîñîâ óçíà¸ò ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîé òðîéêå. Ïåðåìíîæèâ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, îí íàéä¸ò ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë.


2) Åñëè n = 3k + 1, ãäå n ( 7, òî Âàñÿ ìîæåò ñíà÷àëà óçíàòü ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë ñ íîìåðàìè 1, 2 è 3, 1, 4 è 5, 1, 6 è 7, à îñòàëüíûå ÷èñëà ðàçáèòü íà k – 2 òðîéêè. Â îáùåå ïðîèçâåäåíèå êàæäûé ìíîæèòåëü âõîäèò îäèí ðàç, à ïåðâîå ÷èñëî – 3 ðàçà. Òàêèì îáðàçîì, çà k + 1 âîïðîñ óçíàòü ïðîèçâåäåíèå ìîæíî. Ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà âîïðîñîâ íå õâàòèò â ñèëó íåðàâåíñòâà (*). 


3) Åñëè n = 3k + 2, òî Âàñÿ ìîæåò ñíà÷àëà óçíàòü ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë ñ íîìåðàìè 1, 2 è 3, 1, 2 è 4, 1, 2 è 5, à îñòàëüíûå ðàçáèòü íà k – 1 òðîéêó. Â îáùåå ïðîèçâåäåíèå ïåðâîå è âòîðîå ÷èñëî âîéäóò ïî òðè ðàçà, à îñòàëüíûå ÷èñëà ïî îäíîìó ðàçó. Òàêèì îáðàçîì, çà k + 2 âîïðîñà óçíàòü ïðîèçâåäåíèå ìîæíî. 


ßñíî, ÷òî çà k âîïðîñîâ ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ. Äîêàæåì, ÷òî íåëüçÿ îáîéòèñü è k + 1 âîïðîñîì. Åñëè Âàñÿ óçíàë ïðîèçâåäåíèÿ òîëüêî ó k + 1 òðîéêè, òî â ñèëó (*) ðîâíî îäíî ÷èñëî  ïîïàëî â äâå âûáðàííûå òðîéêè, à îñòàëüíûå – â îäíó. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â äâå òðîéêè ïîïàëî ïåðâîå ÷èñëî. Ïóñòü â îäíîé èç ýòèõ òðîåê ÷èñëà ñ íîìåðàìè 1, 2 è 3, à â äðóãîé – ñ íîìåðàìè 1, 4 è 5. Ðàññìîòðèì äâà ðÿäà ÷èñåë: 1, 1, … , 1 (âñå åäèíèöû) è –1, –1, 1, –1, 1, 1, …, 1 (òðè –1, îñòàëüíûå 1). Çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèé âñåõ âûáðàííûõ òðîåê äëÿ îáîèõ ðÿäîâ îäíî è òî æå, à ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ ÷èñåë ðàçíûå.








Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. Â øêîëå 1000 øêîëüíèêîâ è 35 êëàññîâ. Êàæäîìó øêîëüíèêó íà ëáó íàïèñàëè, ñêîëüêî â åãî êëàññå ó÷åíèêîâ. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñóììà ÷èñåë, îáðàòíûõ çàïèñàííûì?


Îòâåò: 35.


Ðåøåíèå. Åñëè â êëàññå N ó÷åíèêîâ, òî äëÿ ó÷åíèêîâ ýòîãî êëàññà òðåáóåìàÿ ñóììà – ýòî N ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî � EMBED Equation.2  ���, çíà÷èò, ýòà ñóììà ðàâíà � EMBED Equation.2  ��� = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà êîëè÷åñòâó êëàññîâ, òî åñòü ðàâíà 35.


�


5.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ: ÂÌ – ìåäèàíà, Í – îðòîöåíòð, Ð – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç Í íà ÂÌ. Äîêàæèòå, ÷òî ÂÌ(ÌÐ = ÀÌ2.


Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êè Q è G ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè M òî÷êàì P è H ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 7). Òîãäà G ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ è ÂG – äèàìåòð ýòîé îêðóæíîñòè. Êðîìå òîãî, óãîë GQM ñèììåòðè÷åí ïðÿìîìó óãëó HPM, ïîýòîìó (GQM = 90(. Òàê êàê óãîë BQG ïðÿìîé, à BG – äèàìåòð, òî òî÷êà Q ëåæèò íà òîé æå îêðóæíîñòè. Ïî òåîðåìå î ñòåïåíè òî÷êè BM(MQ = AM(CM, îòêóäà ÂÌ(ÌÐ = ÀÌ2.


Ðèñ. 7














5.3. Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n, ãäå m > n, ÷òî m!(n! = 10!


Îòâåò: m = 10, n = 1 èëè m = 7, n = 6.


Ðåøåíèå. Òàê êàê 1! = 1, òî îäíî èç ðåøåíèé: n = 1, m = 10. 


Ïóñòü òåïåðü 1 < n < m < 10. Òîãäà m!�EMBED Unknown���n! = (n!)2�EMBED Unknown���(n + 1)�EMBED Unknown���(n + 2)�EMBED Unknown��� …�EMBED Unknown���m (1). Ðàçëîæèì ÷èñëî 10! íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: 10! = �EMBED Unknown��� (2). Ñðàâíèâàÿ (1) è (2), çàìåòèì, ÷òî âñå ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà 10!, ó êîòîðûõ ÷¸òíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, äîëæíû âõîäèòü êàê â m!, òàê è â n!, à ìíîæèòåëü 7 ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â ÷èñëå m!. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Unknown���. 


Åñëè n = 5, òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî (5!)2 = 26�EMBED Unknown���32�EMBED Unknown���52, ïîëó÷èì, ÷òî 10! = (5!)2 �EMBED Unknown���22�EMBED Unknown���32�EMBED Unknown���7 = (5!)2�EMBED Unknown���6�EMBED Unknown���7�EMBED Unknown���6. Ýòî íå ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó (1). Ïðè n = 6 ïîëó÷èì, ÷òî (6!)2�EMBED Unknown���7 äåéñòâèòåëüíî ðàâíî 10!. Òî åñòü n = 6, m = 7.
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