Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà

25.11.2023

11 êëàññ

Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)

1.1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���.

Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.

Ðåøåíèå. Ñëîæèì óðàâíåíèÿ ïî÷ëåííî: �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� (ôîðìóëà êâàäðàòà òð¸õ÷ëåíà). Ïîäñòàâèâ y = x – 3 â ëþáîå èç óðàâíåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû, ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���.

Åñëè �EMBED Unknown���, òî �EMBED Unknown���. Åñëè �EMBED Unknown���, òî �EMBED Unknown���

Ïîñëå ñëîæåíèÿ óðàâíåíèé ìîæíî âìåñòî ôîðìóëû êâàäðàòà òð¸õ÷ëåíà äâàæäû èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó êâàäðàòà ðàçíîñòè: �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���.

� EMBED PBrush  ���

Ðèñ. 1

1.2. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ: (À = 35(, (C = 20(, Î – öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè À, Â, Ñ è Î ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðàïåöèè.

Ðåøåíèå. Òàê êàê óãîë B äàííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 125°, òî öåíòð Î îïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò âíå òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 1). Òîãäà (AOC = 2(180° – 125°) = 110°, îòêóäà (ACO = (CAO = 35° = (ÂAC. Ñëåäîâàòåëüíî, CO || AB. 

Ïðè ýòîì ABCO íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, òàê êàê íå ðàâíû åãî ïðîòèâîëåæàùèå óãëû Î è Â. Çíà÷èò, ABCO – òðàïåöèÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

1.3. Ïî êðóãó îòìå÷åíû 2023 òî÷êè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îêðàøåíà â îäèí èç äâóõ öâåòîâ. Îáÿçàòåëüíî ëè ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ äâå òî÷êè îäíîãî öâåòà, ðàçäåë¸ííûå ðîâíî øåñòíàäöàòüþ òî÷êàìè?

Îòâåò: îáÿçàòåëüíî.

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì âñå òî÷êè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ÷èñëàìè îò 1 äî 2023 è ðàññìîòðèì òîëüêî òå èç íèõ, íîìåðà êîòîðûõ êðàòíû ñåìíàäöàòè: 17, 34, …, 2023. Ñðåäè ýòèõ òî÷åê ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè íàõîäèòñÿ ðîâíî 16 òî÷åê. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê ðàâíî 2023 : 17 = 119, òî åñòü îíî íå÷¸òíî, ïîýòîìó öâåòà ýòèõ òî÷åê íå ìîãóò ÷åðåäîâàòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàêèå-òî äâå ñîñåäíèå òî÷êè èç ðàññìîòðåííûõ îêðàøåíû â îäèí öâåò.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)

2.1. Ñðàâíèòå, íå èñïîëüçóÿ êàëüêóëÿòîð: cos5 è 0,5.

Îòâåò: cos5 < 0,5.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî �EMBED Unknown���, ãäå �EMBED Unknown���, à �EMBED Unknown���. Äîêàæåì, ÷òî � EMBED Equation.2  ���. Äåéñòâèòåëüíî: 1) �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���; 2) � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Ïîñëåäíèå ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà âåðíûå. 

Òàê êàê íà ïðîìåæóòêå � EMBED Equation.2  ��� ôóíêöèÿ y = cosx óáûâàåò, òî èç íåðàâåíñòâà �EMBED Unknown��� ñëåäóåò, ÷òî �EMBED Unknown���.

Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî 0,5 = � EMBED Equation.2  ���, ãäå � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���. Íà ïðîìåæóòêå ((; 2() ôóíêöèÿ y = cosx âîçðàñòàåò. Òàê êàê ( > 3, òî � EMBED Equation.2  ���, çíà÷èò, 0,5 = � EMBED Equation.2  ���. 

2.2. Â ñîñóä, èìåþùèé ôîðìó êîíóñà ñ âåðøèíîé âíèçó, íàëèëè âîäû òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû äî óðîâíÿ âîäû ðàâíî 2 ñì. Ñîñóä çàêóïîðèëè è ïåðåâåðíóëè. Òåïåðü ðàññòîÿíèå îò äíà äî óðîâíÿ âîäû ðàâíî 1 ñì. Íàéäèòå âûñîòó êîíóñà. Óðîâåíü âîäû ïàðàëëåëåí îñíîâàíèþ êîíóñà.

Ðèñ. 2

� EMBED PBrush  ���

Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.

Ðåøåíèå. Ïóñòü âûñîòà êîíóñà PO = H, êðóã ñ öåíòðîì Î1 – óðîâåíü âîäû â ïåðâîì ñëó÷àå, à êðóã ñ öåíòðîì Î2 – âî âòîðîì ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 2). Ïóñòü òàêæå V – îáú¸ì êîíóñà, V0 – îáú¸ì ÷àñòè êîíóñà, çàïîëíåííîé âîäîé.

Òîãäà èç ïîäîáèÿ êîíóñà è åãî «âåðõóøêè» ñëåäóåò, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���. Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà ïî÷ëåííî è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÐÎ1 = 2, ÎÎ2 = 1, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���. Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå � EMBED Equation.2  ���. Åãî êîðíè: � EMBED Equation.2  ���. Îòðèöàòåëüíûé êîðåíü íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è, òî åñòü H = � EMBED Equation.2  ���.

Âìåñòî ïîäîáèÿ ìîæíî ññûëàòüñÿ íà ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì Ð. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî êîíóñ íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìîé è êðóãîâîé, â ÷àñòíîñòè ñîñóä ìîæåò èìåòü ôîðìó ïðîèçâîëüíîé ïèðàìèäû.

2.3. Çàïèñü äåâÿòèçíà÷íîãî ÷èñëà, äåëÿùåãîñÿ íà 37, ðàçáèëè íà äâå ÷àñòè è ïåðåñòàâèëè ýòè ÷àñòè äðóã ñ äðóãîì. Îáÿçàòåëüíî ëè ïîëó÷åííîå äåâÿòèçíà÷íîå ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ íà 37?

Îòâåò: îáÿçàòåëüíî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü äåâÿòèçíà÷íîå ÷èñëî ðàçáèëè íà k-çíà÷íîå ÷èñëî A è (9 – k)-çíà÷íîå ÷èñëî B (ñíà÷àëà èä¸ò A, ïîòîì B). Òîãäà èñõîäíîå ÷èñëî ðàâíî A(109 – k + B, à ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ïîëó÷èëîñü ÷èñëî B(10k + A. Ïî óñëîâèþ ïåðâîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 37. Óìíîæèâ âòîðîå ÷èñëî íà 109 – k, ïîëó÷èì ÷èñëî B(109 + A(109 – k = 999999999B + (A(109 – k + B). Òàê êàê îáà ñëàãàåìûõ êðàòíû 37, à óìíîæåíèå ÷èñëà íà ñòåïåíü äåñÿòêè íå âëèÿåò íà äåëèìîñòü íà 37, òî ïîëó÷åííîå äåâÿòèçíà÷íîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 37.

Ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà â äåâÿòèçíà÷íîì ÷èñëå ïåðåñòàâëÿþò â íà÷àëî òîëüêî ïîñëåäíþþ öèôðó, ïîñêîëüêó ïåðåñòàíîâêó ëþáîãî êîëè÷åñòâà öèôð ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåíîñÿ ïî îäíîé öèôðå ñ êîíöà â íà÷àëî.









Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)

3.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: � EMBED Equation.2  ���.

Îòâåò: 2; � EMBED Equation.2  ���.

Ðåøåíèå. Ïóñòü � EMBED Equation.2  ��� = t, òîãäà x = t3 + 1. Ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà – 8 è ñëîæèì ñî âòîðûì: x3 – 8t3 = 16t – 8x ( (x – 2t)(x2 + 2xt + 4t2) + 8(x – 2t) = 0 ( (x – 2t) ((x + t)2 + 3t2 + 8) = 0. Òàê êàê âòîðàÿ ñêîáêà ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, òî x = 2t.  Òîãäà � EMBED Equation.2  ���= � EMBED Equation.2  ��� ( x3 – 8x + 8 = 0 ( (x – 2)(x2 + 2x – 4) = 0 ( x = 2 èëè x = � EMBED Equation.2  ���.

Âîçìîæíà òàêæå çàìåíà � EMBED Equation.2  ��� = y.

� EMBED PBrush  ���

3.2. Ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ÷åòûðå ðàâíûõ ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêà, ñòîÿùèõ â ðÿä (ñì. ðèñóíîê). Íàéäèòå ñóììó ïëîùàäåé çàêðàøåííûõ ÷àñòåé, åñëè ïëîùàäü êàæäîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 6.

�

Ðèñ. 3

Îòâåò: 7.

Ðåøåíèå. Ïðîâåä¸ì ïðÿìóþ, íà êîòîðîé ëåæàò «âåðõíèå» âåðøèíû äàííûõ òðåóãîëüíèêîâ è çàìåòèì, ÷òî ìåæäó êàæäîé ïàðîé ñîñåäíèõ äàííûõ òðåóãîëüíèêîâ ëåæèò èì ðàâíûé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê. Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3, ïîñòðîèâ íà ñòîðîíå ÀÂ åùå îäèí òàêîé æå òðåóãîëüíèê. Òàê êàê òî÷êè B, D è F äåëÿò îòðåçîê ÐÍ íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè, à îòðåçêè ÐÀ, ÂÑ, DE, FG è HQ ïàðàëëåëüíû, òî òðåóãîëüíèêè ABK, LDO è MFN ïîäîáíû (ïî óãëàì), ïðè÷¸ì PA : BK : DO : FN = 4 : 3 : 2 : 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ îòíîñÿòñÿ êàê 9 : 4 : 1. Ïðè ýòîì � EMBED Equation.2  ��� = 4,5, çíà÷èò, � EMBED Equation.2  ��� = 2 è � EMBED Equation.2  ���= 0,5.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ñóììà ïëîùàäåé ðàâíà 4,5 + 2 + 0,5 = 7.

Îòìåòèì, ÷òî APHQ – ïàðàëëåëîãðàìì, ðàçáèòûé íà 8 ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîýòîìó ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÍÐ ðàâíà � EMBED Equation.2  ��� = 24. Ýòî ìîæåò ïîìî÷ü, åñëè âû÷èñëÿòü ïëîùàäè çàêðàøåííûõ òðåóãîëüíèêîâ äðóãèìè ñïîñîáàìè.

3.3. Â öåíòðàõ øåñòíàäöàòè êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè ñòîÿò 8 áåëûõ è 8 ÷¸ðíûõ ôèøåê. Èçâåñòíî, ÷òî íè â îäíîé ñòðîêå è íè â îäíîì ñòîëáöå íåò ôèøåê îäíîãî öâåòà. Äëÿ êàæäîé áåëîé ôèøêè ïîäñ÷èòàëè ðàññòîÿíèå äî ÷¸ðíîé ôèøêè, ñòîÿùåé ñ íåé â îäíîì ñòîëáöå. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñóììû ýòèõ ðàññòîÿíèé. (Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè äâóõ ñîñåäíèõ êëåòîê ðàâíî 1).

���Á����×����Á����×����Á����×����Á����×��������×����Á����×����Á����×����Á����×����Á�����Îòâåò: 32.

Ðèñ. 4

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ñòîèò ïî îäíîé áåëîé è ÷¸ðíîé ôèøêå. Ïðîíóìåðóåì ñòðîêè ñíèçó ââåðõ, à ñòîëáöû – ñëåâà íàïðàâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç wi è bi íîìåðà ñòðîê, â êîòîðûõ ñòîÿò áåëàÿ è ÷¸ðíàÿ ôèøêè â i-ì ñòîëáöå ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñóììà, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â óñëîâèè, ðàâíà �EMBED Unknown���. 

Èçáàâèâøèñü îò çíàêîâ ìîäóëÿ â ýòîé ñóììå, ïîëó÷èì âûðàæåíèå èç 16 ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ êàæäîå ÷èñëî îò 1 äî 8 âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû, ïðè ýòîì ïåðåä âîñåìüþ èç íèõ ñòîèò çíàê «+», à ïåðåä îñòàëüíûìè âîñåìüþ – çíàê «–». Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñóììà íå ïðåâîñõîäèò 2(8 + 7 + 6 + 5 – 4 – 3 – 2 – 1) = 32.

Ïðèìåð. Ñì. ðèñ. 4. 

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.





×åòâ¸ðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)

4.1. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì a2 + d2 – ad = b2 + c2 + bc è a2 + b2 = c2 + d2. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ � EMBED Equation.2  ���.

Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a2 + d2 – ad = b2 + c2 + bc = x2, òîãäà ñóùåñòâóþò äâà òðåóãîëüíèêà ñ îáùåé ñòîðîíîé x: 1) ñî ñòîðîíàìè a è d è óãëîì 60( ìåæäó íèìè; 2) ñî ñòîðîíàìè b è c è óãëîì 120( ìåæäó íèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a, b, c, d (â íåêîòîðîì ïîðÿäêå) è ïðîòèâîïîëîæíûìè óãëàìè 120( è 60(. Ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì. Åãî ïëîùàäü S1 ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé óêàçàííûõ òðåóãîëüíèêîâ, òî åñòü S1 = 0,5adsin60( + 0,5bcsin120( = � EMBED Equation.2  ���, îòêóäà ad + bc = � EMBED Equation.2  ���S1.

Ïóñòü a2 + b2 = c2 + d2 = y2, òîãäà ñóùåñòâóþò äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé y: îäèí – ñ êàòåòàìè à è b, äðóãîé – ñ êàòåòàìè c è d. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a, b, c, d (â íåêîòîðîì ïîðÿäêå) è ïðîòèâîïîëîæíûìè ïðÿìûìè óãëàìè. Îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì, à åãî ïëîùàäü S2 = � EMBED Equation.2  ���, îòêóäà ab + cd = 2S2.

Òàê êàê ïëîùàäü âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå �EMBED Unknown���, òî îíà çàâèñèò òîëüêî îò äëèí ñòîðîí è íå çàâèñèò îò èõ ïîðÿäêà. Çíà÷èò, S1 = S2 = S, ïîýòîìó � EMBED Equation.2  ��� = 2S : � EMBED Equation.2  ���S = � EMBED Equation.2  ���.

�

Ðèñ. 5

Ýòó æå èäåþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü èíà÷å. Ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó, a2 + b2 = c2 + d2 = y2. Íà îòðåçêå ÀÑ = y êàê íà äèàìåòðå ïîñòðîèì îêðóæíîñòü, â îäîé èç ïîëóîêðóæíîñòåé ïîñòðîèì òî÷êó B òàê, ÷òî AB = a, à â äðóãîé – òî÷êó D òàê, ÷òî AD = d. Òàê êàê óãëû ÀÂÑ è ADC ïðÿìûå, òî ÂÑ = b, DC = c (ñì. ðèñ. 5).

×åòûð¸õóãîëüíèê ÀÂÑD âïèñàííûé, ïóñòü (BAD = (, òîãäà (BÑD = 180( – (. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ABD è CBD: BD2 = a2 + d2 – 2adcos( = b2 + c2 – 2bccos(180( – (), òî åñòü a2 + d2 – 2adcos( = b2 + c2 + 2bccos(. Âû÷èòàÿ èç ýòîãî ðàâåíñòâà äàííîå: a2 + d2 – ad = b2 + c2 + bc, ïîëó÷èì, ÷òî ad(1 – 2cos() = – bc(1 – 2cos() ( (1 – 2cos()(ad + bc) = 0. Òàê êàê ad + bc > 0, òî cos( = � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà sin( = � EMBED Equation.2  ���.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, òàê êàê ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ðàâíû ïëîùàäè ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ÀÂÑD.











4.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïîñòðîåíà òî÷êà D, ñèììåòðè÷íàÿ öåíòðó I âïèñàííîé îêðóæíîñòè îòíîñèòåëüíî öåíòðà O îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî AD2 = 4R2 – AB(AC, ãäå R – ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.

�

Ðèñ. 6à

Ðåøåíèå. Ïóñòü áèññåêòðèñà AI ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå W. Ïðîâåäåì äèàìåòð AP (ñì. ðèñ 6à). Òîãäà ADPI  – ïàðàëëåëîãðàìì è AD = PI. Çíà÷èò, äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: AB(AC = 4R2 – AD2 = AP2 – PI2 (1). Êðîìå òîãî, òàê êàê AP – äèàìåòð îêðóæíîñòè, òî óãîë  AWP – ïðÿìîé. Òîãäà ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü: AP2 – PI2 = (AW2 + PW2) – (WI2 + PW2) = AW2 – WI2. 

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ðàâåíñòâà AB(AC = AW2 – WI2 (2). 

�

Ðèñ. 6á

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì: WB = WC = WI, êîòîðûé íàçûâàþò òåîðåìîé  òðèëèñòíèêà èëè ëåììîé î òðåçóáöå. Öåíòð W îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BIC ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà BAC, ïîýòîìó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè óãëà BAC ïîïàðíî ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû  AW. Â ÷àñòíîñòè, ñèììåòðè÷íû òî÷êè C è E, çíà÷èò, AE = AC. 

Ïóñòü AT – êàñàòåëüíàÿ ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BIC (ñì. ðèñ. 6á). Òîãäà AB(AE = AT2 (3). Èç òðåóãîëüíèêà AWT ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà AT2 = AW2 – WT2 = AW2 – WI2 (4). Èç ðàâåíñòâ (3) è (4), ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî AC = AE, ïîëó÷èì: AB(AC = AB(AE = AT2 = AW2 – WI2, òî åñòü ðàâåíñòâî (2), êîòîðîå ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è. 

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ ìîæíî îáîéòèñü áåç òåîðåìû Ïèôàãîðà, åñëè èñïîëüçîâàòü ñòåïåíü s òî÷êè A îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè (BIC): s = AB(AE = AB(AC = AW2 – WI2. Ýòî óòâåðæäåíèå, ðàâíî êàê è òåîðåìó î òðèëèñòíèêå, øêîëüíèêè ìîãóò èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà.

4.3. Ñóììà îäèííàäöàòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà 441. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò ïðèíèìàòü íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå âñåõ ýòèõ ÷èñåë.

Îòâåò: 42. 

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë íå ìåíüøå, ÷åì 41. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êàæäîå ÷èñëî ìåíüøå, ÷åì 41, òî èõ ñóììà íå ïðåâîñõîäèò 40·11 = 440, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÍÎÊ âñåõ ÷èñåë íå ìåíüøå, ÷åì 41. Íî îíî íå ìîæåò áûòü ðàâíî 41, ïîñêîëüêó 41 äåëèòñÿ òîëüêî íà 1 è 41, ïðè ýòîì 11·41 = 451 > 441, à åñëè çàìåíèòü õîòÿ áû îäíî ÷èñëî 41 íà 1, òî ñóììà óìåíüøèòñÿ íà 40 è áóäåò ìåíüøå 441. Çíà÷èò, ÍÎÊ âñåõ ÷èñåë íå ìåíüøå, ÷åì 42.

Ïðèìåð. 21, 42, 42, 42, 42, 42, 42, 42, 42, 42, 42. Ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà 21 + 10(42 = 441.

Îöåíêó ìîæíî ïðîâåñòè èíà÷å. Ïóñòü a – íàèìåíüøåå èç ÷èñåë, b – íàèáîëüøåå, n – ÍÎÊ âñåõ ÷èñåë. Òîãäà a < b, òàê êàê 441 íå äåëèòñÿ íà 11. Ñëåäîâàòåëüíî, a ( �EMBED Unknown���, b ( n, è ñóììà âñåõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò a + 10b ( �EMBED Unknown��� = �EMBED Unknown���, îòêóäà n ( �EMBED Unknown��� = 42. Òàêàÿ îöåíêà ñëóæèò ïîäñêàçêîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà.





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)

5.1. Ïåòÿ çàäóìàë òðè ÷èñëà è çàïèñàë íà äîñêå ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå äëÿ êàæäîé ïàðû èç íèõ. Âàñÿ çàìåòèë, ÷òî ÷èñëà, îáðàòíûå ê çàïèñàííûì Ïåòåé, îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Ïåòÿ âîçâåäåò â êâàäðàò çàäóìàííûå ÷èñëà, òî òàêæå ïîëó÷èò ÷ëåíû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Ïåòÿ çàäóìàë ÷èñëà à, b, c è çàïèñàë íà äîñêå �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Âàñÿ çàìåòèë, ÷òî �EMBED Unknown��� (õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè). Òîãäà �EMBED Unknown��� ( � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà b2, a2 è ñ2 îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

5.2. Âåðíî ëè, ÷òî â ëþáîì  ìíîãîóãîëüíèêå íàéäóòñÿ òàêèå äâå ñòîðîíû, ÷òî îäíà áîëüøå äðóãîé ìåíåå, ÷åì â äâà ðàçà?

Îòâåò: âåðíî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü â êàêîì-òî n-óãîëüíèêå ýòî íå òàê, òîãäà óïîðÿäî÷èì äëèíû åãî ñòîðîí ïî âîçðàñòàíèþ: à1 < à2 < à3 < ... < àn – 1 < àn. Òîãäà 2à1 ( à2, 2à2 ( à3, ..., 2àn – 1 ( àn. Ñëîæèâ ïî÷ëåííî ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì: 2à1 + à2 + ... + àn – 1 ( àn. 

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå î äëèíå ëîìàíîé: åñëè å¸ âåðøèíû íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî à1 + à2 + ... + àn – 1 > àn.

5.3. Øåñòü ìàëü÷èêîâ è øåñòü äåâî÷åê âñòàëè â êðóã, ÷åðåäóÿñü. Êàæäûé èç íèõ çàïèñàë íà ëàäîíè ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäîå ÷èñëî, çàïèñàííîå ìàëü÷èêîì, ðàâíî ñóììå ÷èñåë, çàïèñàííûõ ñòîÿùèìè ñ íèì ðÿäîì äåâî÷êàìè, à êàæäîå ÷èñëî, çàïèñàííîå äåâî÷êîé, ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë, çàïèñàííûõ ñòîÿùèìè ðÿäîì ñ íåé ìàëü÷èêàìè. Êàêîâà ìîæåò áûòü ñóììà âñåõ äâåíàäöàòè ÷èñåë?

Îòâåò: 4,5.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ÷èñëà íà ëàäîíÿõ ó ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê ïî êðóãó ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû m1, d1, m2, d2, …, m6, d6, ãäå mi – ÷èñëà ó ìàëü÷èêîâ, di – ÷èñëà ó äåâî÷åê. Òîãäà ïî óñëîâèþ d1 = m1m2, d2 = m2m3. Ñëîæèâ ýòè äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì m2 = d1 + d2 = m2(m1 + m3). Òàê êàê âñå ÷èñëà ó äåòåé îòëè÷íû îò íóëÿ, òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî m1 + m3 = 1. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.

Ïåðâûé ñïîñîá. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî m3 + m5 = m5 + m1 = 1, îòêóäà �m1 = m3 = m5 = 0,5. Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî m2 = m4 = m6 = 0,5. Çíà÷èò, ó êàæäîé äåâî÷êè çàïèñàíî ÷èñëî 0,5·0,5 = 0,25, à ñóììà âñåõ äâåíàäöàòè ÷èñåë ðàâíà 0,5·6 + 0,25·6 = 4,5.

Âòîðîé ñïîñîá. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî m2 + m4 = m3 + m5 = m4 + m6 = m5 + m1 = m6 + m2  = 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî óäâîåííàÿ ñóììà âñåõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ ìàëü÷èêàìè, ðàâíà 6, à ñàìà ñóììà ðàâíà 3. Êàæäîå ÷èñëî, çàïèñàííîå äåâî÷êîé, âõîäèò â ýòó ñóììó äâà ðàçà, ïîýòîìó ñóììà ÷èñåë, çàïèñàííûõ äåâî÷êàìè, â äâà ðàçà ìåíüøå, òî åñòü ðàâíà 1,5. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà âñåõ äâåíàäöàòè ÷èñåë ðàâíà 3 + 1,5 = 4,5.
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