Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà


27.01.2024


8 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: �EMBED Unknown���; �EMBED Unknown���; � EMBED Equation.2  ����EMBED Unknown���.


Ðåøåíèå. Ïåðåíåñÿ òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâóþ ÷àñòü è èçáàâèâøèñü îò çíàìåíàòåëÿ, ïîëó÷èì: �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� èëè �EMBED Unknown��� ( � EMBED Equation.2  ��� èëè �EMBED Unknown��� ( � EMBED Equation.2  ��� èëè �EMBED Unknown��� ( � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ���.


�1.2. Âåðøèíó A ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ñîåäèíèëè îòðåçêàìè ñ ñåðåäèíàìè ñòîðîí BC è CD. Ìîã ëè îäèí èç ýòèõ îòðåçêîâ îêàçàòüñÿ âäâîå äëèííåå äðóãîãî?


Îòâåò: íå ìîã.


Ðåøåíèå. Ïóñòü N – ñåðåäèíà ÂÑ, Ì – ñåðåäèíà CD (ñì. ðèñ. 1). Íå 


óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÀÌ > AN. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÀÌ = 2AN.


Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó. 


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîäëèì îòðåçîê ÀN äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé CD â 


òî÷êå K. Èç ðàâåíñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ KCN è ABN ñëåäóåò, ÷òî


KN = AN, òîãäà AK = AM. Çíà÷èò, (AKM = (AMK. Íî óãîë AMK òóïîé, òàê 


êàê îí âíåøíèé äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà AMD. Ïðîòèâîðå÷èå.


Ðèñ. 1


Ìîæíî òàêæå îòìåòèòü ñåðåäèíó Ð îòðåçêà ÀÌ è ïðîâåñòè


 àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ òðåóãîëüíèêà ÀNP.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü BN = a, DM = b, òîãäà AD = 2a, AB = 2b. 


Èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ADM è ABN ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà 


ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Èç íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÀÌ2 = 4AN2, òî åñòü 4a2 + b2 = 16b2 + 4a2, îòêóäà b = 0, ÷òî íåâîçìîæíî.


Ïðîòèâîðå÷èå ìîæíî ïîëó÷èòü è òàê: � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ���, ïîýòîìó ÀN + MN < 2AN = AM.


1.3. Ê íåêîòîðîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó ïðèáàâèëè óäâîåííóþ ñóììó åãî öèôð. Ìîãëî ëè ïîëó÷èòüñÿ ÷èñëî 2024?


Îòâåò: íå ìîãëî.


Ðåøåíèå. Êàê èçâåñòíî, íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ñóììà åãî öèôð äàþò ïðè äåëåíèè íà 3 îäèíàêîâûå îñòàòêè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñëîæèòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî è óäâîåííóþ ñóììó åãî öèôð, òî ñóììà áóäåò êðàòíà òð¸ì. Îäíàêî ÷èñëî 2024 íà 3 íå äåëèòñÿ (ñóììà åãî öèôð ðàâíà 8), ïîýòîìó ïîëó÷èòüñÿ îíî íå ìîãëî.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Îäíàæäû 91 ó÷àñòíèê ëåòíåãî ëàãåðÿ ðåøèëè ñõîäèòü â êèíî. Ïðîøëûì ëåòîì îíè áû ïîìåñòèëèñü â 8 ðÿäîâ êèíîçàëà (íî íå â 7). Îäíàêî ýòèì ëåòîì êàæäîå ÷åòâ¸ðòîå êðåñëî (òî åñòü êàæäîå êðåñëî, íîìåð êîòîðîãî â ðÿäó äåëèòñÿ íà 4) äîëæíî îñòàâàòüñÿ ïóñòûì, ïîýòîìó îäèí ó÷àñòíèê íå ïîìåñòèëñÿ â êèíîçàëå. Ñêîëüêî ðÿäîâ â çàëå è ñêîëüêî êðåñåë â êàæäîì èç íèõ, åñëè âî âñåõ ðÿäàõ ïîðîâíó ìåñò?


Îòâåò: â çàëå 10 ðÿäîâ, êàæäîì ðÿäó – 12 ìåñò.


Ðåøåíèå. Òàê êàê äëÿ 91 øêîëüíèêà íå õâàòàåò 7 ðÿäîâ, òî â êàæäîì ðÿäó ìåíüøå, ÷åì 91 : 7 = 13 ìåñò, à òàê êàê 8 ðÿäîâ èì õâàòàåò, òî ìåñò áîëüøå, ÷åì 91 : 8 = � EMBED Equation.2  ��� > 11. Çíà÷èò, â ðÿäó 12 ìåñò.


Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü èç äâîéíîãî íåðàâåíñòâà 7x < 91 ( 8x, ãäå x – êîëè÷åñòâî ìåñò â ðÿäó.


Êàæäîå ÷åòâ¸ðòîå êðåñëî äîëæíî îñòàâàòüñÿ ïóñòûì, çíà÷èò, â êàæäîì ðÿäó ìîæåò áûòü çàíÿòî 9 ìåñò. Òàê êàê îäíîìó ó÷àñòíèêó ìåñòà íå õâàòèëî, òî ñóìåëè ñåñòü 90 ó÷àñòíèêîâ. Çíà÷èò, â êàæäîì ðÿäó ñèäåëî 9 ÷åëîâåê. Ñëåäîâàòåëüíî, â çàëå – 10 ðÿäîâ.


�


2.2. Íà ñòîðîíàõ CD è AD êâàäðàòà ABCD îòìå÷åíû òî÷êè K è Ì òàê, ÷òî MK = CK. Ïåðïåíäèêóëÿð ê MK, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó Ì, ïåðåñåêàåò ÀÂ â òî÷êå N. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò Ñ äî ïðÿìîé MN ðàâíî ñòîðîíå êâàäðàòà.


Ðèñ. 2à


Ðåøåíèå. Ïóñòü Ð – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç âåðøèíû Ñ íà ïðÿìóþ MN (ñì. ðèñ. 2 à, á). Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó. 


�


Ïåðâûé ñïîñîá. Èç òî÷êè K îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð KQ íà ÑÐ, òîãäà KMPQ – ïðÿìîóãîëüíèê, ïîýòîìó PQ = MK (ñì. ðèñ. 2à). Êðîìå òîãî, (CKQ + (ÌKD = 90(, çíà÷èò, (CKQ = (KMD. Òîãäà ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè CKQ è KMD ðàâíû (ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó), îòêóäà CQ = KD. Òàêèì îáðàçîì, ÑÐ = PQ + CQ = MK + KD = CK + KD = CD, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðîâåä¸ì îòðåçîê ÑÌ (ñì. ðèñ. 2á). Òàê êàê ÑÐ || MK, òî (ÐÑÌ = (KMC. Òðåóãîëüíèê KMC ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó (KMC = (KCÌ. Òîãäà ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ÑÐÌ è CDM ðàâíû (ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó), îòêóäà CP = ÑD.


Ðèñ. 2á

















2.3. Â êîìíàòå íàõîäÿòñÿ íåñêîëüêî ðûöàðåé è ëæåöîâ (ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò). Êàæäîìó äàëè ëèñòîê áóìàãè è ïîïðîñèëè íàïèñàòü ïðî êàæäîãî èç îñòàëüíûõ, êåì îí ÿâëÿåòñÿ: ëæåöîì èëè ðûöàðåì. Êîãäà ñîáðàëè âñå ëèñòû è ïðîèçâåëè ïîäñ÷¸òû, òî çàïèñåé «ëæåö» îêàçàëîñü 40, à çàïèñåé «ðûöàðü» – 32. Ñêîëüêî â êîìíàòå ðûöàðåé, åñëè èçâåñòíî, ÷òî èõ áîëüøå, ÷åì ëæåöîâ?


Îòâåò: 5 ðûöàðåé.


Ðåøåíèå. Ïóñòü â êîìíàòå íàõîäÿòñÿ x ðûöàðåé è y ëæåöîâ, à âñåãî n ÷åëîâåê. Êàæäûé èç íèõ ñäåëàë n – 1 çàïèñü, ïîýòîìó n(n – 1) = 40 + 32 = 72, îòêóäà n = 9. Ïðè ýòîì íàïèñàòü äðóã ïðî äðóãà «ëæåö» ìîãóò òîëüêî ëþäè ðàçíîãî òèïà, òî åñòü êàæäûé èç x ðûöàðåé ñäåëàë ýòî y ðàç, à êàæäûé èç y ëæåöîâ – x ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, 2xy = 40 ( xy = 20. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî, òîëüêî êîãäà íå óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà {x, y} ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ïàð: {1, 20}, {2, 10}, {4, 5}. Ðàâåíñòâó x + y = 9 èç íèõ óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî ïàðà {4, 5}, à òàê êàê ïî óñëîâèþ ðûöàðåé áîëüøå, ÷åì ëæåöîâ, òî x = 5 è y = 4.





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 2022(20243 – 2023(20213 ÿâëÿåòñÿ êóáîì öåëîãî ÷èñëà.


Ðåøåíèå. Ïóñòü 2023 = m, òîãäà äàííîå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä: (m – 1)(m + 1)3 – m(m – 2)3 = (m – 1)(m3 + 3m2 + 3m + 1) – m(m3 – 6m2 +12m – 8) = m4 + 3m3 + 3m2 + m – m3 – 3m2 – 3m – 1 – m4 + 6m3 –12m2 + 8m = 8m3 –12m2 + 6m – 1 = (2m – 1)3.


Äàííîå âûðàæåíèå ðàâíî 40453. Âîçìîæíû è äðóãèå âàðèàíòû ââåäåíèÿ ïåðåìåííîé.


3.2. Äàí êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé äî ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ åãî ñòîðîíû, ðàâíà 4.


�


Ðèñ. 3


Îòâåò: ãðàíèöà âîñüìèóãîëüíèêà, ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî öåíòðà äàííîãî êâàäðàòà, âñå óãëû êîòîðîãî ðàâíû ïî 135(, à ñòîðîíû äëèíû 1 è äëèíû � EMBED Equation.2  ��� ÷åðåäóþòñÿ (ñì. ðèñ. 3).


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè è ðàñïîëîæèì äàííûé êâàäðàò òàê, ÷òîáû åãî öåíòðîì áûëà òî÷êà (0; 0), à ñòîðîíû áûëè ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 3). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé äàííîìó êâàäðàòó, ñóììà ðàññòîÿíèé äî åãî ñòîðîí ðàâíà 2, ïîýòîìó âñå èñêîìûå òî÷êè ëåæàò âíå êâàäðàòà.


Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òî÷êè, ëåæàùèå âíå êâàäðàòà â ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè. Äëÿ ëþáîé òî÷êè (x; y), ëåæàùåé â ïîëîñå ñ ãðàíèöàìè y = 0 è y = 0,5, ðàññòîÿíèÿ îò íå¸ äî ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ âåðòèêàëüíûå ñòîðîíû äàííîãî êâàäðàòà ðàâíû x – 0,5 è x + 0,5, à äî ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ãîðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû, ñóììà ðàññòîÿíèé ðàâíà 1. Çíà÷èò, èñêîìàÿ ñóììà ðàññòîÿíèé ðàâíà 2x + 1 = 4. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò òî÷êè ýòîé ïîëîñû, ëåæàùèå íà ïðÿìîé x = 1,5. Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ â ïîëîñå ñ ãðàíèöàìè x = 0 è x = 0,5, ïîëó÷èì, ÷òî óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò òî÷êè ïðÿìîé y = 1,5. 


Åñëè æå òî÷êà ëåæèò â ïåðâîé ÷åòâåðòè âíå ýòèõ ïîëîñ, òî ðàññòîÿíèå îò íå¸ äî ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ âåðòèêàëüíûå ñòîðîíû, ðàâíî x – 0,5 è x + 0,5, à äî ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ãîðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû, ðàâíî y – 0,5 è y + 0,5. Òîãäà èñêîìûå òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ 2x + 2y = 4 ( x + y = 2. Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîé ÷åòâåðòè ïîëó÷èì òð¸õçâåííóþ ëîìàíóþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äàííûé êâàäðàò ñèììåòðè÷åí êàê îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò, òàê è îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîëó÷èì òî÷êè èñêîìîãî ÃÌÒ â îñòàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòÿõ.


Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è íå èñïîëüçóÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò.
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3.3. Â êëåòêàõ ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû ðàññòàâëåíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òî â êàæäîé ñòðî÷êå è â êàæäîì ñòîëáöå ñóììà ÷èñåë ÷¸òíà. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè ðàñêðàñèòü êëåòêè òàáëèöû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, òî ñóììà ÷èñåë â ÷¸ðíûõ êëåòêàõ áóäåò ÷¸òíà.


Ðèñ. 4


Ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëåâàÿ íèæíÿÿ êëåòêà òàáëèöû ÷¸ðíàÿ. Ïðîíóìåðóåì ñòðî÷êè ñíèçó ââåðõ, à ñòîëáöû – ñëåâà íàïðàâî (ñì. ðèñ. 4). Ñëîæèì ñóììû âî âñåõ íå÷¸òíûõ ñòðî÷êàõ è â ÷¸òíûõ ñòîëáöàõ. Ïîëó÷åííàÿ ñóììà áóäåò ÷¸òíîé, òàê êàê êàæäîå ñëàãàåìîå â íåé ïî óñëîâèþ ÷¸òíî. Ïðè ýòîì â äàííóþ ñóììó âõîäÿò ïî îäíîìó ðàçó ÷èñëà âî âñåõ ÷¸ðíûõ êëåòêàõ è ïî äâà ðàçà ÷èñëà â áåëûõ êëåòêàõ íå÷¸òíûõ ñòðî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ÷èñåë â ÷¸ðíûõ êëåòêàõ ÷¸òíà.





×åòâ¸ðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Ìîæíî ëè ñîêðàòèòü äðîáü � EMBED Equation.2  ��� íà ìíîãî÷ëåí íåíóëåâîé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè?


Îòâåò: ìîæíî.


Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äàííîé äðîáè. 


1) Çíàìåíàòåëü: �EMBED Unknown���.


2) ×èñëèòåëü: �EMBED Unknown���.


Òàêèì îáðàçîì, �EMBED Unknown���.


Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí âèäà õ3n + 2 + x3k + 1 + 1 ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è k ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (õ2 + x + 1)P(x), ãäå Ð(õ) — ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.


Ïðè æåëàíèè ìîæíî ïî-ðàçíîìó îáúÿñíèòü, ÷òî äàëüíåéøåå ñîêðàùåíèå ïîëó÷åííîé äðîáè íåâîçìîæíî.


Ïåðâûé ñïîñîá. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äàííîé äðîáè äîëæåí áûòü äåëèòåëåì èõ ðàçíîñòè. Ó èñõîäíîé äðîáè ýòà ðàçíîñòü ðàâíà x8 – x5 = x5(x – 1)(x2 + x + 1), íî çíàìåíàòåëü íå äåëèòñÿ íè íà x, íè íà x – 1 (ýòî ìîæíî, íàïðèìåð, ïðîâåðèòü äåëåíèåì «â ñòîëáèê»).


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàçäåëèì ñ îñòàòêîì ÷èñëèòåëü äàííîé äðîáè íà çíàìåíàòåëü: x8 + x + 1 = x3(x5 + x + 1) – x4 – x3 + x + 1. Îñòàòîê ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè ñëåäóþùèì îáðàçîì: – x4 – x3 + x + 1 = (– x + 1)(x + 1)(x2 + x + 1). Íè íà – x + 1, íè íà x + 1 ìíîãî÷ëåí x8 + x + 1 íå äåëèòñÿ (õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî –1 è 1 íå ÿâëÿþòñÿ åãî êîðíÿìè).


�


4.2. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíà ìåäèàíà ÂÌ. Íàéäèòå óãîë ÀÂÌ, åñëè (ÂÀÑ = 30(, (ÂÑÀ = 105(.


Ðèñ. 5à


Îòâåò: 15(.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Íà ëó÷å ÀÑ îòìåòèì òî÷êó D òàê, ÷òî BD = BC (ñì. ðèñ. 5à). Òîãäà (BDC = (BCD = 75(. Èç òðåóãîëüíèêà ABD ïîëó÷èì, ÷òî (ÀBD = 75( = (ÀDÂ, ïîýòîìó AD = AB.


�


Ðèñ. 5á


Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð ÂÅ íà ïðÿìóþ AD. Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABE ïîëó÷èì, ÷òî BE = � EMBED Equation.2  ���AB. Êðîìå òîãî, BE – âûñîòà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà BCD, ïðîâåä¸ííàÿ ê îñíîâàíèþ, çíà÷èò, BE – ìåäèàíà ýòîãî òðåóãîëüíèêà, òî åñòü, Å – ñåðåäèíà ÑD. Ñëåäîâàòåëüíî, ME = � EMBED Equation.2  ���AD = � EMBED Equation.2  ���AB = BE. Çíà÷èò, (BME = 45(, ïîýòîìó (ÀBM = 15(.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðîâåäåì â äàííîì òðåóãîëüíèêå âûñîòó ÑÍ, òîãäà (ÀÑÍ = 60(, (ÂÑÍ = 45( (ñì. ðèñ. 5á). Â òðåóãîëüíèêå ÂÑÍ äâà óãëà ðàâíû, çíà÷èò, ÂÍ = ÑÍ. Òàê êàê ÍÌ – ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÍÑ, ïðîâåä¸ííàÿ ê ãèïîòåíóçå, òî ÍÌ = ÀÌ = ÑÌ. Êðîìå òîãî, (MÑÍ = 60(, çíà÷èò, òðåóãîëüíèê MÑÍ – ðàâíîñòîðîííèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ÍÌ = ÍÑ = ÍÂ. Òîãäà èç ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêå ÂÍÌ ïîëó÷èì, ÷òî (ÀÂÌ = (ÍÌÂ = (180( – (ÂÍÌ) : 2 = 15(.


4.3. Íà íåêîòîðîé ïëàíåòå ìåæäó òðåìÿ ãîðîäàìè A, B è C ïðîëîæåíû äîðîãè òàê, ÷òî êàæäûé ãîðîä ñâÿçàí ñ êàæäûì áîëüøå, ÷åì îäíîé äîðîãîé. Íàçîâåì ïóò¸ì èç îäíîãî ãîðîäà â äðóãîé ëþáîé ñïîñîá ïðîåõàòü íàïðÿìóþ èëè ÷åðåç òðåòèé ãîðîä. Èçâåñòíî, ÷òî ãîðîäà A è B ñâÿçûâàþò 29 ïóòåé, à ãîðîäà B è C – 23 ïóòè. Ñêîëüêî ïóòåé ñâÿçûâàþò ãîðîäà A è C? (Äâèæåíèå ïî âñåì äîðîãàì äâóñòîðîííåå.)


Îòâåò: 43 ïóòè.


Ðåøåíèå. Ïóñòü ãîðîäà A è B íàïðÿìóþ ñîåäèíåíû x äîðîãàìè, B è C – y äîðîãàìè, à A è C – z äîðîãàìè. Òîãäà ãîðîäà A è B ñâÿçûâàþò x + yz = 29 ïóòåé, à ãîðîäà B è C – y + zx = 23 ïóòè. Ñëîæèâ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì: x + yz + y + zx = 29 + 23 ( (x + y)(z + 1) = 52. 


Òàê êàê ïî óñëîâèþ ÷èñëà x, y, z íå ìåíüøå ÷åì 2, è ïðè ýòîì èç ñîñòàâëåííûõ óðàâíåíèé âèäíî, ÷òî x ( y, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè x + y = 13 è z + 1 = 4. Ñëåäîâàòåëüíî, z = 3 è x + 3y = 29, îòêóäà y = (29 – 13) : 2 = 8 è x = 13 – 8 = 5. Òàêèì îáðàçîì, ãîðîäà A è C ñâÿçûâàþò z + xy = 3 + 5·8 = 43 ïóòè.
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