Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà


23.11.2024


11 êëàññ 


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: (0; 1).


Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà èìååò ñìûñë, åñëè � EMBED Equation.2  ���, òîãäà � EMBED Equation.2  ���. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, � EMBED Equation.2  ���. Òàêèì îáðàçîì, � EMBED Equation.2  ���, îòêóäà � EMBED Equation.2  ���. Çíà÷èò, y =1, òîãäà x = 0. Ïîäñòàíîâêà ýòèõ çíà÷åíèé â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïîäòâåðæäàåò, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì. 


�


1.2. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ (À = 60(. Âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòü ðàäèóñà r êàñàåòñÿ ÂÑ â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî AK ( 3r.


Ðèñ. 1


Ðåøåíèå. Ïóñòü I – öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, F – òî÷êà å¸ êàñàíèÿ ñî ñòîðîíîé AC (ñì. ðèñ. 1). Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå AIF ãèïîòåíóçà AI = 2r, òàê êàê êàòåò IF ëåæèò íàïðîòèâ óãëà 30(. Ñëåäîâàòåëüíî, AK ( AI + IK = 2r + r = 3r. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè òî÷êà I ëåæèò íà îòðåçêå AK. Â ýòîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ðàâíîñòîðîííèé.











1.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë à è b ÍÎÄ(a; b) + ÍÎÊ(a; b) ( 2� EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì, à òàêæå èçâåñòíûì ðàâåíñòâîì ÍÎÄ(a; b)·ÍÎÊ(a; b) = ab. Òîãäà ÍÎÄ(a; b) + ÍÎÊ(a; b) ( �EMBED Unknown��� = �EMBED Unknown���.


Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÍÎÄ(a; b) = ÍÎÊ(à; b) ( a = b.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè � EMBED Equation.2  ��� èìååò öåíòð ñèììåòðèè è íàéäèòå êîîðäèíàòû ýòîãî öåíòðà.


Îòâåò: (1; – 3).


Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì: � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Ãðàôèê ôóíêöèè � EMBED Equation.2  ��� ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà ôóíêöèè � EMBED Equation.2  ��� ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� – íå÷¸òíàÿ ôóíêöèÿ, òî å¸ ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (1; – 3) – öåíòð ñèììåòðèè ãðàôèêà çàäàííîé ôóíêöèè.


Îòìåòèì, ÷òî ãðàôèêîì çàäàííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà, öåíòðîì ñèììåòðèè êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ å¸ àñèìïòîò: x = 1 è y = x – 4.


2.2. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, â êîòîðóþ âïèñàí ÷åòûð¸õóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòîðîíû ðàâíû 7, 7, 5 è 3.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD – äàííûé ÷åòûð¸õóãîëüíèê (ñì. ðèñ. 2). Ïðîâåä¸ì, íàïðèìåð, äèàãîíàëü AC è ïóñòü (ÀÂÑ = (, òîãäà (ÀDÑ = 180( – (. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ è ADC: ÀÑ2 = ÀÂ2 + ÂÑ2 – 2ÀÂ(ÂÑ(cos( = ÀD2 + DÑ2 – 2ÀD(DÑ(cos(180( – (). Ïîäñòàâèâ äëèíû ñòîðîí è ó÷èòûâàÿ, ÷òî cos(180( – () = – cos(, ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 98 – 98cos( = 34 + 30cos(, îòêóäà cos( = 0,5. Çíà÷èò, ( = 60( è òðåóãîëüíèê ÀÂÑ – ðàâíîñòîðîííèé. Òàê êàê ðàäèóñ R îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ABCD, ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òî R = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���.


� EMBED Word.Picture.6  ���


Îòìåòèì, ÷òî åñëè èñïîëüçîâàòü òåîðåìó êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ABD è CBD, òî cos(BCD = � EMBED Equation.2  ���, BD = 8. Òîãäà èñêîìûé ðàäèóñ âû÷èñëÿåòñÿ ïî òåîðåìå ñèíóñîâ: R = � EMBED Equation.2  ���. Ïîíÿòíî, ÷òî â çàêëþ÷èòåëüíîé ôàçå ïðèâåä¸ííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî áûëî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé ñèíóñîâ.


Ðèñ. 2
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Ðèñ. 3à


2.3. Êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè ïîêðàøåíû â 8 öâåòîâ òàê, ÷òî â êàæäûé öâåò ïîêðàøåíî 8 êëåòîê. Âåðíî ëè, ÷òî âñåãäà ìîæíî ïîñòàâèòü íà 8 ðàçíîöâåòíûõ êëåòîê 8 ëàäåé, íå áüþùèõ äðóã äðóãà?


Îòâåò: íåâåðíî. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîíóìåðóåì öâåòà ÷èñëàìè îò 0 äî 7 è ïîêðàñèì êëåòêè äîñêè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3à. Ïóñòü íà êëåòêè ðàçíîãî öâåòà â ïåðâûõ ñåìè âåðòèêàëÿõ ïîñòàâëåíû 7 ëàäåé, íå áüþùèå äðóã äðóãà. Òîãäà ñâîáîäíîé îò ëàäåé îñòàíåòñÿ îäíà ãîðèçîíòàëü. Íî ëàäüÿ, ñòîÿùàÿ íà ïåðåñå÷åíèè ýòîé ãîðèçîíòàëè è âîñüìîé âåðòèêàëè, îêàæåòñÿ â êëåòêå óæå èñïîëüçîâàííîãî öâåòà.


Ðèñ. 3á
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Âòîðîé ñïîñîá. Ïðîíóìåðóåì âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëè äîñêè ÷èñëàìè îò 0 äî 7. Òàêèì æå îáðàçîì ïðîíóìåðóåì öâåòà. Ïîêðàñèì êëåòêè ñëåäóþùèì îáðàçîì: íîìåð öâåòà êëåòêè ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ íà 8 ñóììû íîìåðîâ âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëè, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ îíà íàõîäèòñÿ (ñì. ðèñ. 3á). Ðàññòàâèì íà äîñêå âîñåìü íå áüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå îíè îêàçàëèñü â êëåòêàõ ðàçíûõ öâåòîâ. Òîãäà ñóììà íîìåðîâ âåðòèêàëåé è ãîðèçîíòàëåé, â êîòîðûõ ñòîÿò ýòè ëàäüè, ðàâíà 2(0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7) = 56. Ïðè ýòîì ñóììà íîìåðîâ öâåòîâ çàíèìàåìûõ èìè êëåòîê ðàâíà 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 28. Íî íàéäåííûå ñóììû äîëæíû äàâàòü îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 8, à ýòî íå òàê. 





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Èçâåñòíî, ÷òî a > 0, b > 0, c > 0 è a + b + c = 1. Äîêàæèòå, ÷òî � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðè x > 0, y > 0, z > 0 âåðíîå íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.2  ���ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. 


Òîãäà �EMBED Unknown���. Àíàëîãè÷íî, �EMBED Unknown��� è 


�EMBED Unknown���. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���.


Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè �EMBED Unknown���.


�


3.2. Â ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE: AB = DE, (À = (Å = 45(, ÂÑ(ÑD, ÀÅ = 10, BC + CD = 6 (ñì. ðèñóíîê). Íàéäèòå ïëîùàäü ïÿòèóãîëüíèêà.


Îòâåò: 16.


�


Ðèñ. 4à


Ðåøåíèå. Ïðîäëèì ñòîðîíû ÀÂ è ÅD äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå Î (ñì. ðèñ. 4à). Òîãäà SABCDE = SAOÅ – SBCDO. Èç òðåóãîëüíèêà ÀÎÅ: ÎA = ÎE = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, çíà÷èò, SAOÅ = 0,5ÎA(OE = 25. 


Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîâåä¸ì îòðåçîê BD. Òîãäà SBCDO  = SBOD + SBCD. Ïóñòü ÎÂ = OD = x, òîãäà SBOD = 0,5x2. Êðîìå òîãî, BD2 = 2x2 = BC2 + CD2 = (BC + CD)2 – 2BC(CD = 36 – 4SBCD, îòêóäà SBCD = 9 – 0,5x2. Ñëåäîâàòåëüíî, SBCDO = 0,5x2 + 9 – 0,5x2 = 9, SABCDE = 25 – 9 = 16.


�


Ðèñ. 4á


Âòîðîé ñïîñîá. Íàéä¸ì ïëîùàäü BCDO ïî-äðóãîìó. Èç òî÷êè Î îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû ÎÐ è ÎQ íà ïðÿìûå ÂÑ è CD ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 4á). Òîãäà POQC – ïðÿìîóãîëüíèê. Êðîìå òîãî, óãëû ÐÎÂ è QOD ðàâíû, òàê êàê äîïîëíÿþò óãîë POQ äî ïðÿìîãî, çíà÷èò, ðàâíû òðåóãîëüíèêè ÐÎÂ è QOD. Ñëåäîâàòåëüíî, ÐÂ = QD, îòêóäà ÑÐ = ÑQ = 0,5(BC + CD) = 3. Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü BCDO ðàâíà ïëîùàäè êâàäðàòà POQC, êîòîðàÿ ðàâíà 9. SABCDE – ñì. âûøå. 


Ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ ÐÎÂ è QOD ìîæíî òàêæå îáîñíîâàòü, èñïîëüçóÿ ïîâîðîò ñ öåíòðîì Î íà 90(.


3.3. Íàéäèòå  âñå òàêèå öåëûå n, ÷òî ÷èñëî 15n2 – 2n – 1 ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.


Îòâåò: –1; 3.


Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì äàííîå âûðàæåíèå íà ìíîæèòåëè: 15n2 – 2n – 1 = (3n – 1)(5n + 1). Çàìåòèì, ÷òî ïðè öåëûõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |3n – 1| ( |5n + 1| (ýòî íåñëîæíî äîêàçàòü ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àåâ n ( –1, n = 0 è n ( 1). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äàííîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, òî è îòíîøåíèå ñîìíîæèòåëåé �EMBED Unknown��� – òàêæå ñòåïåíü äâîéêè, ïðè÷¸ì ñ öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì. Ïóñòü �EMBED Unknown��� = 2k, ãäå k(N èëè k = 0, òîãäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì: n = �EMBED Unknown���.


Åñëè k = 0, òî n = �EMBED Unknown��� = –1. Åñëè k = 1, òî n = �EMBED Unknown��� = 3. Ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíîå âûðàæåíèå óáåæäàåìñÿ, ÷òî îáà íàéäåííûõ çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì (çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ ðàâíî 16 = 24 è 128 = 27 ñîîòâåòñòâåííî). À åñëè k ( 2, òî 0 < �EMBED Unknown��� = �EMBED Unknown��� < 1, ïîýòîìó n íå ìîæåò áûòü öåëûì.





×åòâ¸ðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Íàéäèòå ôóíêöèþ f(x), îïðåäåë¸ííóþ ïðè �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown��� è � EMBED Equation.2  ��� è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. 1) Òàê êàê ïðè � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, à ïðè � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, òî ïðè �EMBED Unknown��� çàäàííîå ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä: �EMBED Unknown���.


2) Âìåñòî x ïîäñòàâèì �EMBED Unknown���. Ïîëó÷èì: �EMBED Unknown���  ( � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���.


3) Âìåñòî x ïîäñòàâèì �EMBED Unknown���. Ïîëó÷èì: �EMBED Unknown��� ( � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���.


4) Ñëîæèì ðàâåíñòâà, ïîëó÷åííûå â 2) è 3): �EMBED Unknown���. Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííîå â 1), ýòî ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä: � EMBED Equation.2  ���.


Òàêèì îáðàçîì, � EMBED Equation.2  ���.


Îòìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêè, ñäåëàííûå â 2) è 3), ïðèâåëè ê ðåøåíèþ, òàê êàê ôóíêöèè y = �EMBED Unknown��� è y = �EMBED Unknown��� ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè.


Òàêæå îòìåòèì, ÷òî x = 0 íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, ïîòîìó ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â ëåâóþ ÷àñòü èñõîäíîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåòñÿ f(–3) + f(3).


4.2. Âûñîòà è ðàäèóñ îñíîâàíèÿ ïðÿìîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà ðàâíû 1. Êàêèì íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì øàðîâ ðàäèóñà 1 ìîæíî öåëèêîì ïîêðûòü ýòîò öèëèíäð?


�


Îòâåò: òðåìÿ øàðàìè.


Ðåøåíèå. Îöåíêà. Äîêàæåì, ÷òî äâóìÿ øàðàìè íå îáîéòèñü.


Ëåììà. Êðóã ìîæíî ïîêðûòü ëèáî îäíèì òàêèì æå êðóãîì ñ òåì æå öåíòðîì, ëèáî, êàê ìèíèìóì, òðåìÿ òàêèìè æå êðóãàìè, öåíòðû êîòîðûõ îòëè÷íû îò öåíòðà äàííîãî êðóãà.


Ðèñ. 5à


Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Î – öåíòð äàííîãî êðóãà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åãî ìîæíî ïîêðûòü äâóìÿ òàêèìè æå êðóãàìè ñ öåíòðàìè A è B, îòëè÷íûìè îò Î. Ðàññìîòðèì äèàìåòð CD èñõîäíîãî êðóãà, êîòîðûé ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé AO (ñì. ðèñ. 5à). Ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè îò À äî òî÷åê C è D áîëüøå ðàäèóñà êðóãà, ïîýòîìó C è D íàõîäÿòñÿ âíå êðóãà ñ öåíòðîì A. Ïðè ýòîì, õîòÿ áû îäíà èç íèõ ëåæèò âíå êðóãà ñ öåíòðîì B. Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê C èëè D íå ïîêðûòà íè îäíèì èç äâóõ êðóãîâ. Òàêèì îáðàçîì, äâóõ êðóãîâ íå õâàòèò. 


�


Òðåìÿ êðóãàìè ïîêðûòü ìîæíî, äàæå åñëè èõ ðàäèóñû ìåíüøå ðàäèóñà R äàííîãî êðóãà. Íàïðèìåð, åñëè âïèñàòü â äàííûé êðóã ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê è ïîñòðîèòü êðóãè, äèàìåòðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ åãî ñòîðîíû, òî ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ïðèíàäëåæàò êàæäîìó êðóãó è ýòè êðóãè ïîêðîþò èñõîäíûé (ñì. ðèñ. 5á). Ðàäèóñû ýòèõ êðóãîâ ðàâíû � EMBED Equation.2  ���.


�


Èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêðûòü îñíîâàíèÿ äàííîãî öèëèíäðà äâóìÿ øàðàìè ðàäèóñà 1, öåíòðû ýòèõ øàðîâ äîëæíû ñîâïàñòü ñ öåíòðàìè îñíîâàíèé öèëèíäðà. Òîãäà, íàïðèìåð, ñåðåäèíû îáðàçóþùèõ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà îñòàíóòñÿ íå ïîêðûòûìè, òî åñòü äâóõ øàðîâ çàâåäîìî íå õâàòèò. 


Ðèñ. 5á


Ïðèìåð. Âïèøåì â èñõîäíûé öèëèíäð ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ïðèçìó ÀÂÑA’B’C’ (ñì. ðèñ. 5â). Òàê êàê ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ðàâåí 1, òî ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïðèçìû ðàâíà � EMBED Equation.2  ���. Äëèíà áîêîâîãî ðåáðà ïðèçìû ðàâíà 1, çíà÷èò, äèàãîíàëü ãðàíè ðàâíà 2. 


Ðèñ. 5â


Ðàññìîòðèì øàðû ðàäèóñà 1, öåíòðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé áîêîâûõ ãðàíåé ýòîé ïðèçìû. Âåðøèíû îñíîâàíèé ïðèçìû íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 îò öåíòðîâ øàðîâ, çíà÷èò, ëåæàò íà ïîâåðõíîñòè øàðà, à ïåðïåíäèêóëÿðû èç öåíòðîâ øàðîâ íà ïëîñêîñòè îñíîâàíèé (òî åñòü â öåíòðû ñå÷åíèé øàðîâ) ïîïàäàþò â ñåðåäèíû ðåáåð îñíîâàíèé. Òàêèì îáðàçîì, â ñå÷åíèÿõ øàðîâ ïëîñêîñòÿìè îñíîâàíèé ïîëó÷àòñÿ êîíñòðóêöèè, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 5á.


Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà öèëèíäðà òàêæå ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç øàðîâ. Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåì ÷åðåç ýòó òî÷êó ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ îñíîâàíèÿì. Â ñå÷åíèè öèëèíäðà è ïðèçìû ýòîé ïëîñêîñòüþ áóäóò ïîëó÷àòüñÿ òðåóãîëüíèê, âïèñàííûé â êðóã (òàêèå æå, êàê â îñíîâàíèÿõ), à ñå÷åíèÿìè øàðîâ áóäóò ÿâëÿòüñÿ êðóãè ñ öåíòðàìè â ñåðåäèíàõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, íî ñ ðàäèóñàìè áîëüøèìè, ÷åì â îñíîâàíèÿõ (òàê êàê ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðîâ øàðîâ äî ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ äî ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, ýòè êðóãè òàêæå áóäóò ïîêðûâàòü âåñü êðóã ñå÷åíèÿ öèëèíäðà. 


4.3. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ðàñêðàñèëè â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n òàêîâû, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ êðàñíûõ ÷èñåë, óìíîæåííûõ íà m, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ñèíèõ ÷èñåë, óìíîæåííûõ íà n. ×åìó ìîãóò áûòü ðàâíû m è n? 


Îòâåò: ëþáîé ïàðå âèäà {a, ka}, ãäå a è k – íàòóðàëüíûå ÷èñëà è k > 1.


Ðåøåíèå. Çàïèøåì ìíîæåñòâà êðàñíûõ è ñèíèõ ÷èñåë â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ïðè óìíîæåíèè íà íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîðÿäîê ÷ëåíîâ â ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ, ïîýòîìó åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäóò, òî áóäóò ðàâíû, â ÷àñòíîñòè, èõ ïåðâûå ÷ëåíû.


Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî 1 êðàñíîå. Ïóñòü ïåðâîå ñèíåå ÷èñëî ðàâíî k. Òîãäà m = kn, òî åñòü ÷èñëî m â k ðàç áîëüøå, ÷åì n. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k > 1 ÷èñëà ìîæíî ðàñêðàñèòü òðåáóåìûì îáðàçîì. ×èñëî 1 óæå êðàñíîå, à k ñèíåå. Äàëåå íà êàæäîì øàãå áåð¸ì íàèìåíüøåå èç åù¸ íå ðàñêðàøåííûõ ÷èñåë è êðàñèì åãî â êðàñíûé öâåò, à â k ðàç áîëüøåå ÷èñëî – â ñèíèé (îíî áîëüøå âñåõ ðàñêðàøåííûõ ðàíåå ÷èñåë). Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, ìû íå ïðîïóñòèì íèêàêîå èç ÷èñåë, ïîýòîìó âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà áóäóò ðàñêðàøåíû.


Àíàëîãè÷íî, åñëè ÷èñëî 1 ñèíåå, à ïåðâîå êðàñíîå ÷èñëî ðàâíî k, òî ÷èñëî n áóäåò â k ðàç áîëüøå, ÷åì m.





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: (4; 4).


Ðåøåíèå. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê ôóíêöèÿ �EMBED Unknown��� âîçðàñòàåò íà �EMBED Unknown���, òî ïåðâîå óðàâíåíèå, èìåþùåå âèä �EMBED Unknown��� ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ �EMBED Unknown���. Òîãäà �EMBED Unknown����SYMBOL 219 \f "Symbol" \s 10�Û��EMBED Unknown����SYMBOL 219 \f "Symbol" \s 10�Û��EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���. 


5.2. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû 3, 4 è 5. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè äî ìåäèàíû, ïðîâåä¸ííîé ê áîëüøåé ñòîðîíå.


�


Îòâåò: 0,2.


Ðèñ. 6 


Ðåøåíèå. Ïóñòü ABC – äàííûé òðåóãîëüíèê, ÀÑ = 4, ÂÑ = 3, ÀÂ = 5.  Òîãäà ýòî åãèïåòñêèé òðåóãîëüíèê ñ ãèïîòåíóçîé ÀÂ. Ïóñòü òàêæå I – öåíòð åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè, K – òî÷êà å¸ êàñàíèÿ ñ AB, CM – ìåäèàíà, CH – âûñîòà (ñì. ðèñ. 6). Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî CI – áèññåêòðèñà óãëà MCH (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî (MCA = (MAC = 90( – (ABC = (HCB, òî åñòü ëó÷è ÑÌ è ÑÍ – èçîãîíàëè). Çíà÷èò, ðàññòîÿíèå îò I äî ÑÌ ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò I äî CH, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíî KH, òàê êàê IK || CH.


Ïîëóïåðèìåòð ð òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ðàâåí 6, òîãäà BK = p – AC =2, ÂÍ = � EMBED Equation.2  ��� = 1,8, ïîýòîìó KH = BK – ÂÍ = 0,2.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü F – òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé ÂÑ, à èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî x. Òîãäà IF = IK = � EMBED Equation.2  ��� = 1. Ïëîùàäü S òðåóãîëüíèêà BMC ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ÀÂÑ, òî åñòü ðàâíà 3. Òî÷êà I ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà BMC, òàê êàê áèññåêòðèñà CI ëåæèò ìåæäó ÑÌ è ÑÍ. Òîãäà S = 0,5BC(IF + 0,5BM(IK + 0,5CM(x, òî åñòü 3 = 1,5 + 1,25 + 1,25x, îòêóäà x = 0,2.


5.3. Íàéäèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè ÷èñëà 9� EMBED Equation.2  ��� – 8� EMBED Equation.2  ���íà�. Íàïîìíèì, ÷òî �.


Îòâåò: 0.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 93 – 1 = (9 – 1)(92 + 9 + 1) = 8·91 äåëèòñÿ íà 7, òî åñòü 93 ( 1 (mod 7). Ñëåäîâàòåëüíî, 93m ( 1 (mod 7) ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m. Â ÷àñòíîñòè, �EMBED Unknown���( 1 (mod 7), ïîñêîëüêó 99 äåëèòñÿ íà 3.


Òàêæå 8 ( 1 (mod 7), ïîýòîìó 8n ( 1 (mod 7) ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n. Òàêèì îáðàçîì, îáà ÷èñëà �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown��� äàþò ïðè äåëåíèè íà 7 îñòàòêè 1, à èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 7.
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