7 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Ìîæíî ëè ÷èñëî 2025 ðàçáèòü íà ÷åòûðå íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ òàê, ÷òî åñëè ê ïåðâîìó ïðèáàâèòü 2, èç âòîðîãî âû÷åñòü 2, òðåòüå óìíîæèòü íà 2, à ÷åòâåðòîå ðàçäåëèòü íà 2, òî â ðåçóëüòàòå êàæäîãî äåéñòâèÿ ïîëó÷èòñÿ îäíî è òî æå ÷èñëî?


Îòâåò: ìîæíî.


Ðåøåíèå. Ïóñòü x – òðåòüå ÷èñëî, òîãäà ÷åòâåðòîå ðàâíî 4x, âòîðîå ðàâíî 2x + 2, à ïåðâîå – (2x – 2). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: x + 4x + (2x + 2) + (2x – 2) = 2025, îòêóäà x = 225. Çíà÷èò, 2025 = 448 + 452 + 225 + 900.





1.2. Êàæäóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà óâåëè÷èëè íà 1 ñì. Ìîæåò ëè ïðè ýòîì åãî ïëîùàäü óâåëè÷èòüñÿ íà 100 ì2?


Îòâåò: ìîæåò.


Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíû èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû a ñì è b ñì, òîãäà åãî ïëîùàäü ðàâíà ab ñì2, à ïîñëå óâåëè÷åíèÿ îíà ñòàëà ðàâíà (a + 1)(b + 1) = ab + a + b + 1 (ñì2). Òàê êàê 100 ì2 = 1 000 000 ñì2, òî a + b + 1 = 1 000 000, îòêóäà a + b = 999 999.


Ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî. Íàïðèìåð, åñëè ñòîðîíû èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà áûëè ðàâíû 1 ñì è 999 998 ñì, òî åãî ïëîùàäü óâåëè÷èòñÿ òàê, êàê òðåáóåòñÿ.





1.3. Ñóùåñòâóåò ëè òð¸õçíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ïåðâîé öèôðû â êîíåö ÷èñëà óìåíüøèòñÿ â òðè ðàçà?


Îòâåò: íå ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî � EMBED Equation.2  ���, ãäå à ( 0, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ. Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� = 3� EMBED Equation.2  ���, òî åñòü 100a + 10b + c = 300b + 30c + 3a ( 97à = 290b + 29c. 


Íî ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê åãî ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 29, à ëåâàÿ – íåò. Òàêèì îáðàçîì, òàêîãî òð¸õçíà÷íîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Îò äâóõ áð¸âåí îòïèëèëè ïî îäèíàêîâîìó êóñêó, ïîñëå ÷åãî ïåðâîå áðåâíî ñòàëî â 3 ðàçà äëèííåå âòîðîãî. Çàòåì îò êàæäîãî áðåâíà îòïèëèëè åùå ïî òàêîìó æå êóñêó, ïîñëå ÷åãî ïåðâîå áðåâíî ñòàëî â 4 ðàçà äëèííåå âòîðîãî. Âî ñêîëüêî ðàç ïåðâîå áðåâíî áûëî äëèííåå âòîðîãî ïåðâîíà÷àëüíî?
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Ïîñëå âòîðîãî ðàñïèëà�
�
I áðåâíî�
�EMBED Unknown����
�EMBED Unknown����
�EMBED Unknown����
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II áðåâíî�
�EMBED Unknown����
�EMBED Unknown����
�EMBED Unknown����
�
Îòâåò: â 2,5  ðàçà.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóÿ îäèíàêîâûå åäèíèöû äëèíû, è ñîñòàâèì òàáëèöó:


Çàïèñàâ, ñîãëàñíî óñëîâèþ, ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äëèíàìè áðåâåí â âèäå óðàâíåíèé, ïîëó÷èì ñèñòåìó:


�EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���. Âû÷òåì âòîðîå óðàâíåíèå èç ïåðâîãî: 2à = 5b, îòêóäà à = 2,5b.


Âòîðîé ñïîñîá. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå ïåðâîãî ðàñïèëà êîðîòêîå áðåâíî ñîñòàâëÿëî ïîëîâèíó ðàçíîñòè äëèí ïîëó÷èâøèõñÿ áð¸âåí, à ïîñëå âòîðîãî ðàñïèëà – òðåòü. Çíà÷èò, ïðè âòîðîì ðàñïèëå êîðîòêîå áðåâíî óìåíüøèëîñü íà � EMBED Equation.2  ��� – � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� ðàçíîñòè. Ïîýòîìó äî ïåðâîãî ðàñïèëà êîðîòêîå áðåâíî ñîñòàâëÿëî � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� ðàçíîñòè äëèí áð¸âåí, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îíî ñîñòàâëÿëî � EMBED Equation.2  ��� : (� EMBED Equation.2  ��� + 1) = � EMBED Equation.2  ��� îò áîëåå äëèííîãî.





�


Ðèñ. 1


2.2. Äàí êâàäðàò ABCD. Íà îòðåçêàõ BC è BD ïîñòðîåíû ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè BEC è BFD ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé BD). Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê FE ðàâåí ñòîðîíå êâàäðàòà.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè BEF è BCD (ñì. ðèñ. 1): BE = BC, BF = BD (ñòîðîíû ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ), à óãëû EBF è CBD ðàâíû, òàê êàê êàæäûé äîïîëíÿåò óãîë FBC äî óãëà ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà (äî 60°). Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèêè BEF è BCD ðàâíû (ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè), îòêóäà EF = CD, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Îòìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê BEF ìîæíî ïîëó÷èòü èç òðåóãîëüíèêà BCD ïîâîðîòîì âîêðóã òî÷êè Â íà 60( ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.





2.3. Ìîæíî ëè çàïèñàòü ïî êðóãó 2025 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ íàöåëî áîëüøåãî íà ìåíüøåå áûëî ïðîñòûì ÷èñëîì?


Îòâåò: íåëüçÿ.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåíèì êàæäîå çàïèñàííîå ÷èñëî íà êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé â åãî ðàçëîæåíèè. Òàê êàê ïðè êàæäîì äåëåíèè äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïðè òàêîé çàìåíå ÷¸òíûå è íå÷¸òíûå ÷èñëà äîëæíû ÷åðåäîâàòüñÿ. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ÷èñëî 2025 íå÷¸òíîå.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü óêàçàííàÿ ðàññòàíîâêà ÷èñåë âîçìîæíà. Áóäåì êàæäûé ðàç äåëèòü ÷èñëî íà ñëåäóþùåå çà íèì, íàïðèìåð, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 2025 ÷èñåë, êîòîðûå ëèáî ïðîñòûå, ëèáî îáðàòíûå ê ïðîñòûì. Ïåðåìíîæèì ïîëó÷åííûå ÷èñëà. Ýòî ïðîèçâåäåíèå äîëæíî áûòü ðàâíî 1, íî êîëè÷åñòâî ìíîæèòåëåé íå÷¸òíî, ïîýòîìó â ïîëó÷åííîì äðîáíîì âûðàæåíèè âñå ïðîñòûå ÷èñëà ñîêðàòèòüñÿ íå ìîãóò. Ïðîòèâîðå÷èå.





Òðåòèé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


3.1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n òàêîâû, ÷òî m2 + n2 + 1 = 2(mn + m + n). Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà m è n ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå ðàâåíñòâî: m2 + n2 + 1 = 2(mn + m + n) ( m2 + n2 + 1 – 2mn – 2n + 2m = 4m ( (m – n + 1)2 = 4m. Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà – êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà è 4 = 22, ïîýòîìó m – êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.


Äåéñòâóÿ âíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (n – m + 1)2 = 4n, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî è ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå ðàâåíñòâî èíà÷å: m2 + n2 + 1 = 2(mn + m + n) ( m2 + n2 + 1 + 2mn – 2m – 2n = 4mn ( (m + n – 1)2 = 4mn. Çíà÷èò, 4mn ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, òîãäà è mn ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.


Êðîìå òîãî, èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî m è n – âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû îíè èìåëè îáùèé äåëèòåëü ð ( 1, òî ðàâåíñòâî áûëî áû íåâîçìîæíî, òàê êàê åãî ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà ð, à ëåâàÿ íå äåëèòñÿ. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êàæäîå èç ÷èñåë m è n ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. 





�


Ðèñ. 2


3.2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ñ ïðÿìûì óãëîì À ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BL. Íà ñòîðîíå ÂÑ îòìå÷åíà òî÷êà Å, à íà îòðåçêå ÑL – òî÷êà D òàê, ÷òî (LDE = 90( è AL = DE. Äîêàæèòå, ÷òî ÀÂ = LD + BE.


Ðåøåíèå. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð LH íà ãèïîòåíóçó BC (ñì. ðèñ. 2). Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè LBH è LBA ðàâíû (ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó), îòêóäà BH = BA è LH = LA = DE. 


Òàê êàê LH è DE – ðàâíûå êàòåòû ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ LCH è ECD ñ îáùèì îñòðûì óãëîì C, òî ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû, îòêóäà LC = EC, HC = DC. Ñëåäîâàòåëüíî, LD = LC – DC = EC – HC = EH. Òàêèì îáðàçîì, AB = BH = BE + EH = BE + LD, ÷òî è òðåáîâàëîñü.





3.3. Äâîå ó÷àñòíèêîâ øàõìàòíîãî òóðíèðà (êàæäûé èãðàë ñ êàæäûì îäèí ðàç) âûáûëè èç íåãî, ñûãðàâ ïî òðè ïàðòèè. Ñêîëüêî ó÷àñòíèêîâ íà÷àëè òóðíèð, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âñåãî ïî îêîí÷àíèþ òóðíèðà áûëî ñûãðàíî 83 ïàðòèè?


Îòâåò: 15. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü íà÷àëè òóðíèð n + 2 øàõìàòèñòà, òîãäà ó÷àñòíèêè, êîòîðûå èãðàëè äî êîíöà, ñûãðàëè äðóã ñ äðóãîì � EMBED Equation.2  ��� ïàðòèé, à âûáûâøèå ó÷àñòíèêè ñûãðàëè ëèáî 6, ëèáî 5 ïàðòèé (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, óñïåëè ëè îíè ñûãðàòü äðóã ñ äðóãîì). Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ��� = 77 èëè � EMBED Equation.2  ���= 78, îòêóäà n(n – 1) = 154 èëè n(n – 1) = 156.


Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü íàéòè äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 154 èëè 156. Çàìåòèì, ÷òî 11(12 < 154, à 12(13 = 156. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå óðàâíåíèå íå èìååò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé, à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì, ÷òî n = 13, òîãäà n + 2 = 15.





×åòâåðòûé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


4.1. Äîêàæèòå, ÷òî � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî �EMBED Unknown���.


Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèÿ: �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Òîãäà �EMBED Unknown���, ïîýòîìó �EMBED Unknown���, îòêóäà �EMBED Unknown���, ÷òî è òðåáîâàëîñü. 


�





4.2. Ñðàâíèòå âåëè÷èíû îñòðûõ óãëîâ ABC è MNK (ñì. ðèñóíîê).


Îòâåò: (ABC < (MNK.


�


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Äîïîëíèì êàæäûé èç äàííûõ óãëîâ äî ïðÿìûõ óãëîâ: ïðîâåäåì îòðåçêè BD è NP òàê, ÷òî (ABD = (KNP = 90°, ïðè÷¸ì BD = ÂÀ è NP = NK (ñì. ðèñ. 3à). Ïðîâåä¸ì òåïåðü áèññåêòðèñó óãëà CBD è ìåäèàíó NL òðåóãîëüíèêà MNP. Òîãäà óãîë CBD ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâûõ óãëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí óãëó PNL, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü óãëû PNL è MNL. 


Ðèñ. 3à


�


Äëÿ ýòîãî ïðîâåä¸ì ïåðïåíäèêóëÿð LH ê ïðÿìîé MN. Òîãäà LH < LM = LP. Òàêèì îáðàçîì, ó ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ PNL è HNL îáùàÿ ãèïîòåíóçà, à êàòåò LP áîëüøå êàòåòà LÍ, ïîýòîìó (PNL > (ÍNL = (MNL. Ñëåäîâàòåëüíî, (ABC = 90( – (CBD < 90( – (MNP = (MNK.


Ðèñ. 3á


Ñðàâíåíèå óãëîâ PNL è MNL ìîæíî îáîñíîâàòü èíà÷å. Òàê êàê òðåóãîëüíèê PNM – ïðÿìîóãîëüíûé è NL – åãî ìåäèàíà, òî ðàññòîÿíèå îò L äî ïðÿìîé MN ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò L äî ïðÿìîé NP, çíà÷èò áèññåêòðèñà óãëà PNM ïðîõîäèò âíóòðè óãëà PNL. Çíà÷èò, (PNL > (MNL. 


Âòîðîé ñïîñîá. Ïîñòðîèì îòðåçêè BD è NO (ñì. ðèñ. 3á) òàê, ÷òîáû óãëû DBC è ONK îêàçàëèñü ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó BN, òîãäà ýòè óãëû áóäóò ðàâíûìè. Îáîçíà÷èì óãîë ABD ÷åðåç (, à óãîë OMN – ÷åðåç (, òîãäà (ABC = (DBC – (, à (MNK = (ONK – (. Çíà÷èò, òåïåðü äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ( è(.


Ïîñòðîèì òðåóãîëüíèê OPM, ðàâíûé òðåóãîëüíèêó ABD. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçêè PO è NO ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëÿìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðîì 1(3, ïîýòîìó òî÷êè N, O è P ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, ( è ( – ýòî óãëû òðåóãîëüíèêà NPM, ïðè÷åì ( ëåæèò íàïðîòèâ ñòîðîíû äëèíîé 3 êëåòêè, à ( – íàïðîòèâ ñòîðîíû, äëèíà êîòîðîé áîëüøå òð¸õ êëåòîê. Ñëåäîâàòåëüíî, ( > (. Òàêèì îáðàçîì, (ABC = (DBC  – ( < (ONK – ( = (MNK.
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4.3. Êëåò÷àòûé êâàäðàò ðàçðåçàëè íà òåòðàìèíî, ïðè÷¸ì âñå ïÿòü âèäîâ òåòðàìèíî (ñì. ðèñóíîê) îêàçàëèñü èñïîëüçîâàíû îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ðàç. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ïëîùàäü òàêîãî êâàäðàòà? Ôèãóðû ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåâîðà÷èâàòü.


Îòâåò: 400 êëåòîê. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü êâàäðàò ðàçðåçàí íà n òåòðàìèíî êàæäîãî âèäà. Ïÿòü ðàçëè÷íûõ òåòðàìèíî èìåþò ñóììàðíóþ ïëîùàäü 5(4 = 20 êëåòîê, ïîýòîìó èñêîìàÿ ïëîùàäü êâàäðàòà ðàâíà 20n. Äîêàæåì, ÷òî n – ÷¸òíîå ÷èñëî.


�


Äåéñòâèòåëüíî, ðàñêðàñèì êëåòêè èñêîìîãî êâàäðàòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, òîãäà ÷¸ðíûõ è áåëûõ êëåòîê áóäåò ïîðîâíó, òàê êàê ÷èñëî 20n – ÷¸òíîå. Íî êàæäûé èç ÷åòûð¸õ âèäîâ òåòðàìèíî çàéì¸ò ïî äâå êëåòêè êàæäîãî öâåòà, à òåòðàìèíî â âèäå áóêâû Ò çàéìåò òðè êëåòêè îäíîãî öâåòà è îäíó êëåòêó äðóãîãî. Ïîýòîìó íå÷¸òíîå êîëè÷åñòâî Ò-òåòðàìèíî íåâîçìîæíî ðàçìåñòèòü òàê, ÷òîáû îíè â ñóììå çàíÿëè ïîðîâíó êëåòîê êàæäîãî öâåòà. 


�


Ðèñ. 4à


Ðèñ. 4á


Òàê êàê 20n = 22(5n, òî íàèìåíüøåå ÷¸òíîå çíà÷åíèå n, äëÿ êîòîðîãî 20n ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, ðàâíî 20. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà äëÿ êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 20 êëåòîê ìîæíî, íàïðèìåð, âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî èç ÷åòûð¸õ Ò-òåòðàìèíî ìîæíî ñëîæèòü êâàäðàò 4(4 (ñì. ðèñ. 4à), à èç ÷åòûð¸õ Z-òåòðàìèíî è ÷åòûð¸õ óãîëêîâ ìîæíî ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê 4(8 (ñì. ðèñ. 4á): Òîãäà èç ïÿòè êâàäðàòîâ 4(4 ìîæíî ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê 4(20, èç ïÿòè ïðÿìîóãîëüíèêîâ 4(8 – ïðÿìîóãîëüíèê 8(20, à îñòàâøèéñÿ ïðÿìîóãîëüíèê 8(20 çàìîñòèòü äâàäöàòüþ êâàäðàòàìè 2(2 è äâàäöàòüþ ïðÿìîóãîëüíèêàìè 1(4.





�PAGE  �








�PAGE  �4�














