Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà


12.10.2024


9 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: – 2; – 0,5.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: à3 + b3 = 27. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììû êóáîâ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî à + b = 3, ýòî óðàâíåíèå óäîáíî çàïèñàòü òàê: (à + b)((à + b)2 – 3ab) = 33 ( 32 – 3ab = 32 ( a = 0 èëè b = 0. Òàêèì îáðàçîì, x = – 2 èëè x = – 0,5.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðè óñëîâèè õ ( – 1 óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà (õ + 1)3. Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì: 2õ3 + 7õ2 + 7õ + 2 = 0 ( 2(õ3 + 1) + 7õ(õ + 1) = 0 ( (õ + 1)(2õ2 + 5õ + 2) = 0 ( x = – 2 èëè x = – 0,5.


� EMBED PBrush  ���


1.2. Âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû äâå ïîëóîêðóæíîñòè äèàìåòðà 2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ äðóãîé ïîëóîêðóæíîñòè è äâóõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà (ñì. ðèñóíîê). Íàéäèòå äëèíó åãî äèàãîíàëè.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���.


Ðèñ. 1


�


Ðåøåíèå. Ïóñòü P è Q – öåíòðû ïîëóîêðóæíîñòåé, K – òî÷êà êàñàíèÿ ïîëóîêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Ð ñî ñòîðîíîé AD, òîãäà PK = 1 (ñì. ðèñ. 1). Òàê êàê PQ ñîäåðæèò òî÷êó Ì êàñàíèÿ ïîëóîêðóæíîñòåé, òî PQ = 2. Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà PQK ïîëó÷èì, ÷òî KQ = � EMBED Equation.2  ���. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Òàê êàê ABPK – êâàäðàò, òî AK = DQ = 1, çíà÷èò, AD = 2 + � EMBED Equation.2  ���. Äèàãîíàëü BD = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. 


Âòîðîé ñïîñîá. Òî÷êà Ì êàñàíèÿ ïîëóîêðóæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ èõ öåíòðîì ñèììåòðèè, à òàêæå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè ïðÿìîóãîëüíèêà, òî åñòü ñåðåäèíîé åãî äèàãîíàëè BD. Ïî òåîðåìå î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé DK2 = DB(DM, òî åñòü DK2 = 0,5DB2, îòêóäà DB = DK� EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���.


Ëþáèòåëè òðèãîíîìåòðèè ìîãóò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî óãîë ìåæäó äèàãîíàëüþ DB è ñòîðîíîé DA ðàâåí 15° (îí ðàâåí ïîëîâèíå âíåøíåãî óãëà PQA), îòêóäà �EMBED Unknown��� = � EMBED Equation.2  ���.


Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ, êàçàëîñü áû, ðàçíûå îòâåòû. Íî ýòî íå òàê, ÷òî ïðîùå âñåãî ïðîâåðèòü âîçâåäåíèåì â êâàäðàò, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýòî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà; � EMBED Equation.2  ���.


1.3. Ìîæíî ëè, èñïîëüçóÿ òîëüêî öèôðû 2, 3, 4, 9, ñîñòàâèòü äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, îäíî èç êîòîðûõ â 19 ðàç áîëüøå äðóãîãî?


Îòâåò: íåëüçÿ.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà à è b, ÷òî à = 19b, òîãäà  öèôðà åäèíèö ÷èñëà à äîëæíà áûòü ïîñëåäíåé öèôðîé ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëà 9 è öèôðû åäèíèö ÷èñëà b. Íî ïðè óìíîæåíèè 9 íà 2, 3, 4 è 9 ïîñëåäíåé öèôðîé ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ öèôðû 8, 7, 6 è 1 ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûõ íåò ïî óñëîâèþ. Ïðîòèâîðå÷èå.


Âòîðîé ñïîñîá. Åñëè îäíî èç ÷èñåë â 19 ðàç áîëüøå äðóãîãî, òî èõ ñóììà äåëèòñÿ íà 20, ïîýòîìó îíà äîëæíà çàêàí÷èâàòüñÿ íóë¸ì. Íî ïðè ñëîæåíèè ëþáûõ äâóõ öèôð èç äàííûõ íóëÿ íà êîíöå áûòü íå ìîæåò, â òîì ÷èñëå è â ñëó÷àå, êîãäà îáà ÷èñëà îêàí÷èâàþòñÿ îäíîé è òîé æå öèôðîé. Çíà÷èò, ïîëó÷èòü òðåáóåìûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà íåâîçìîæíî.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Ïóñòü à, b è ñ – ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî a2(c – b) + b2(a – c) + c2(b – a) íå ðàâíî íóëþ.


Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì äàííîå âûðàæåíèå íà ìíîæèòåëè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ñäåëàåì èç òð¸õ ñëàãàåìûõ ÷åòûðå: a2(c – b) + b2(a – c) + c2(b – a) = a2((c – à) + (à – b)) + b2(a – c) + c2(b – a) = a2(c – à) + a2(à – b) + b2(a – c) + c2(b – a) = (c – à)(a2 – b2) + (à – b)(a2 – ñ2) = (ñ – a)(à – b)(à + b) + (a – b)(à – c)(à + c) = (ñ – a)(à – b)(à + b – a – c) = (ñ – a)(à – b)(b – c). 


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàñêðîåì âòîðóþ è òðåòüþ ñêîáêè è âûäåëèì êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí ñ ïåðåìåííîé à: a2(c – b) + b2(a – c) + c2(b – a) = a2(c – b) + ab2 – cb2 + c2b – c2a = a2(c – b) + a(b2 – c2) + ñb(c – b) = a2(c – b) – a(c – b)(c + b) + bc(c – b) = (c – b)(a2 – (b + c)a + bc) = (c – b)(a – b)(à – c), òàê êàê b è c – êîðíè òð¸õ÷ëåíà.


Òàêæå ìîæíî, íå ðàñêðûâàÿ ñêîáîê, ñêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì òð¸õ÷ëåíîì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé à ñ êîýôôèöèåíòîì (c – b) ïåðåä à2 è íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé óáåäèòüñÿ, ÷òî b è ñ – åãî êîðíè. Òåì ñàìûì ïîëó÷èòü òàêîå æå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè.


Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå, ðàâíîå èñõîäíîìó âûðàæåíèþ, îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû õîòÿ áû äâà èç ÷èñåë à, b èëè ñ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.


�


2.2. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ òð¸õ îäèíàêîâûõ êðóãîâ ðàäèóñà 1 ìîæíî ïîêðûòü ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ãèïîòåíóçîé 4.


Ðåøåíèå. Ïóñòü M – ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû AB ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, MD è ME – åãî ñðåäíèå ëèíèè. Òîãäà òðåóãîëüíèê ABC ðàçáèâàåòñÿ íà ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ADM è BEM ñ ãèïîòåíóçîé 2 è ïðÿìîóãîëüíèê CDME ñ äèàãîíàëüþ 2 (ñì. ðèñ. 2). Çíà÷èò, êðóãè ðàäèóñà 1, îïèñàííûå îêîëî ýòèõ òð¸õ ôèãóð, öåëèêîì ïîêðîþò òðåóãîëüíèê ÀÂÑ.


Ðèñ. 2




















2.3. Íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 5 è 8. Çà îäèí õîä ìîæíî ëèáî óâåëè÷èòü îáà ÷èñëà íà 1, ëèáî ðàçäåëèòü íà èõ îáùèé íàòóðàëüíûé äåëèòåëü. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî õîäîâ äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî íà äîñêå áóäóò çàïèñàíû ÷èñëà 5 è 3?


Îòâåò: íåëüçÿ. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå áûëî ÷¸òíîå ÷èñëî è íå÷¸òíîå. Ïðèáàâëåíèå åäèíèöû ê êàæäîìó èç ÷èñåë íå ìåíÿåò ýòó ñèòóàöèþ: áóäåò îïÿòü îäíî ÷¸òíîå è îäíî íå÷¸òíîå. Ëþáîé îáùèé äåëèòåëü ÷¸òíîãî è íå÷¸òíîãî ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ íå÷¸òíûì, ïîýòîìó ïðè äåëåíèè íà íåãî ñíîâà ïîëó÷èòñÿ îäíî ÷¸òíîå ÷èñëî è îäíî íå÷¸òíîå. Òàêèì îáðàçîì, äâà íå÷¸òíûõ ÷èñëà ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðè óâåëè÷åíèè íà 1 ðàçíîñòü çàïèñàííûõ ÷èñåë íå èçìåíÿåòñÿ, à ïðè äåëåíèè íà èõ îáùèé äåëèòåëü ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëàìè óìåíüøàåòñÿ â öåëîå ÷èñëî ðàç. Âíà÷àëå ýòà ðàçíîñòü ðàâíà 3, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòü ðàâíîé 2 îíà íå ìîæåò.





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


�


3.1. Êðîêîäèë ïåðåïëûë ðåêó çà 6 ìèíóò. Îí ïëûë ïåðïåíäèêóëÿðíî áåðåãàì, íî òå÷åíèåì åãî ñíåñëî íà ïîëîâèíó øèðèíû ðåêè. Çà êàêîå âðåìÿ îí ñìîæåò ïðèïëûòü îáðàòíî â òî÷êó ñòàðòà?


Îòâåò: çà 10 ìèíóò.


Ðèñ. 3


Ðåøåíèå. Ïóñòü À – òî÷êà ñòàðòà, Â – òî÷êà, â êîòîðóþ êðîêîäèë ïðèïëûë, Ñ – òî÷êà, ëåæàùàÿ íàïðîòèâ À, â íàïðàâëåíèè êîòîðîé îí ïëûë (ñì. ðèñ. 3). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÂÑ = 1, òîãäà ïî óñëîâèþ ÀÑ = 2. Òàê êàê êðîêîäèëà îòíîñèò òå÷åíèåì íà ïîëîâèíó ðàññòîÿíèÿ, êîòîðîå îí ñîáèðàåòñÿ ïðîïëûòü, òî îáðàòíî îí äîëæåí ïëûòü â òàêóþ òî÷êó D, ÷òî BD = 2AD. 


Ïóñòü AD = x, òîãäà BD = 2x. Åñëè Å – òî÷êà, ëåæàùàÿ íàïðîòèâ Â, òî èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà BED ïîëó÷èì: BD2 = BE2 + DE2, òî åñòü 4x2 = 4 + (x + 1)2 ( 3x2 – 2x – 5 = 0. Òàê êàê x > 0, òî x = � EMBED Equation.2  ���. Çíà÷èò, íà îáðàòíûé ïóòü â òî÷êó À êðîêîäèë çàòðàòèò � EMBED Equation.2  ��� = 10 ìèíóò.


3.2. Íà ñòîðîíå ÀÑ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ êàê íà äèàìåòðå ïîñòðîåíà ïîëóîêðóæíîñòü âíå òðåóãîëüíèêà. Íà ýòîé ïîëóîêðóæíîñòè îòìå÷åíû òî÷êè K è L, êîòîðûå äåëÿò å¸ íà òðè ðàâíûå äóãè. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ BK è BL ñî ñòîðîíîé ÀÑ äåëÿò ýòó ñòîðîíó íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.


�


Ðåøåíèå. Ïóñòü BK è BL ïåðåñåêàþò ÀÑ â òî÷êàõ D è Å ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 4 à, á). Òîãäà îòðåçêè AD è CE ðàâíû, òàê êàê îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AC. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó. 


Ïåðâûé ñïîñîá. Èç ðàâåíñòâà äóã AK, KL è CL ñëåäóåò ðàâåíñòâî ñòÿãèâàþùèõ èõ õîðä: AK = KL = CL, à òàêæå, ÷òî KL || AC. 


Ðèñ. 4à


Ïðîäëèì KL äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé AB â òî÷êå Ì (ñì. ðèñ. 4à). Òàê êàê äóãà CK ñîñòàâëÿåò äâå òðåòè îò ïîëîâèíû îêðóæíîñòè, òî å¸ ãðàäóñíàÿ ìåðà ðàâíà 120(. Çíà÷èò, (KAC = 60( = (BAC, òîãäà (KAÌ = 60( è (KÌÀ = 60( (òàê êàê KM || AC). Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèê MKA ðàâíîñòîðîííèé, ïîýòîìó KM = KA = KL.


Â òðàïåöèè MLEA ïðîäîëæåíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B, K – ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ ML, ïîýòîìó D – ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ AE, îòêóäà AD = DE, ÷òî è òðåáîâàëîñü. 


�


Ðèñ. 4á


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðîäîëæèì AK è CL äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå P (ñì. ðèñ. 4á). Òàê êàê òî÷êè K è L  äåëÿò ïîëóîêðóæíîñòü íà òðè ðàâíûõ äóãè, òî âïèñàííûå óãëû KAC è LCA ðàâíû ïî 60°, òî åñòü òðåóãîëüíèê APC ðàâíîñòîðîííèé. AL è CK ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ ýòîãî òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ è åãî ìåäèàíàìè.


×åòûðåõóãîëüíèê APCÂ ñîñòàâëåí èç äâóõ ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì, à åãî äèàãîíàëü AC ñîäåðæèò ìåäèàíû òðåóãîëüíèêîâ BCP è BAP. Òàêèì îáðàçîì, E è D – òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêîâ BCP è BAP, îòêóäà �EMBED Unknown���.


3.3. Â øàõìàòíîì êðóãîâîì òóðíèðå 8 ó÷àñòíèêîâ, èç êîòîðûõ ÷åòâåðî âûõîäÿò â ôèíàë. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî î÷êîâ ãàðàíòèðóåò øàõìàòèñòó âûõîä â ôèíàë? Êàæäûé ó÷àñòíèê èãðàåò ñ êàæäûì îäèí ðàç, ïîáåäà – 1 î÷êî, íè÷üÿ – 0,5, ïîðàæåíèå – 0.


Îòâåò: 5,5 î÷êîâ. 


Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî 5 î÷êîâ ìîæåò íå õâàòèòü äëÿ âûõîäà â ôèíàë. Âñåãî â òóðíèðå ðàçûãðûâàåòñÿ 7(8 : 2 = 28 î÷êîâ. Òîãäà, íàïðèìåð, âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà 5 øàõìàòèñòîâ íàáðàëè ïî 5 î÷êîâ, à åù¸ òðè ó÷àñòíèêà íàáðàëè ïî îäíîìó î÷êó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü êàæäûé èç ïÿòè øàõìàòèñòîâ, ïðåòåíäóþùèõ íà âûõîä â ôèíàë, âûèãðàë âñå ïàðòèè ó òð¸õ îñòàëüíûõ, à âñå îñòàëüíûå ïàðòèè çàêîí÷èëèñü âíè÷üþ. 


Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî 5,5 î÷êîâ çàâåäîìî äîñòàòî÷íî äëÿ âûõîäà â ôèíàë. Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà õîòÿ áû ïî 5,5 î÷êîâ äîëæíû íàáðàòü õîòÿ áû ïÿòü ó÷àñòíèêîâ, òî åñòü â ñóììå îíè äîëæíû íàáðàòü íå ìåíüøå, ÷åì 5,5(5 = 27,5 î÷êîâ. Òîãäà òðîå îñòàëüíûõ äîëæíû íàáðàòü â ñóììå íå áîëåå 0,5 î÷êîâ, íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê òîëüêî â ìàò÷àõ ìåæäó ñîáîé îíè ðàçûãðûâàþò 3 î÷êà. 





×åòâ¸ðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 989(1001(1007 + 320 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¸õ íàòóðàëüíûõ ìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ áîëüøå 1.


Îòâåò: 989(1001(1007 + 320 = 991(997(1009.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü 997 = t, òîãäà èñõîäíîå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä: (t – 8)(t + 4)(t + 10) + 320 = (t2 – 4t – 32)(t + 10) + 320 = t3 + 6t2 – 72t = t(t2 + 6t – 72) = t(t – 6)(t + 12) = 997(991(1009.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü 1009 = t, òîãäà èñõîäíîå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä: (t – 20)(t – 8)(t – 2) + 320 = (t – 20)(t2 – 10t + 16) + 320 = t3 – 30t2 + 216t = t(t2 – 30t + 216) = t(t – 12)(t – 18) = 1009(997(991.


Òðåòèé ñïîñîá. Ïóñòü 991 = t, òîãäà èñõîäíîå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä: (t – 2)(t + 10)(t + 16) + 320 = (t2 + 8t – 20)(t + 16) + 320 = t3 + 24t2 + 108t = t(t2 + 24t + 108) = t(t + 6)(t + 18) = 991(997(1009.


Èäåè óêàçàííûõ çàìåí âîçíèêàþò èç òàêèõ ñîîáðàæåíèé: ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê æåëàòåëüíî ïîëó÷èòü êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ó êîòîðîãî ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ. Çàìåòèì, ÷òî 1001 – 989 = 12, 1007 – 1001 = 6. Çíà÷èò, ÷èñëî –320 íàäî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¸õ öåëûõ ìíîæèòåëåé òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü ìåæäó âòîðûì è ïåðâûì áûëà 12, à ìåæäó òðåòüèì è âòîðûì ðàâíÿëàñü 6: –320 = – 26(5 = (–2)(10(16 = (–8)(4(10 = (–20)((–8)((–2). Ýòî è ïîäñêàçûâàåò óäîáíûå çàìåíû.


×åòâ¸ðòûé ñïîñîá. Ïóñòü 999 = t, òîãäà èñõîäíîå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä: (t – 10)(t + 2)(t + 8) + 320 = (t – 10)(t2 + 10t + 16) + 320 = t3 – 84t + 160 = (t3 – 4t) – (80t – 160) = t(t – 2)(t + 2) – 80(t – 2) = (t – 2)(t2 + 2t – 80) = (t – 2)(t – 8)(t + 10) = 997(991(1009.


Èäåÿ ýòîé çàìåíû: 999 ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ÷èñåë 989, 1001 è 1007, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïîëó÷èòü ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòîì 0 ïåðåä t2.


Âîçìîæíû è äðóãèå çàìåíû, íî îíè ïðèâîäÿò ê áîëåå ãðîìîçäêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì. 


Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âñå òðè ïîëó÷èâøèõñÿ ìíîæèòåëÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.


4.2. ×åðåç òî÷êó Ì, ëåæàùóþ âíóòðè îêðóæíîñòè è îòëè÷íóþ îò å¸ öåíòðà, ïðîâåäåíû òðè õîðäû òàê, ÷òî óãîë ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ðàâåí 60(. Îáðàçîâàëîñü øåñòü îòðåçêîâ, ó êîòîðûõ îäèí êîíåö ëåæèò íà îêðóæíîñòè, à äðóãîé – â òî÷êå Ì. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äëèí òð¸õ îòðåçêîâ, âçÿòûõ ÷åðåç îäèí, ðàâíà ñóììå äëèí äðóãèõ òð¸õ îòðåçêîâ.


�


Ðåøåíèå. Ïóñòü ÷åðåç òî÷êó Ì ïðîâåäåíû óêàçàííûì îáðàçîì õîðäû AD, BE è CF (ñì. ðèñ. 5). Èç öåíòðà Î îêðóæíîñòè îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû OK, OL è OP íà AD, BE è CF ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òî÷êè K, L è P – ñåðåäèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ õîðä è ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì OM.


Ðèñ. 5


Ïî ñâîéñòâó óãëîâ, âïèñàííûõ â îêðóæíîñòü, (PKL = (PML = 60( è (KÐL = (KML = 60(, çíà÷èò, òðåóãîëüíèê PKL ðàâíîñòîðîííèé. Ïî òåîðåìå Ïîìïåþ ML = MK + MP.


Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îäíà èç äâóõ ñóìì â óñëîâèè ðàâíà ïîëóñóììå äëèí õîðä AD, BE è CF. Òîãäà âòîðàÿ ñóììà òàêæå áóäåò ðàâíà ýòîé æå âåëè÷èíå, îòêóäà è áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, ÀÌ + ÑÌ + ÅÌ = AK – MK + CP – MP + EL + ML = AK + CP + EL = 0,5(AD + BE + CF). 


4.3. Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè îòìåòèëè 14 êëåòîê. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéä¸òñÿ êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé ðîâíî 7 îòìå÷åííûõ êëåòîê?


Îòâåò: íå îáÿçàòåëüíî.
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Ðåøåíèå. Ïðèìåð – ñì. ðèñ. 6: îòìå÷åíû âñå ãðàíè÷íûå êëåòêè êâàäðàòà 5(5, êðîìå äâóõ – ïîëó÷àþòñÿ äâà óãîëêà èç ñåìè êëåòîê.


Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. 


Ðèñ. 6


1) Ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæèò êëåòêè òîëüêî îäíîé ñòîðîíû êâàäðàòà èëè äâóõ. Òîãäà ëèáî ýòî äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû, íà êàæäîé èç êîòîðûõ íå áîëåå òð¸õ îòìå÷åííûõ êëåòîê, ëèáî äâå ñîñåäíèå, íà êîòîðûõ íå áîëåå ïÿòè îòìå÷åííûõ êëåòîê è îäíà îáùàÿ óãëîâàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæèò íå áîëåå øåñòè îòìå÷åííûõ êëåòîê.


2) Ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæèò êëåòêè òð¸õ ñòîðîí êâàäðàòà. Åñëè îí ñîäåðæèò êëåòêè îáåèõ âåðòèêàëüíûõ ñòîðîí, òî â í¸ì ÷¸òíîå ÷èñëî îòìå÷åííûõ êëåòîê, à åñëè êëåòêè îáåèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîí, òî â íåãî ïîïàäàåò ëèáî íåïîëíûé óãîëîê, ëèáî îäèí ïîëíûé óãîëîê è êëåòêè âòîðîãî óãîëêà. 


Òàêèì îáðàçîì, íåò ïðÿìîóãîëüíèêà, ñîäåðæàùåãî ðîâíî ñåìü îòìå÷åííûõ êëåòîê.





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x è y èç èíòåðâàëà (0; 1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Òàê êàê 0 < x < 1 è 0 < y < 1, òî � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ��� = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Âòîðîé ñïîñîá. Óìíîæèì îáå ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâà íà (1 + õ)(1 + ó) > 0. Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���.


Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê ïðè 0 < x < 1 è 0 < y < 1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà x3 < x è y3 < y.


Ïîëó÷èâ íåðàâåíñòâî õ2 – õó + ó2 < 1, ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ f(x) = õ2 – óx + ó2 – 1. Òàê êàê «âåòâè» å¸ ãðàôèêà íàïðàâëåíû ââåðõ, f(0) = ó2 – 1 < 0 è f(1) = y(y – 1 ) < 0, åñëè 0 < y < 1, òî ïðè âñåõ x((0; 1) f(x) < 0. Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òðåáóåìîãî íåðàâåíñòâà.


5.2. Â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå ðàâíû òðè ïàðû ïðîòèâîëåæàùèõ óãëîâ. Âåðíî ëè, ÷òî â í¸ì åñòü ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû?


�


Ðèñ. 7


Îòâåò: âåðíî.


Ðåøåíèå. Ïóñòü â øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF: (A = (D = x, (B = (E = y, (C = (F = z. Òàê êàê ñóììà óãëîâ øåñòèóãîëüíèêà ðàâíà 720(, òî x + y + z =  360(. 


Ïðîäëèì, íàïðèìåð, ñòîðîíó ÂÑ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé AF â òî÷êå G è âûðàçèì óãîë AGB (ñì. ðèñ. 7). Â òðåóãîëüíèêå AGB âíåøíèå óãëû ïðè âåðøèíàõ À è Â ðàâíû x è y, ïîýòîìó âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå G ðàâåí 360( – (x + y) = z. Ñëåäîâàòåëüíî, (AGB = 180( – z. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà âíóòðåííèõ îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ïðè ïðÿìûõ AF è CD è ñåêóùåé CG ðàâíà 180(, çíà÷èò, AF || CD.


Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü äâóõ äðóãèõ ïàð ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí, òî åñòü â òàêîì øåñòèóãîëüíèêå ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû.


5.3. Ïîâåðõíîñòü êóáà ïîëíîñòüþ îêðàøåíà. Åãî ðàñïèëèëè íà íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ êóáèêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî êîëè÷åñòâî âîâñå íåîêðàøåííûõ êóáèêîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó êóáèêîâ, ó êîòîðûõ îêðàøåíà ðîâíî îäíà ãðàíü. Íà êàêîå êîëè÷åñòâî êóáèêîâ áûë ðàñïèëåí êóá?


Îòâåò: Íà 512 êóáèêîâ.


Ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êóá ðàñïèëåí íà åäèíè÷íûå êóáèêè. Íåîêðàøåííûå êóáèêè íå ïðèìûêàþò ê ïîâåðõíîñòè êóáà è îáðàçóþò êóá, äëèíó ðåáðà êîòîðîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç n. Êóáèêè, ó êîòîðûõ îêðàøåíà ðîâíî îäíà ãðàíü, ïðèìûêàþò ê ïîâåðõíîñòè, íî íå ê ð¸áðàì êóáà, è èõ îêðàøåííûå ãðàíè îáðàçóþò øåñòü êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé n. Òîãäà íåîêðàøåííûõ êóáèêîâ n3, à ñîäåðæàùèõ ðîâíî îäíó îêðàøåííóþ ãðàíü – 6n2. Ïî óñëîâèþ n3 =  6n2, îòêóäà n = 0 èëè n = 6, à èñõîäíûé êóá èìååò ðàçìåðû 2(2(2 èëè 8(8(8 ñîîòâåòñòâåííî.
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