Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà


22.11.2025


11 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: 1.


�


Ðåøåíèå. � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Ïî îïðåäåëåíèþ ñòåïåííîé ôóíêöèè ñ îòðèöàòåëüíûì äðîáíûì ïîêàçàòåëåì �EMBED Unknown���. Çàìåòèì, ÷òî x = 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ. Äðóãèõ êîðíåé íåò, òàê êàê ôóíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âîçðàñòàåò, à â ïðàâîé ÷àñòè – óáûâàåò.


1.2. Ïÿòü êâàäðàòîâ ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïëîùàäè ÷åòûð¸õ èç íèõ äàíû. Íàéäèòå ïëîùàäü ïÿòîãî, ñàìîãî áîëüøîãî.


Îòâåò: 135.


�


Ðèñ. 1


Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì íåêîòîðûå âåðøèíû êâàäðàòîâ áóêâàìè À, B, C è D, íàéä¸ì è óêàæåì íà ÷åðòåæå äëèíû ñòîðîí òð¸õ êâàäðàòîâ ñïðàâà (ñì. ðèñ. 1). Êðîìå òîãî, ïðîâåä¸ì ïåðïåíäèêóëÿðû ÀÍ è ÂÅ ê ãîðèçîíòàëüíûì ñòîðîíàì êâàäðàòà ïëîùàäè 27. 


Çàìåòèì, ÷òî ÑÅ = � EMBED Equation.2  ��� (ðàçíîñòü äëèí ñòîðîí äâóõ êâàäðàòîâ), AH = �EMBED Unknown��� (ñóììà äëèí ñòîðîí òð¸õ êâàäðàòîâ), tg(ADH = tg(BCE = 2, çíà÷èò, DH = � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà AD2 = DH2 + AH2 = 3(9 + 3(36 = 135.


Òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ BCE è ADH.


Îòìåòèì, ÷òî ðàñïîëîæåííûé ñëåâà êâàäðàò ïëîùàäè 12 íèêàê íå èñïîëüçîâàëñÿ â ðåøåíèè. Åãî ìîæíî çàìåíèòü êâàäðàòîì äðóãîãî ðàçìåðà (ïðè ýòîì åãî ïðèøëîñü áû ñäâèíóòü). Íî íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè âûáðàí êâàäðàò èìåííî òàêîé ïëîùàäè, òî ïðîäîëæåíèå åãî ëåâîé ñòîðîíû ïðîéä¸ò ÷åðåç ëåâóþ âåðøèíó ñàìîãî áîëüøîãî êâàäðàòà.


1.3. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òð¸õçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñóììà öèôð ðàâíà 10.


Îòâåò: 54.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Êàæäîìó òðåõçíà÷íîìó ÷èñëó ñ ñóììîé öèôð 10 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðÿä èç 10 øàðèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò åäèíèöå, è äâóõ ïåðåãîðîäîê. Òàê êàê ïåðâàÿ öèôðà ÷èñëà íå ðàâíà íóëþ, ýòîò ðÿä íà÷èíàåòñÿ ñ øàðèêà, òî åñòü äëÿ ïåðåãîðîäîê îñòàåòñÿ äâà èç 11 ìåñò. Êðîìå òîãî, îáå ïåðåãîðîäêè íå ìîãóò ñòîÿò â êîíöå, ïîòîìó ÷òî íóëåé â ÷èñëå íå áîëåå îäíîãî. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ðàâíî � EMBED Equation.2  ���  – 1 = � EMBED Equation.2  ��� – 1 = 54. 


Âòîðîé ñïîñîá. Åñëè íà ïåðâîì ìåñòå ÷èñëà ñòîèò 9, òî ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ, äâà: 910 è 901, åñëè íà ïåðâîì ìåñòå 8, òî òàêèõ ÷èñåë òðè: 820, 802 è 811, åñëè 7 – òî ÷åòûðå, è òàê äàëåå, åñëè íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò 2, òî ÷èñåë 9, à åñëè 1 – òî 10. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî èñêîìûõ ÷èñåë: 2 + 3 + 4 + ... + 8 + 9 + 10 = 54.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: (0; 0); (2 + � EMBED Equation.2  ���; 2 + � EMBED Equation.2  ���); (2 – � EMBED Equation.2  ���; 2 – � EMBED Equation.2  ���).


Ðåøåíèå. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ: y3 + 2y = x2 + 3y2 ( 0, çíà÷èò, y ( 0. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ àíàëîãè÷íî ñëåäóåò, ÷òî x ( 0.


Âû÷èòàÿ âòîðîå óðàâíåíèå èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì ñëåäñòâèå ñèñòåìû: x2 – y2 = y3 – x3 –


3(y2 – x2) + 2(y – x) ( (y – x)(y2 + xy + x2 – 2y – 2x + 2) = 0 ( (y – x)((y – 1)2 + (x – 1)2 + xy) = 0. Òàê êàê ïðè x ( 0 è y ( 0 êàæäîå ñëàãàåìîå âî âòîðîé ñêîáêå íåîòðèöàòåëüíî è îíè îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ â íóëü, òî âûðàæåíèå â ýòîé ñêîáêå ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà y = x.


Ïîäñòàâèâ ýòî â ëþáîå èç óðàâíåíèé, ïîëó÷èì: x3 – 4x2 + 2x = 0 ( x(x2 – 4x + 2) = 0 ( x = 0 èëè x = 2 ( � EMBED Equation.2  ���, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.


2.2. Íà âûñîòå AH îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà âíóòðåííÿÿ òî÷êà X. Îêàçàëîñü, ÷òî AB + ÑX = AC + ÂX. Îáÿçàòåëüíî ëè òðåóãîëüíèê ABC – ðàâíîáåäðåííûé?


�


Ðèñ. 2


Îòâåò: îáÿçàòåëüíî


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ÷åòûð¸õóãîëüíèê ABXC, äèàãîíàëè êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíû (ñì. ðèñ. 2). Ïî ñâîéñòâó òàêèõ ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ: ÀÂ2 + ÑX2 = AC2 + BX2 ( AB2 – AÑ2 = XB2 – XÑ2 ( (AB – AC)(AB + AC) = (XB – XC)(XB + XC) (1). Ðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: AB – AC = XB – XC (2). 


Ïóñòü ÀÂ ( ÀÑ. Òîãäà, ðàçäåëèâ ïî÷ëåííî ðàâåíñòâî (1) íà ðàâåíñòâî (2), ïîëó÷èì: ÷òî AB + AC = XB + XC. Îäíàêî, ïî «íåðàâåíñòâó ðåçèíêè» äëÿ ëþáîé òî÷êè X, ëåæàùåé âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC AB + AC > XB + XC. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ÀÂ = ÀÑ, òî åñòü òðåóãîëüíèê ABC – ðàâíîáåäðåííûé.


Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàííîå ñâîéñòâî ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ òåîðåìó Ïèôàãîðà ê êàæäîìó èç ÷åòûð¸õ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ (ñì. ðèñ. 2). Êðîìå òîãî, òó æå èäåþ ðåøåíèÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü èíà÷å: èç ðàâåíñòâ ÀÂ2 + ÑX2 = AC2 + BX2 è AB + ÑX = AC + ÂX ñëåäóåò, ÷òî ÀÂ = ÀÑ è ÑX = BX èëè ÀÂ = BX è AC = CX. Íî âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, òàê êàê óãëû ÀXB è AXC – òóïûå.


2.3. Ïóñòü k – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè 29 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë 30k + 1, 30k + 2, . . ., 30k + 29 èìååòñÿ 7 ïðîñòûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâîå è ïîñëåäíåå èç ýòèõ 29 ÷èñåë – ïðîñòûå.


Ðåøåíèå. Òàê êàê 30 äåëèòñÿ íà 2, íà 3 è íà 5, òî ïðîñòûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ òîëüêî âîñåìü ÷èñåë: 30k + 1, 30k + 7, 30k + 11, 30k + 13, 30k + 17, 30k + 19, 30k + 23, 30k + 29. Òîãäà èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøåå èëè íàèáîëüøåå èç ýòèõ ÷èñåë äîëæíî áûòü ïðîñòûì. Íî ýòè äâà ÷èñëà èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 7, à îñòàâøèåñÿ øåñòü ÷èñåë èìåþò âñå îñòàëüíûå âîçìîæíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 7. Ïîýòîìó ñðåäè ýòèõ øåñòè íàéä¸òñÿ ÷èñëî êðàòíîå ñåìè, à òàê êàê êàæäîå èç íèõ áîëüøå, ÷åì 30, òî îíî áóäåò ñîñòàâíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìü ïðîñòûõ ÷èñåë â äàííîì íàáîðå ìîãóò áûòü òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòûìè ÿâëÿþòñÿ è ïåðâîå, è ïîñëåäíåå ÷èñëî.


Îòìåòèì, ÷òî íàáîð ÷èñåë, óêàçàííûõ â óñëîâèè, ñóùåñòâóåò. Íàïðèìåð, ïðè k = 1 (÷èñëà îò 31 äî 59).





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: ñì. ðèñ. 3.


Ðåøåíèå. Òàê êàê y ( 0, òî îñü àáñöèññ íå ïðèíàäëåæèò èñêîìîìó ìíîæåñòâó. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî åñëè ïàðà (x0; y0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî íåðàâåíñòâà, òî è ïàðà (– x0; – y0) – åãî ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Êðîìå òîãî, íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ x < 0, y > 0, à òàêæå, åñëè x = 0. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîìó ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæàò âñå òî÷êè, ëåæàùèå âî II è IV êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòÿõ, âêëþ÷àÿ òî÷êè îñè îðäèíàò, íî èñêëþ÷àÿ òî÷êó Î(0; 0).


�


Â äàëüíåéøåì äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü äàííîå íåðàâåíñòâî òîëüêî äëÿ òî÷åê I êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè, òî åñòü ïðè x > 0 è y > 0. Òîãäà ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ðèñ. 3


Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ f(x) = � EMBED Equation.2  ���. Å¸ ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ, f(x) = 0 ïðè � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ���. Çíà÷èò, åñëè x1 ( x2, òî x < x1 èëè x > x2. Çàìåòèì, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� ïðè y = 1; � EMBED Equation.2  ��� ïðè y > 1; � EMBED Equation.2  ��� ïðè 0 < y < 1. Çíà÷èò, åñëè y((0; 1], òî x < y èëè x > � EMBED Equation.2  ��� ( y > � EMBED Equation.2  ���; åñëè y([1; +(), òî x < � EMBED Equation.2  ��� ( y < � EMBED Equation.2  ��� èëè x > y.


Ïîñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî òî÷åê â I ÷åòâåðòè è åìó ñèììåòðè÷íîå â III ÷åòâåðòè, ïîëó÷èì îòâåò.


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà x > 0, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x > 0, y > 0, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ���. Ïîñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî òî÷åê â I ÷åòâåðòè è åìó ñèììåòðè÷íîå â III ÷åòâåðòè, ïîëó÷èì òîò æå îòâåò.


Òàêæå âîçìîæíû ñïîñîáû ðåøåíèÿ, êîòîðûå íå èñïîëüçóþò ñèììåòðèþ èñêîìîãî ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó: �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� è ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé y = x è y = � EMBED Equation.2  ���. Äàëåå ðàññìîòðåòü âñå ÷àñòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, íà êîòîðûå å¸ ðàçáèâàþò ýòè ãðàôèêè è îñü àáñöèññ. Íà êàæäîé èç òàêèõ ÷àñòåé âûðàæåíèå � EMBED Equation.2  ��� ñîõðàíÿåò çíàê. Ýòè çíàêè ìîæíî îïðåäåëèòü, ïîäñòàâèâ â ýòî âûðàæåíèå êîîðäèíàòû êàêîé-ëèáî òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè, è âûáðàòü òå ÷àñòè, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.


3.2. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå, êàæäîå ðåáðî êîòîðîé ðàâíî 1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ îòðåçêàìè: ðåáðîì îñíîâàíèÿ è ñêðåùèâàþùåéñÿ ñ íèì äèàãîíàëüþ áîêîâîé ãðàíè.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðèçìà ABCA1B1C1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ. Ñíà÷àëà íàéä¸ì ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ðåáðî AB, äî ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ñêðåùèâàþùóþñÿ ñ íèì äèàãîíàëü A1C áîêîâîé ãðàíè, à çàòåì ïåðåéä¸ì ê ñîîòâåòñòâóþùèì îòðåçêàì. 


�


Ðèñ. 4à


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîâåä¸ì ïëîñêîñòü A1B1C, ñîäåðæàùóþ ïðÿìóþ A1C è ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé AB, òàê êàê AB || A1B1 (ñì. ðèñ. 4à). Òîãäà èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò ïðÿìîé AB äî ïëîñêîñòè A1B1C. Ïóñòü M è N – ñåðåäèíû ðåáåð AB è A1B1 ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ÑÌ(ÀÂ è ÑN(ÀÂ (ïî òåîðåìå î òð¸õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ). Ñëåäîâàòåëüíî, ÀÂ(ÑÌN, ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿð MH ê ïðÿìîé ÑN ïåðïåíäèêóëÿðåí ÀÂ è ïëîñêîñòè A1B1C. Çíà÷èò, èñêîìîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ðàâíî äëèíå ÌÍ. 


Â òðåóãîëüíèêå ÑÌN: MN = 1, CM = �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, çíà÷èò, �EMBED Unknown��� = � EMBED Equation.2  ���.


�


Ïðîåêöèåé ïðÿìîé AB íà ïàðàëëåëüíóþ åé ïëîñêîñòü A1B1C ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ,  êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà ÀÂ è A1B1 è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó H. Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îòðåçîê A1C â òî÷êå P. Åñëè ïðîâåñòè ÷åðåç P ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ MH äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ AB, òî ïîëó÷èâøèéñÿ îòðåçîê áóäåò îáùèì ïåðïåíäèêóëÿðîì ïðÿìûõ AB è A1C. Òàê êàê H ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà A1B1C, òî PH < A1N = AM, ïîýòîìó òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïîïàä¸ò âíóòðü îòðåçêà AM, çíà÷èò, îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ïðÿìûõ AB è A1C ñîåäèíÿåò òî÷êè îòðåçêîâ AB è A1C, ïîýòîìó åãî äëèíà ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì íå òîëüêî ìåæäó ïðÿìûìè, íî è ìåæäó ýòèìè îòðåçêàìè.


Ðèñ. 4á


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì âåêòîðû: �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���, òîãäà �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown��� (ñì. ðèñ. 4á). Ïóñòü MN – îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ïðÿìûõ AB è A1C. Òî÷êà M ëåæèò íà ïðÿìîé AB, çíà÷èò �EMBED Unknown���; òî÷êà N ëåæèò íà ïðÿìîé A1C, çíà÷èò êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà �EMBED Unknown��� ïî âåêòîðàì �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���â ñóììå äàþò 1, òî åñòü �EMBED Unknown���. �EMBED Unknown���. Òàê êàê âåêòîðû �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown��� íåíóëåâûå, òî óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè MN ïðÿìûì AB è A1C ìîæíî çàïèñàòü òàê: �EMBED Unknown���. Ðàñêðûâ ñêîáêè è ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, ïîëó÷èì: �EMBED Unknown���


Òîãäà �EMBED Unknown���, çíà÷èò, �EMBED Unknown���.


Ïðè ýòîì, òàê êàê 0 < x < 1, òî òî÷êà M ëåæèò âíóòðè îòðåçêà AB, à òàê êàê y > 0 è 1 – y > 0, òî òî÷êà N ëåæèò âíóòðè îòðåçêà A1C. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ��� – ýòî è åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó îòðåçêàìè AB è A1C.


3.3. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2,..., 2025 ïî êðóãó òàê, ÷òîáû èç ëþáîé òðîéêè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ?


�


Îòâåò: ìîæíî.


Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 5. 


Â ýòîì ïðèìåðå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå îò ÷èñëà 3 ðàññòàâëåíû íå÷¸òíûå ÷èñëà, à ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè – ÷¸òíûå.


Ðèñ. 5























×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Äîêàæèòå, ÷òî tg( + tg(( + 20() + tg(( + 40() + ... + tg(( + 140() + tg(( + 160() = 9tg9(.


Ðåøåíèå. Ëåììà. tgx + tg(x + 60() + tg(x – 60() = 3tg3x.


Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà èñïîëüçóåì ôîðìóëó òàíãåíñà ñóììû, à ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé – ôîðìóëó òàíãåíñà òðîéíîãî àðãóìåíòà. Ïîëó÷èì: tgx + tg(x + 60() + tg(x – 60() = tgx + � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = tgx + � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 3(� EMBED Equation.2  ��� = 3tg3x.


Òàê êàê ôîðìóëà òàíãåíñà òðîéíîãî àðãóìåíòà ìàëîèçâåñòíà, òî ïîêàæåì, êàê å¸ ïîëó÷èòü: tg3x = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���.


Âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííîé ëåììîé òðèæäû: äëÿ x = ( + 60(, x = ( + 80(, x = ( + 100(:


tg( + tg(( + 60() + tg(( + 120() = 3tg(3( + 180() = 3tg3(;


tg(( + 20() + tg(( + 80() + tg(( + 140() = 3tg(3( + 240() = 3tg(3( + 60();


tg(( + 40() + tg(( + 100() + tg(( + 160() = 3tg(3( + 300() = 3tg(3( – 60().


Ñëîæèâ ïî÷ëåííî ýòè òðè ðàâåíñòâà è åù¸ ðàç èñïîëüçóÿ ëåììó, ïîëó÷èì: tg( + tg(( + 20() + tg(( + 40() + ... + tg(( + 140() + tg(( + 160() = 3tg3( + 3tg(3( + 60() + 3tg(3( – 60() = 


9tg9(, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


4.2. Òî÷êà, ëåæàùàÿ âíóòðè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, îòíîøåíèå îñíîâàíèé êîòîðîé ìåíüøå ÷åì 2 : 1, ñîåäèíåíà îòðåçêàìè ñî âñåìè âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ ÷åòûð¸õ îòðåçêîâ ìîæíî ñëîæèòü ãðàíèöó ÷åòûð¸õóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â ýòó òðàïåöèþ (íà êàæäîé ñòîðîíå òðàïåöèè ëåæèò ïî îäíîé âåðøèíå ýòîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà).


Ðåøåíèå. Ïóñòü äàíà òðàïåöèÿ ABCD è òî÷êà M âíóòðè íå¸. Ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îñíîâàíèÿì, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà M ðàñïîëîæåíà â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè, ÷òî è áîêîâàÿ ñòîðîíà AB (ñì. ðèñ. 6à).


�


Ðèñ. 6à


Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ AB, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò AD è BC â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ABFE – ïàðàëëåëîãðàìì, çíà÷èò, AB = FE è AE = BF. Òàê êàê M è AB ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AD, òî AE < 0,5AD < BC, ïîýòîìó òî÷êà F ëåæèò âíóòðè îòðåçêà BC. ×åðåç òî÷êó E ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ MB, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ AB â òî÷êå N, òîãäà ENBM – òàêæå ïàðàëëåëîãðàìì, çíà÷èò, MB = EN è EM = BN. Êðîìå òîãî, AN = AB – BN = FE – EM = FM, çíà÷èò â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ANFM ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ðàâíû è ïàðàëëåëüíû, ïîýòîìó îí òàêæå ïàðàëëåëîãðàìì, îòêóäà MA = NF. 


�


Òåïåðü ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ BC, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ CD â òî÷êå K. Òàê êàê MK || ED, EF || AB è óãëû ïðè îñíîâàíèÿõ òðàïåöèè ABCD ðàâíû, òî (FMK = (FED = (BAD = (CDE = (CKM, çíà÷èò óãëû ïðè îñíîâàíèÿõ òðàïåöèé MFCK è EMKD òàêæå ðàâíû, òî åñòü îáå òðàïåöèè ðàâíîáåäðåííûå. Òîãäà ðàâíû èõ äèàãîíàëè: MC = FK è MD = KE. 


Ðèñ. 6á


Òàêèì îáðàçîì, ÷åòûð¸õóãîëüíèê ENFK âïèñàí â èñõîäíóþ òðàïåöèþ, à åãî ñòîðîíû  ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû îòðåçêàì MA, MB, MC è MD, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Òàêæå ìîæíî ðàçðåçàòü èñõîäíóþ òðàïåöèþ ïî ïðÿìîé EF è ïåðåìåñòèòü ïàðàëëåëîãðàìì ABFE òàê, ÷òîáû âåðøèíà À ñîâìåñòèëàñü ñ Ñ, à âåðøèíà Â – ñ D (ñì. ðèñ. 6á). Ïîëó÷èì òðàïåöèþ EFE’F’, ðàâíóþ èñõîäíîé, ïðè÷¸ì òî÷êà Ì çàéìåò ïîëîæåíèå M’. Òîãäà ÷åòûð¸õóãîëüíèê MCM’D áóäåò âïèñàí â ïîëó÷åííóþ òðàïåöèþ, à åãî ñòîðîíû áóäóò ðàâíû MA, MB, MC è MD.


4.3. Èìååòñÿ n êàìíåé, êîòîðûå ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâå, òðè, ÷åòûðå èëè ïÿòü êó÷åê òàê, ÷òîáû ïðè êàæäîì òàêîì ðàçáèåíèè ìàññû êó÷åê áûëè ðàâíû. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ýòî âîçìîæíî?


Îòâåò: ïðè n = 9. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü ñóììàðíàÿ ìàññà âñåõ êàìíåé ðàâíà 60m. Òîãäà ðàçáèåíèÿ íà äâå, òðè, ÷åòûðå è ïÿòü êó÷åê ñ ðàâíûìè ìàññàìè ñîîòâåòñòâåííî âûãëÿäÿò òàê: 60m = 30m + 30m; 60m = 20m + 20m + 20m; 60m = 15m + 15m + 15m + 15m è 60m = 12m + 12m + 12m + 12m + 12m.


Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàìíåé íå áîëüøå, ÷åì 7. Òîãäà ïðè ðàçáèåíèè íà 5 êó÷åê íå ìåíüøå òð¸õ êàìíåé äîëæíû èìåòü ìàññó 12m (ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå), à ìàññà êàæäîãî èç îñòàëüíûõ – íå áîëüøå, ÷åì 12m. Òîãäà äëÿ ðàçáèåíèÿ íà 4 êó÷êè ïîòðåáóåòñÿ íå ìåíüøå, ÷åì 8 êàìíåé (3 êàìíÿ ïî 12m è åù¸ õîòÿ áû 5). Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, êàìíåé íå ìåíüøå, ÷åì 8. 


Ïóñòü êàìíåé 8, òîãäà èç ðàçáèåíèÿ íà 5 êó÷åê ïîëó÷èì, ÷òî åñòü õîòÿ áû 2 êàìíÿ, ìàññà êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 12m. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðàçáèåíèè íà 4 êó÷êè ïîëó÷èì, ÷òî êàæäàÿ êó÷êà ñîñòîèò èç äâóõ êàìíåé è ñðåäè íèõ åñòü 2 êàìíÿ ìàññîé 3m. Êðîìå òîãî, åñòü åùå 4 êàìíÿ, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü äâå êó÷êè ïî 15m, à åñëè ê íèì äîáàâèòü äâà êàìíÿ ìàññîé 3m, òî èç øåñòè êàìíåé ìîæíî ñëîæèòü 3 êó÷êè ïî 12m. Òàêæå, äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëîæèòü òðè êó÷êè ïî 20m, äîëæíî áûòü õîòÿ áû òðè êàìíÿ, ìàññà êîòîðûõ íå êðàòíà 3m.


Ïóñòü ìàññû ýòèõ ÷åòûð¸õ êàìíåé: k, n, p, q. Òîãäà k + n = p + q = 15m, íî åñëè ìàññû õîòÿ áû òð¸õ èç íèõ íå äåëÿòñÿ íà 3m, òî íà 3m íå äåëèòñÿ è ìàññà ÷åòâåðòîãî. Â êó÷êå ìàññîé 12m íå ìîæåò áûòü òîëüêî îäèí êàìåíü èç íàáîðà k, n, p, q (òàê êàê 12m êðàòíî 3m), è íå ìîæåò áûòü òðè êàìíÿ (òàê êàê ìàññà ëþáûõ òð¸õ èç íèõ áîëüøå 15m), çíà÷èò, k, n, p, q ïîïàäóò â äâå êó÷êè ïî 12m ïàðàìè, íî òîãäà ñóììàðíàÿ ìàññà â ýòèõ äâóõ êó÷êàõ áóäåò áîëüøå, ÷åì 24m. Òàêèì îáðàçîì, êàìíåé äîëæíî áûòü íå ìåíüøå, ÷åì 9.


Ïðèâåä¸ì ïðèìåð äëÿ äåâÿòè êàìíåé. Ïóñòü èõ ìàññû: 12m, 10m, 9m, 8m, 7m, 5m, 4m, 3m, 2m. Òîãäà 12m + 10m + 8m = 9m + 7m + 5m + 4m + 3m + 2m; 12m + 8m = 10m + 7m + 3m = 9m + 5m + 4m + 2m; 12m + 3m = 10m + 5m = 8m + 7m = 9m + 4m + 2m; 12m = 10m + 2m = 9m + 3m = 8m + 4m = 7m + 5m.





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: x4 ( 4x – 3.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Òàê êàê �EMBED Unknown���, òî x4 ( 4x – 3.


Âòîðîé ñïîñîá. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� = �EMBED Unknown��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� ( 0, òî x4 ( 4x – 3.


Òðåòèé ñïîñîá. Ïðè x < 0 íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ïðàâàÿ – îòðèöàòåëüíûå. Ïðè x ( 0 ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì x4 + 3 = �EMBED Unknown���, îòêóäà x4 ( 4x – 3.


×åòâ¸ðòûé ñïîñîá. Ïóñòü f(x) = x4 – 4x + 3. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà R, � EMBED Equation.2  ���= 4x3 – 4 =4(x – 1)(x2 + x + 1). � EMBED Equation.2  ��� = 0 ïðè x = 1 è ïðè «ïåðåõîäå» ÷åðåç ýòó òî÷êó ñëåâà íàïðàâî ìåíÿåò çíàê ñ «–» íà «+», ïîýòîìó x = 1 – òî÷êà ìèíèìóìà f(x). Ýòî åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ýêñòðåìóìà, ïîýòîìó â íåé ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Òàê êàê f(1) = 0, òî x4 – 4x + 3 ( 0 ( x4 ( 4x – 3.


5.2. Äâà ðàâíûõ ïðàâèëüíûõ øåñòèóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 10 èìåþò îáùèé öåíòð. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü èõ îáùåé ÷àñòè íå ìåíüøå, ÷åì 225.


Ðåøåíèå. Èç òîãî, ÷òî äâà ðàâíûõ ïðàâèëüíûõ øåñòèóãîëüíèêà èìåþò îáùèé öåíòð, ñëåäóåò, ÷òî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ó íèõ îáùàÿ. Âñå òî÷êè âïèñàííîãî êðóãà ïðèíàäëåæàò êàæäîìó èç øåñòèóãîëüíèêîâ, à çíà÷èò ïðèíàäëåæàò è èõ îáùåé ÷àñòè, îòêóäà ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè íå ìåíüøå ïëîùàäè âïèñàííîãî êðóãà. Åãî ðàäèóñ r = � EMBED Equation.2  ���, çíà÷èò, åãî ïëîùàäü ðàâíà (r2 = �EMBED Unknown���. Òàê êàê �EMBED Unknown���, òî è ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè äâóõ øåñòèóãîëüíèêîâ áîëüøå, ÷åì 225.


5.3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: 3n = 2n + 2 + 2n + 1.


Îòâåò: 4.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïåðåáîðîì óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè n ( 3 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 3n < 2n + 2, òî åñòü ýòè íàòóðàëüíûå ÷èñëà ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ. Ïðè n = 4 äàííîå óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïðè n �EMBED Unknown��� 5 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 3n > 2n + 2 + 2n + 1 = 5�EMBED Unknown���2n + 1, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. 


Áàçà èíäóêöèè. Åñëè n = 5, òî 35 = 243 > 5�EMBED Unknown���25 + 1 = 161. 


Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ n = k, òî åñòü 3k > 5�EMBED Unknown���2k + 1. Òîãäà ïðè n = k +1 ïîëó÷èì: 3k + 1 = 3(3k > 3(5�EMBED Unknown���2k + 1) = 15�EMBED Unknown���2k + 3 > 10�EMBED Unknown���2k + 1 = 5�EMBED Unknown���2k + 1 + 1. 


Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n �EMBED Unknown��� 5, ïîýòîìó íàéäåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ – åäèíñòâåííûé.


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 2n, ïîëó÷èì: �EMBED Unknown���. Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ – âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à â ïðàâîé –óáûâàþùàÿ, ïîýòîìó óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Ïåðåáîðîì íàõîäèì, ÷òî n = 4.


Çàìåòèì, ÷òî åñëè â óñëîâèè çàìåíèòü n íà x, à â ýòîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ åù¸ è çàìåíèòü ñëîâî «ïîñëåäîâàòåëüíîñòü» íà ñëîâî «ôóíêöèÿ», òî ðåøåíèå îñòàíåòñÿ âåðíûì. Ïîýòîìó 4 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êîðíåì äàííîãî óðàâíåíèÿ íå òîëüêî íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íî è íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ.
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