Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà


4.10.2025


9 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. ×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè – íàòóðàëüíûå ÷èñëà. ×èñëèòåëü óâåëè÷èëè íà 3, à çíàìåíàòåëü óâåëè÷èëè íà 4. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè äðîáü, ðàâíóþ � EMBED Equation.2  ���. Íàéäèòå èñõîäíóþ äðîáü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñóììà å¸ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íàèìåíüøàÿ èç âîçìîæíûõ.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Ïóñòü � EMBED Equation.2  ��� – èñõîäíàÿ äðîáü, òîãäà � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê x è y – íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ y = 3x + 5. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå çàäà¸ò âîçðàñòàþùóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ïîýòîìó ñóììà x + y íàèìåíüøàÿ ïðè íàèìåíüøåì çíà÷åíèè x. Òàêèì îáðàçîì, x = 1, y = 8.


1.2. Äèàãîíàëè âïèñàííîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû. Îáÿçàòåëüíî ëè ýòîò ÷åòûð¸õóãîëüíèê èìååò îñü ñèììåòðèè?


�


Îòâåò: íå îáÿçàòåëüíî.


Ðåøåíèå. Ïðîâåä¸ì â îêðóæíîñòè äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå íå ðàâíûå õîðäû ÀÑ è BD, îòëè÷íûå îò äèàìåòðîâ, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H òàê, ÷òîáû AH ( BH (ñì. ðèñ. 1). Äîêàæåì, ÷òî ÷åòûð¸õóãîëüíèê ABCD – èñêîìûé.


Ðèñ. 1


Äåéñòâèòåëüíî, îñüþ ñèììåòðèè ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ìîæåò áûòü ëèáî åãî äèàãîíàëü, ëèáî ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì. Ïåðâîå íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ïðîòèâîëåæàùèå âåðøèíû íå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëåé, à âòîðîå íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê â ABCD íåò ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí (íå ðàâíû äóãè, ñòÿãèâàåìûå ïðîòèâîëåæàùèìè ñòîðîíàìè).


Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð è ñ êîíêðåòíûìè ÷èñëîâûìè äàííûìè. Ïîñòðîèì îòðåçîê AC äëèíû 5 è îòìåòèì íà í¸ì òî÷êó H òàê, ÷òî AH = 2, CH = 3 (ñì. ðèñ. 1). ×åðåç òî÷êó H ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ AC, è îòìåòèì íà íåé òî÷êó B íà ðàññòîÿíèè 1 îò òî÷êè H. Îïèøåì îêðóæíîñòü îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC è îáîçíà÷èì ÷åðåç D âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé BH è îêðóæíîñòè. Ïî òåîðåìå îá îòðåçêàõ õîðä AH(CH = BH(DH, îòêóäà DH = 6. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà âû÷èñëèì äëèíû ñòîðîí ÀÂÑD: AB = � EMBED Equation.2  ���, BC = � EMBED Equation.2  ���, CD = � EMBED Equation.2  ���, DA = � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê â ÷åòûð¸õóãîëüíèêå ABCD íåò ðàâíûõ ñòîðîí, òî ó íåãî íåò è îñè ñèììåòðèè.


1.3. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ n âåðíî ðàâåíñòâî: n! + 1 = (n + 1)2?


Îòâåò: ïðè n = 4. 


Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì äàííîå ðàâåíñòâî: n! + 1 = (n + 1)2 ( n! = (n + 1)2 – 1 ( n! = n(n + 2). Òàê êàê n ( 0, òî (n – 1)! = n + 2. 


Ïåðåáîðîì óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè n < 4 ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, à n = 4 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Åñëè n > 4, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ìåíüøå ëåâîé, òàê êàê ïðè óâåëè÷åíèè n íà 1 ïðàâàÿ ÷àñòü óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, à ëåâàÿ óìíîæàåòñÿ íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî áîëüøåå 1.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Äëÿ íàòóðàëüíûõ a, m è n ÷èñëà a + m è a + n – êâàäðàòû äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî a + mn – êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.


Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ: a + m = x2, a + n = (x + 1)2, ãäå x – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà m = x2 – à, n = (x + 1)2 – à. Çíà÷èò, a + mn = a + x2(x + 1)2 – à((x + 1)2 + x2) + a2 = x2(x + 1)2 – 2àx(x + 1) + a2 = (x2 + x – à)2, ÷òî è òðåáîâàëîñü, òàê êàê a + mn ( 0.
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2.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû ìåäèàíà AM è áèññåêòðèñà CL. Òî÷êà D ëåæèò íà ñòîðîíå AC. Íàéäèòå AB, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñåðåäèíà áèññåêòðèñû CL ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà DM, AC = 10 è cos(BAC = 0,25.


Ðèñ. 2


Îòâåò: 5.


Ðåøåíèå. Òàê êàê îòðåçêè CL è DM ïåðåñåêàþòñÿ â èõ îáùåé ñåðåäèíå, òî ÷åòûðåõóãîëüíèê LMCD – ïàðàëëåëîãðàìì, îòêóäà ML || AC (ñì. ðèñ. 2). Òî÷êà M – ñåðåäèíà BC, çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ôàëåñà L – ñåðåäèíà AB. Òîãäà áèññåêòðèñà CL òðåóãîëüíèêà ABC ñîâïàäàåò ñ åãî ìåäèàíîé, ïîýòîìó ÀÑ = ÂC. Çíà÷èò, ÑL(AB. 


Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ALC: AL = AC(cos(BAC = 2,5, òîãäà AB = 2AL = 5.


2.3. Äàíà äîñêà ðàçìåðîì 12(12. Â ëåâîì íèæíåì óãëó ñòîÿò 9 øàøåê, îáðàçóÿ êâàäðàò ðàçìåðîì 3(3. Çà îäèí õîä ìîæíî âûáðàòü êàêèå-òî äâå øàøêè è ïåðåñòàâèòü îäíó èç íèõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî äðóãîé (íå âûõîäÿ ïðè ýòîì çà ïðåäåëû äîñêè). Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî õîäîâ ïåðåìåñòèòü âñå øàøêè, òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâàëè êâàäðàò â ïðàâîì íèæíåì óãëó?


Îòâåò: íåëüçÿ. 


Ðåøåíèå. Ðàñêðàñèì êëåòêè äîñêè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Ïóñòü â ëåâîì íèæíåì êâàäðàòå 3(3 áóäåò 5 ÷¸ðíûõ è 4 áåëûå êëåòêè, òîãäà â ïðàâîì íèæíåì êâàäðàòå 3(3 áóäåò 5 áåëûõ è 4 ÷¸ðíûå êëåòêè. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé óêàçàííûé õîä íå ìåíÿåò öâåò êëåòêè, íà êîòîðîé ñòîèò øàøêà, ïîýòîìó òðåáóåìîå ïåðåìåùåíèå øàøåê îñóùåñòâèòü íåâîçìîæíî.


Âîçìîæíû è äðóãèå âàðèàíòû ðàñêðàñêè äîñêè â äâà öâåòà, íàïðèìåð, «ìàòðàñèêîì» (÷åðåäóåòñÿ öâåò âåðòèêàëåé).





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)
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Ðèñ. 3


3.1. Ñêîëüêî òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, èìåþùèõ îáå öåëûå êîîðäèíàòû, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ: � EMBED Equation.2  ���?


Îòâåò: 1386.


Ðåøåíèå. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè 


îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ: –5 ( x ( 5 è –125 ( y ( 125, òî åñòü òî÷êè ñ îáåèìè öåëûìè êîîðäèíàòàìè ëåæàò íà ãðàíèöå èëè âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçìåðîì 250(10 (ñì. ðèñ. 3). Êîëè÷åñòâî òàêèõ òî÷åê ðàâíî 251(11.


Êóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà y = x3 ïåðåñåêàåò ãðàíèöû ïðÿìîóãîëüíèêà â ïðîòèâîëåæàùèõ âåðøèíàõ (–5; –125) è (5; 125). Íà íåé ëåæàò 11 öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê. Òî÷êè, ëåæàùèå íèæå ýòîãî ãðàôèêà ñèììåòðè÷íû òî÷êàì, ëåæàùèì âûøå íåãî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå, ðàâíî � EMBED Equation.2  ��� = 11(125 + 11 = 11(126 = 1386.


3.2. ×åðåç òî÷êó Ì ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ åãî ñòîðîíû âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ K è L. Äîêàæèòå, ÷òî �EMBED Unknown���.


Ðåøåíèå. Ïóñòü äàí òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, à ïðÿìàÿ KL ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è BC, AD è CE – ìåäèàíû, M – òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 3 à, á). Òîãäà òî÷êà K ëåæèò âíóòðè îòðåçêà AE, à òî÷êà L – âíóòðè îòðåçêà CD. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó, èñïîëüçóÿ, ÷òî M äåëèò êàæäóþ èç ìåäèàí â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. 
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Ðèñ. 4à


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü F – ñåðåäèíà ÀÑ, òîãäà DF è EF – ñðåäíèå ëèíèè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ïàðàëëåëüíûå ÀÂ è ÂÑ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü òàêæå KL ïåðåñåêàåò EF â òî÷êå X, à DF – â òî÷êå Y (ñì. ðèñ. 4à).


Ïî òåîðåìå î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ � EMBED Equation.2  ���, íî ML > MY, ïîýòîìó � EMBED Equation.2  ���. Àíàëîãè÷íî � EMBED Equation.2  ���, à KM > MX, çíà÷èò, � EMBED Equation.2  ���.


Âìåñòî òåîðåìû î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ ìîæíî ññûëàòüñÿ íà ïîäîáèå äâóõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ: AMK è DMY, EMX è CML.
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Ðèñ. 4á


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðîâåä¸ì îòðåçîê ÂÌ (ñì. ðèñ. 4á). Òàê êàê ó òðåóãîëüíèêîâ BKM è BLM îáùàÿ âûñîòà, ïðîâåä¸ííàÿ èç âåðøèíû B, òî �EMBED Unknown���. Ïî ñâîéñòâó òî÷êè Ì: �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���. Òî÷êà K ëåæèò íà îòðåçêå AE, çíà÷èò, SBME < SBMK < SBMA. Àíàëîãè÷íî SBMD < SBML < SBMC. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Unknown���, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


3.3. Íàéäèòå âñå ïàðû (m; n) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ 4(mn + 1) äåëèòñÿ íà (m + n)2.


Îòâåò: m = n =1 èëè ëþáûå íàòóðàëüíûå m è n, îòëè÷àþùèåñÿ íà 2. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Òàê êàê (m – n)2 ( 0 ( m2 + n2 ( 2mn ( (m + n)2 ( 4mn, òî äåëèìîå ïðåâûøàåò äåëèòåëü íå áîëüøå, ÷åì íà 4. Òàê êàê m è n – íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî äåëèòåëü íå ìåíüøå, ÷åì 4. 


Åñëè (m + n)2 = 4, òî óñëîâèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî, êîãäà 4(mn + 1) = 8. Îáà ðàâåíñòâà áóäóò âåðíûìè îäíîâðåìåííî òîëüêî, åñëè m = n = 1.


Åñëè æå (m + n)2 > 4, òî 1 ( � EMBED Equation.2  ��� < 2, ïîýòîìó òðåáóåìîå óñëîâèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî, êîãäà 4(mn + 1) = (m + n)2 ( (m – n)2 = 4 ( |m – n| = 2.


Âòîðîé ñïîñîá. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî 4(mn + 1) ( (m + n)2 ( (m – n)2 ( 4 ( |m – n| ( 2. Òàê êàê ÷èñëà m è n íàòóðàëüíûå, òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî m = n èëè |m – n| = 1 èëè |m – n| = 2. Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå âûðàæåíèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî m è n, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü êàæäûé ñëó÷àé, ñ÷èòàÿ, ÷òî m ( n.


1) Åñëè m = n, òî 4n2 + 4 äîëæíî áûòü êðàòíî 4n2. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè n = 1.  


2) Åñëè |m – n| = 1, òî m = n + 1. Òîãäà 4(n2 + n + 1) = (2n + 1)2 + 3 äîëæíî áûòü êðàòíî (2n + 1)2, à ýòî íåâîçìîæíî. 


3) Åñëè |m – n| = 2, òî m = n + 2. Òîãäà 4(n2 + 2n + 1) =  4(n + 1)2 äîëæíî áûòü êðàòíî (2n + 2)2 = 4(n + 1)2. Ýòî âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.





×åòâ¸ðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Àâòîáóñ, åäóùèé ïî ìàðøðóòó äëèíîé 100 êì, ñíàáæåí êîìïüþòåðîì, ïîêàçûâàþùèì, ñêîëüêî âðåìåíè îñòàëîñü äî ïðèáûòèÿ â êîíå÷íûé ïóíêò. Ýòî âðåìÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü àâòîáóñà íà îñòàâøåìñÿ ó÷àñòêå ìàðøðóòà áóäåò òàêîé æå, êàê è íà óæå ïðîéäåííîé åãî ÷àñòè. Ñïóñòÿ 40 ìèíóò ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ îæèäàåìîå âðåìÿ äî ïðèáûòèÿ ñîñòàâèëî 1 ÷àñ è îñòàâàëîñü òàêèì åùå â òå÷åíèå ïÿòè ÷àñîâ, ïîýòîìó âîäèòåëü äàæå ðåøèë, ÷òî êîìïüþòåð çàâèñ. Äîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âñå-òàêè âîçìîæíà ïðè ðàáîòàþùåì êîìïüþòåðå è íàéäèòå ñêîëüêî êèëîìåòðîâ ïðîåõàë àâòîáóñ çà t ÷àñîâ òàêîãî äâèæåíèÿ, ñ÷èòàÿ îò âðåìåíè ñòàðòà àâòîáóñà (� EMBED Equation.2  ��� < t < 5� EMBED Equation.2  ���).


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ��� êì.


Ðåøåíèå. Ïóñòü çà t ÷àñîâ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ àâòîáóñ ïðîåõàë s êì. Òîãäà åãî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü íà ïðîéäåííîé ÷àñòè ìàðøðóòà ðàâíà � EMBED Equation.2  ��� (êì/÷). Ïî óñëîâèþ, äâèãàÿñü ñ òàêîé ñêîðîñòüþ, àâòîáóñ çà ÷àñ ïðîéäåò 100 – s êì, òî åñòü � EMBED Equation.2  ��� = 100 – s. Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî àâòîáóñ äîëæåí äâèãàòüñÿ ïî çàêîíó s(t) = � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, òî ñ óâåëè÷åíèåì t çíà÷åíèå ôóíêöèè s(t) óâåëè÷èâàåòñÿ (ïðè t > 0 ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò). Ïîýòîìó äâèæåíèå ïî òàêîìó çàêîíó âîçìîæíî. 
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4.2. ÀÑ – íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Íà ñòîðîíàõ ÀÂ è ÂÑ îòìå÷åíû òî÷êè Ì è K ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî ÀÌ = ÀÑ = ÑK. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê MK ïåðïåíäèêóëÿðåí îòðåçêó OI, ñîåäèíÿþùåìó öåíòðû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. 


Ðèñ. 5à


Ðåøåíèå. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû OC1, IC2, OA1, IA2 íà ñòîðîíû AB è BC (ñì. ðèñ. 5à). Òîãäà A1 è C1 – ñåðåäèíû ñòîðîí, à A2 è C2 – òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè BC è AB ñîîòâåòñòâåííî.


Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèÿ: AB = c, BC = a, AC = AM = CK = b, IC2 = IA2 = r, OA = OB = OC = R, ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ðàâåí ð. Òîãäà AC1 = 0,5c, CA1 = 0,5a, îòêóäà MC1 = |b – 0,5c| è KA1 = |b – 0,5a|. Êðîìå òîãî, AC2 = p – a, CA2 = p – c, îòêóäà MC2 = b – (p – a) = 0,5(2b + 2a – a – b – c) = p – c è àíàëîãè÷íî KA2 = b – (p – c) = p – a. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòü êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé äî êîíöîâ äàííîãî îòðåçêà ïîñòîÿííà, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ýòîìó îòðåçêó. 


Â íàøåì ñëó÷àå, OM2 = OC12 + MC12 = OA2 – AC12 + MC12 = R2 – (0,5c)2 + (b – 0,5c)2 = R2 + b2 – bc; OK2 = OA12 + KA12 = OC2 – CA12 + KA12 = R2 – (0,5a)2 + (b – 0,5a)2 = R2  + b2 – ab. Ñëåäîâàòåëüíî, OM2 – OK2 = ab – bc. 


Âìåñòå ñ òåì, IM2 = IC22 + MC22 = r2 + (p – c)2; IK2 = IA22 + KA22 = r2 + (p – a)2. Ñëåäîâàòåëüíî, IM2 – IK2 = (p – c)2 – (p – a)2 = (p – c – p + a)(p – c + p – a) = (a – c)b = ab – bc.


Òàêèì îáðàçîì, OM2 – OK2 = IM2 – IK2, çíà÷èò, OI(MK.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���, òîãäà �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ – ýòî ïðîèçâåäåíèå ìîäóëÿ îäíîãî èç íèõ íà ïðîåêöèþ âòîðîãî íà íàïðàâëåíèå ïåðâîãî. Â ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, ïðîåêöèÿ �EMBED Unknown��� íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà �EMBED Unknown���ðàâíà Ñ1Ñ2 = 0,5c – (p – a) = 0,5(a – b) è ïðîåêöèÿ �EMBED Unknown��� íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà �EMBED Unknown���ðàâíà A1A2 = 0,5a – (p – c) =  0,5(c – b). Òîãäà �EMBED Unknown���. Òàê êàê îáà âåêòîðà íåíóëåâûå, òî îòñþäà ñëåäóåò èõ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Âîçìîæåí òàêæå åù¸ îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ, êîòîðûé ìîæíî îñóùåñòâèòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå (ñì. ðèñ. 5á):


Ðèñ. 5á


Ðàññìîòðåòü öåíòðû IA, IB, Ic âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Äëÿ òðåóãîëüíèêà IAIBIc òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ÿâëÿåòñÿ îðòîòðåóãîëüíèêîì, ïîýòîìó I – îðòîöåíòð, à Î – öåíòð îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà IAIBIc. Òîãäà OI – ïðÿìàÿ Ýéëåðà ýòîãî òðåóãîëüíèêà. 


Äàëåå ìîæíî ðàññìîòðåòü äâå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíó Â è äâà öåíòðà âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé. Èñïîëüçóÿ ýòè îêðóæíîñòè, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îñíîâàíèÿ Ð è Q âíåøíèõ áèññåêòðèñ ëåæàò íà ðàäèêàëüíîé îñè îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî IAIBIc, è îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê ‘ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíî, ÷òî PQ ïåðïåíäèêóëÿðíà OI. 


Çàòåì, èñïîëüçóÿ ìíîãî÷èñëåííûå îòíîøåíèÿ îòðåçêîâ, äîêàçàòü ïàðàëëåëüíîñòü PQ è MK.


4.3. Êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàëè íà ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçìåðîì 1(2 (äîìèíîøêè) òàê, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, èäóùàÿ íå ïî ëèíèÿì ñåòêè ïàðàëëåëüíî îäíîé èç ñòîðîí, ïåðåñåêàåò ÷¸òíîå ÷èñëî äîìèíîøåê. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà îäíîé èç ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà äåëèòñÿ íà 4.


Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà äîìèíîøêè, òî â íåì ÷¸òíîå êîëè÷åñòâî êëåòîê. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷¸òíîå êîëè÷åñòâî êëåòîê áóäåò â êàæäîì ñòîëáöå.


Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî êëåòîê â ñòîëáöå ïðÿìîóãîëüíèêà íå äåëèòñÿ íà 4. Òîãäà êàæäûé ñòîëáåö ïåðåñåêàåò ÷¸òíîå ÷èñëî ãîðèçîíòàëüíûõ äîìèíîøåê, çíà÷èò, îí ñîäåðæèò ÷¸òíîå ÷èñëî âåðòèêàëüíûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ãîðèçîíòàëüíûõ äîìèíîøåê â êàæäîì ñòîëáöå íå äåëèòñÿ íà 4. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî äîìèíîøåê, ëåæàùèõ â ïåðâîì è âòîðîì ñëåâà ñòîëáöàõ äàåò ïðè äåëåíèè íà 4 îñòàòîê 2. Òîãäà ÷èñëî äîìèíîøåê, ëåæàùèõ âî âòîðîì è òðåòüåì ñòîëáöàõ äåëèòñÿ íà 4, ÷èñëî äîìèíîøåê â òðåòüåì è ÷åòâ¸ðòîì ñòîëáöàõ äàåò îñòàòîê 2, è òàê äàëåå. 


Åñëè ÷èñëî êëåòîê â ñòðîêå íå÷¸òíî, òî ÷èñëî äîìèíîøåê â äâóõ ïðàâûõ ñòîëáöàõ áóäåò äåëèòüñÿ íà 4 – ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå ÷èñëî êëåòîê â ñòðîêå ÷¸òíî, íî íå äåëèòñÿ íà 4, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ äîìèíîøåê íå äåëèòñÿ íà 4. Àíàëîãè÷íî îáùåå êîëè÷åñòâî âåðòèêàëüíûõ äîìèíîøåê íå äåëèòñÿ íà 4. Íî òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî äîìèíîøåê äåëèòñÿ íà 4, à ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà äåëèòñÿ íà 8 – ïðîòèâîðå÷èå.





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: � EMBED Equation.2  ��� = 18.


Îòâåò: –4.


Ðåøåíèå. Ïóñòü � EMBED Equation.2  ��� = à ( 0. Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: à4 + à = 18 ( (à4 – 16) + (à – 2) = 0 ( (à – 2)(à + 2)(à2 + 4) + (à – 2) = 0 ( (à – 2)(à3 + 2à2 + 4à + 9) = 0 ( à = 2, òàê êàê ïðè à ( 0 à3 + 2à2 + 4à + 9 > 0. Çíà÷èò, � EMBED Equation.2  ��� = 2, îòêóäà x = –4.


Ïîëó÷èâ óðàâíåíèå à4 + à = 18, ìîæíî ðàññóæäàòü èíà÷å. Ïðè à ( 0 åãî ëåâàÿ ÷àñòü âîçðàñòàåò, ïîýòîìó ýòî óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Òîãäà à = 2 íåñëîæíî ïîäîáðàòü.
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5.2. Â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ âïèñàíà îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîí ÀÂ è ÀÑ â òî÷êàõ Ð è Q ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî BQ = CP. Îáÿçàòåëüíî ëè òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ðàâíîáåäðåííûé?


Ðèñ. 6


Îòâåò: îáÿçàòåëüíî.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî AP = AQ (îòðåçêè êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûå èç îäíîé òî÷êè). Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó: 


Ïåðâûé ñïîñîá. Îñòðûå óãëû APQ è AQP ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà APQ ðàâíû, ïîýòîìó ðàâíû ñìåæíûå ñ íèìè òóïûå óãëû CQP è BPQ (ñì. ðèñ. 6). Â òðåóãîëüíèêàõ CQP è BPQ: îáùàÿ ñòîðîíà QP, CP = BQ è (CQP = (BPQ, ïðè÷¸ì ðàâíûå óãëû ëåæàò íàïðîòèâ áîëüøèõ ñòîðîí, çíà÷èò ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû (ïî ÷åòâåðòîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ). Ñëåäîâàòåëüíî, QÑ = PÂ, îòêóäà AC = AB, òî åñòü òðåóãîëüíèê ABC – ðàâíîáåäðåííûé.


Âòîðîé ñïîñîá. Â òðåóãîëüíèêàõ CPA è BQA: îáùèé óãîë A, CP = BQ è AP = AQ (ñì. ðèñ. 6). Â òàêîì ñëó÷àå, ëèáî (ACP =(ABQ (è òîãäà òðåóãîëüíèêè ðàâíû), ëèáî (ACP + (ABQ = 180. Íî (ACP + (ABQ < (ACB + (ABC = 180(, çíà÷èò, (ACP =(ABQ. Òîãäà òðåóãîëüíèêè CPA è BQA ðàâíû, îòêóäà AC = AB, òî åñòü òðåóãîëüíèê ABC – ðàâíîáåäðåííûé.


Ïðè îáîèõ ñïîñîáàõ ðåøåíèÿ âìåñòî ÷åòâ¸ðòîãî ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó ñèíóñîâ.


5.3. Â ïðàâèëüíîì ïÿòèóãîëüíèêå ïðîâåäåíû âñå äèàãîíàëè. Îêîëî êàæäîé âåðøèíû è îêîëî êàæäîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé çàïèñàëè ÷èñëî 1. Çà îäèí øàã ðàçðåøàåòñÿ çàìåíèòü âñå ÷èñëà, ñòîÿùèå âäîëü îäíîé ïðÿìîé íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî øàãîâ äîáèòüñÿ, ÷òîáû îêîëî êàæäîé òî÷êè ñòîÿëî ÷èñëî –1?
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Ðèñ. 7


Îòâåò: íåëüçÿ. 


Ðåøåíèå. Â ïðàâèëüíîì ïÿòèóãîëüíèêå: 5 äèàãîíàëåé, à âíóòðè íåãî – 5 òî÷åê èõ ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 7). Çà îäèí øàã ðîâíî äâà ÷èñëà, ñòîÿùèõ îêîëî ýòèõ òî÷åê, èçìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Çíà÷èò, ñðåäè ýòèõ ÷èñåë ìîæåò áûòü òîëüêî ÷¸òíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë, ðàâíûõ –1. Ñëåäîâàòåëüíî, äîáèòüñÿ, ÷òîáû îêîëî êàæäîé òî÷êè, óêàçàííîé â óñëîâèè, ñòîÿëî ÷èñëî –1, íåâîçìîæíî.


Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ ÷èñåë, ñòîÿùèõ îêîëî âåðøèí.
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