òÅÛÅÎÉÑ

8 { 9 ËÌÁÓÓ

1. (æÏÌØËÌÏÒ) œ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ÐÑÔØ ÕÇÌÏŒ ÐÏ 90^∘, Á ÏÄÉÎ ÕÇÏÌ | 270^∘ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË). ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊËÉ ÂÅÚ ÄÅÌÅÎÉÊ ÒÁÚÄÅÌÉÔÅ ÅÇÏ ÎÁ ÄŒÁ ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ðÅÒŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. äÏÓÔÒÏÉÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ABCDEF ÄÏ

òÉÓ. 1a

ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ABMF (ÓÍ. ÒÉÓ. 1Á). œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÆÉÇÕÒÙ, ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÅÅ ÎÁ ÄŒÅ ÒÁŒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÐÒÑÍÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞ- ËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ABMF É CMED, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÁ ÄŒÅ ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉÅ ÞÁÓÔÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÄÁÎÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÄŒÁ ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. œÏÚÍÏÖÎÏ ÅÝÅ ÔÁËÏÅ ĂÒÅÛÅÎÉÅĄ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1Â). îÏ ÄÌÑ ÆÉÇÕÒÙ, ÄÁÎÎÏÊ Œ ÕÓÌÏ- ŒÉÉ, ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ 3 ÞÁÓÔÉ.

òÉÓ. 1Â

ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÚÁÄÁÞÅ ÎÅ ÓËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÒÅÚ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÔÏ ÜÔÏ ĂÒÅÛÅÎÉÅĄ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏŒÅÓÔÉ ÄÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

œÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ CD ÄÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó

òÉÓ. 1Œ

AF Œ ÔÏÞËÅ G (ÓÍ. ÒÉÓ. 1Œ), Á ED | ÄÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó AB Œ ÔÏÞËÅ H. îÁÊÄčÍ ÃÅÎÔÒ O ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ DEF G, ÐÒÏŒÅ- ÄÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÊÄčÍ ÃÅÎÔÒ O_1 ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ AGDH. ðÒÑÍÁÑ OO_1 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ DG Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ P . ïÓÔÁčÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÃÅÎÔÒ O_2 ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCG É ÐÒÏŒÅ- ÓÔÉ ÐÒÑÍÕÀ P O_2. ðÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ, ÏÔÒÅÚÏË XP ÄÅÌÉÔ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ABCG ÎÁ ÄŒÅ ÒÁŒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÏÍÁÎÁÑ XP Y ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÄÁÎ- ÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÄŒÅ ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉÅ ÞÁÓÔÉ.

2. (á. áËÏÐÑÎ) äÁÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍ ABCD. ðÒÑÍÁÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ AB, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÂÉÓÓÅËÔÒÉ- ÓÙ ÕÇÌÏŒ A É C Œ ÔÏÞËÁÈ P É Q ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ ADP É ABQ ÒÁŒÎÙ.

ðÅÒŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÀ,

òÉÓ. 2a

ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 2Á. ôÁË ËÁË CQ | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ C, ÔÏ ∠Y CQ = = ∠DCQ = ∠Y QC. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Y Q = Y C = XD. áÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏ XP = XA = Y B. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ∠BY Q = ∠DXQ Œ ÓÉÌÕ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÙÈ BC É AD. ðÏÜÔÏÍÕ △BY Q = △P XD, ÏÔËÕÄÁ ∠ADP = ∠BQY = ∠ABQ.

äÒÕÇÉÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

œÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A_1 É C_1 | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅË-

òÉÓ. 2Â

ÔÒÉÓ ÕÇÌÏŒ A É C Ó ÐÒÑÍÙÍÉ CD É AB ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2Â). ôÏÇÄÁ ∠AA_1D = ∠A_1AD = ∠CC_1B = ∠C_1CB, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, AD = = BC, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ADA_1 É CBC_1 ÒÁŒÎÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ AP QC_1 | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ AP = C_1Q. ôÏ- ÇÄÁ △AP D = △C_1QB ÐÏ ÄŒÕÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ (AD = C_1B, AP = C_1Q) É ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÏÔËÕÄÁ ∠ADP = ∠ABQ.

3. (é. âÏÇÄÁÎÏŒ) œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ K É L ÔÁË, ÞÔÏ AK = = BL, Á ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC | ÔÏÞËÉ M É N ÔÁË, ÞÔÏ CN = BM. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KN + + LM ⩾ AC.

ðÅÒŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÀ,

òÉÓ. 3a

ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 3Á. ôÏÇÄÁ −→ AC = −−→ BC − −→ Bá; (1) −−→ KN = −−→ BN − −−→ BK; (2) −−→ LM = −−→ BM − −→ BL: (3)

ðÏÓËÏÌØËÕ −−→ BM = −−→ NC, Á −→ BL = −−→ KA, ÔÏ ÓÌÏÖÉŒ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (2) É (3), ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ −−→ KN + + −−→ LM = ( −−→ BN+ −−→ BM )−( −−→ BK+ −→ BL) = −−→ BC− −→ Bá = −→ AC, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, | −→ AC| = | −−→ LM + −−→ KN| ⩽ ⩽ | −−→ LM| + | −−→ KN|. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ËÁË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÔÏÞËÉ K, L, M É N.

œÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ X ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ BNXL | ÐÁÒÁÌ-

òÉÓ. 3Â

ÌÅÌÏÇÒÁÍÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 3Â). ôÏÇÄÁ NX ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ É ÒÁŒÎÏ BL, Á ÚÎÁÞÉÔ, É AK; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ LX ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ É ÒÁŒÎÏ CM. ïÔÓÀÄÁ CMLX É AKNX | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ LM + KN = CX + AX ⩾ ⩾ AC.

ôÒÅÔØÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-

òÉÓ. 3Œ

ÃÉÀ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 3Œ. óÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÉ K, L, M É N ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ AC. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ KE É MF Ë ÐÒÑÍÙÍ NN^′ É LL^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ðÕÓÔØ ∠A = ¸, ∠C = ‚, AK = BL = x, CN = BM = y. ôÏÇÄÁ AK^′ = x cos ¸, CN^′ = y cos ‚, L^′M^′ = MF = x cos ¸ + + y cos ‚ = AK^′ + CN^′.

ôÏÇÄÁ KN ⩾ KE, LM ⩾ MF , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, KN + LM ⩾ ⩾ KE + MF = K^′N^′ + L^′M^′ = K^′N^′ + AK^′ + CN^′ = AC.

4. (â. ëÕËÕÛËÉÎ) äÁÎ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ABCDEF , Œ ËÏÔÏÒÏÍ AB=BC, CD = DE, EF = = F A, Á ÕÇÌÙ A É C | ÐÒÑÍÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ F D É BE ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.

ðÅÒŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ.^1 äÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÒÁŒÎÙ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÉÆÁÇÏÒÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ:

1) ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ KLMN ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎ-

òÉÓ. 4a

ÓÔŒÏ KL^2 + MN^2 = LM^2 + NK^2. ïÐÕÓÔÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ MX É KY ÎÁ LN (ÓÍ. ÒÉÓ. 4Á). ôÏÇÄÁ MX^2 = LM^2 − LX^2 = MN^2 − XN^2 É

1œ ÕÞÅÂÎÉËÅ é. æ. ûÁÒÙÇÉÎ ĂçÅÏÍÅÔÒÉÑ. 7-9 ËÌ.Ą õÞÅÂÎÉË ÄÌÑ ÏÂÝÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁŒÅÄÅÎÉÊ, 5-Å ÉÚÄ., í.: äÒÏÆÁ, 2001, ÓÔÒ. 219, ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

KY^2 = KN^2 − NY^2 = KL^2 − LY^2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, LY^2 − Y N^2 = LK^2 − KN^2 = LM^2 − − MN^2 = LX^2 − XN^2, ÔÏ ÅÓÔØ LN · (LY − Y N) = LN · (LX − XN), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ X É Y ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É LN ⊥ KM.

2) ðÕÓÔØ Œ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÅ KLMN ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a, b, c É d ÄÉÁ-

òÉÓ. 4Â

ÇÏÎÁÌÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ E (ÓÍ. ÒÉÓ. 4Â). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ¸ | ÏÓÔÒÙÊ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏŒ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ KEL É MEN ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ a^2 < x^2 + y^2 É c^2 < z^2 + t^2, ÔÏ ÅÓÔØ, a^2 + c^2 < x^2 + y^2 + z^2 + t^2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏŒ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ LEM É KEN ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ b^2 > z^2 + y^2 É d^2 > x^2 + t^2, ÔÏ ÅÓÔØ, b^2 + d^2 > x^2 + y^2 + z^2 + t^2. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ, ÔÁË ËÁË ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ a^2 + c^2 = b^2 + d^2. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, LN ⊥ KM.

ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ë ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÕ BDEF (ÓÍ. ÒÉÓ. 4Œ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ BCD É ABF

BD^2 + EF^2 = BC^2 + CD^2 + EF^2 = AB^2 + DE^2 + AF^2 = BF^2 + DE^2; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, F D É BE ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.

òÉÓ. 4Œ òÉÓ. 4Ç

œÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ D É F É ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ DC É EF ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4Ç). ôÏÇÄÁ BA = BC | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÔÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ, Á ÔÏÞËÁ E ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÅÉÍ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÑÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ BE | ÉÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÏÓØ, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÌÉÎÉÉ ÃÅÎ- ÔÒÏŒ F D.

5. (á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ) œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ŒÐÉÓÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞËÕ P ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AP , BP É CP Ó ÄÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁŒÎÏ- ÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÓËÏÍÁÑ ÔÏÞËÁ P ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ É ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ

òÉÓ. 5Á

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (ÓÍ. ÒÉÓ. 5Á). ôÏÇÄÁ ∠CBB_1 = ∠CC_1B_1 = ˛, ∠CAA_1 = ∠CC_1A_1 = ¸. ôÁË ËÁË ∠A_1C_1B_1 = 60^∘, ÔÏ ¸+˛ = 60^∘. ∠AP B = 180^∘ − (∠BAP + ∠ABP ) = 180^∘ − (∠A − ¸ + ∠B − − ˛) = 180^∘ + ¸ + ˛ − (∠A + ∠B) = 60^∘ + ∠C.

(œÙËÌÁÄËÉ ÍÏÖÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ, ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÈÏÒÄÁÍÉ ÒÁŒÅÎ ÐÏÌÕÓÕÍÍÅ ÕÇÌÏŒÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ÄŒÕÈ ÐÒÏÔÉŒÏÌÅÖÁÝÉÈ ÄÕÇ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÃÁÍÉ ÈÏÒÄ.)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÁÑ ÔÏÞËÁ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÔÏÞÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁ AB ŒÉÄÎÁ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 60^∘ + ∠C, É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÔÏÞÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁ Bó ŒÉÄÎÁ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 60^∘ + ∠A (ÓÍ. ÒÉÓ. 5Â).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÏÞËÕ P , ÔÏ

òÉÓ. 5Â

∠AP C = 360^∘ − (60^∘ + ∠A) − (60^∘ + ∠C) = 60^∘ + ∠B, ÔÏ ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ P | ŒÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ.

åÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏŒ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ∠A ⩾ 120^∘, ÔÏ ÉÓËÏÍÁÑ ÔÏÞËÁ P ÌÅÖÉÔ ŒÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÌÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC. ðÒÉ

ÜÔÏÍ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ P ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÎÏ ÓÔÏÒÏÎÁ BC ÂÕÄÅÔ ŒÉÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞËÉ P ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 300^∘ − ∠A.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÞËÉ A É C É ÄŒÉ- ÇÁÔØ ÄÕÇÕ C_1A_1 ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏŒ ∠A_1AC É ∠CC_1A | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ P ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ A É C. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ É ÔÁËÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÕÇÕ A_1C_1 ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ 120^∘. ðÒÏŒÅ- ÄÅÍ AA_2 É CC_2, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÕÔÓÑ Œ ÔÏÞËÕ Q. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÏ- ÌÏ △AQC. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÄÌÑ ÓÔÏÒÏÎÙ AB. îÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÌÅÖÉÔ ÔÏÞËÁ P .

œÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. éÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ AP C É C_1P A_1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 5Á) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ AP AC =^{C1P}_{C1A1} . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,^{BP}_{BC} =^{C1P}_{C1B1} . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,^{AP}_{BP} =^{AC}_{BC} , ÔÏ ÅÓÔØ, ÔÏÞËÁ P ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ áÐÏÌÌÏÎÉÑ ÔÏÞÅË A É B.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÔÒÏÉŒ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ áÐÏÌÌÏÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÔÏÞÅË A É C, ÎÁ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÔÏÞËÕ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. éÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: AP · BC = = BP · AC = CP · AP , ÔÏ ÅÓÔØ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ P ÄÏ ŒÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÌÉÎÁÍ ÐÒÏÔÉŒÏÌÅÖÁÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ.

ôÏÞËÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ áÐÏÌÌÏÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. œ ÌÀÂÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÉÈ ÄŒÅ. åÓÌÉ ŒÓÅ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ 120^∘, ÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÄÒÕÇÁÑ ŒÎÅ. åÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏŒ ÂÏÌØÛÅ 120^∘, ÔÏ ÏÂÅ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ŒÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÏÞÅË áÐÏÌÌÏÎÉÑ:

1. ðÅÄÁÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÔÏÞÅË áÐÏÌÌÏÎÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÅ ÉÈ ÐÒÏ- ÅËÃÉÑÍÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) | ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ.

ðÏÜÔÏÍÕ ŒÏÚÍÏÖÅÎ ÄÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ | ÄÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A_1B_1C_1 ÐÏÄÏÂÅÎ ÐÅÄÁÌØÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÔÏÞËÉ P .

2. ðÒÉ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ áÐÏÌÌÏÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ. ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÉÈ ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

3. ôÁË ËÁË ∠P AB + ∠P CB = ∠A_1AB + ∠C_1CB = 60^∘, ÔÏ ÔÏÞËÉ P ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÙ ÔÏÞËÁÍ ôÏÒÒÉÞÅÌÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

6. (á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ) ðÕÓÔØ A_1, B_1, C_1 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, I | ÃÅÎÔÒ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ÎÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. C_2 | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ C_1I É A_1B_1, C_3 | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ CC_2 É AB. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ IC_3 ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÒÑÍÏÊ AB.

ðÅÒŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ C_3 | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎÙ AB Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ABC (ÓÍ. ÒÉÓ. 6a). ôÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABC É A_1B_1C ÇÏÍÏÔÅ- ÔÉÞÎÙ, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ C_2 | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ A_1B_1 É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A_1B_1C, ÔÏ ÅÓÔØ, A_1C_2=B_1C_2 = BC_3=AC_3 = (p − b)=(p − a), ÇÄÅ a, b, c | ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, Á p | ÅÇÏ ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ.

òÉÓ. 6a òÉÓ. 6Â

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÒÁŒ- ÎÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6Â), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ p = x + y + z, Á z=y = (p − x − y)=(p − x − z) = = (p − b)=(p − a).

ôÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A_1B_1C_1 ÐÏÄÏÂÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC

òÉÓ. 6Œ

Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1=2, ÔÏ ŒÙÓÏÔÁ B_1H Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ A_1B_1C_1 (Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ A_1C_1 É AC) Œ ÄŒÁ ÒÁÚÁ ÍÅÎØÛÅ ŒÙÓÏÔÙ h_b ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (ÓÍ. ÒÉÓ. 6Œ). óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ I ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ A_1C_1 ÒÁŒÎÏ^{hb}_2 − r. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ I ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ B_1C_1 ÒÁŒÎÏ^{ha}_2 − r.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

A_1C_2 B_1C_2 = S_{A1IC2} S_{B1IC2} = S_{A1IC1} S_{B1IC1} = A_1C_1(^{hb}_2 − r) B_1C_1(^{ha}_2 − r) = b(^{hb}_2 − r) a(^{ha}_2 − r) = b(^S_b −^S_p )

a(^S_a −^S_p ) = p − b p − a :

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ C_2 | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ A_1B_1

òÉÓ. 6Ç

Ó ŒÎÅŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A_1B_1C_1, ËÁÓÁÀ- ÝÅÊÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ A_1B_1 É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÏÒÏÎ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÒÉ ŒÎÅŒÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏË- ÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÒÅÚËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ ÉÈ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ É ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ N, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ îÁÇÅÌÑ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ îÁÇÅÌÑ, ÃÅÎÔÒ ŒÐÉÓÁÎ- ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I É ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ M ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑ- ÍÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ MN = 2IM (ÓÍ. ÒÉÓ. 6Ç). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ.

œÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ T É T^′ | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ! É ŒÎÅŒÐÉÓÁÎÎÏÊ !^′ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÅÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ AB, K | ÔÏÞËÁ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁÑ T (ÓÍ. ÒÉÓ. 6Ä). ðÒÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ C, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÊ ! Œ !^′, K ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ T^′, ÐÏÜÔÏÍÕ C, K É T^′ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ AT^′ = BT . œŒÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÁË, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 6e. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÔÒÅÚËÏŒ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ k + x + y = k + + t + z, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, z + y = t + x. œÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÒÕÇÏÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ y = t, ÚÎÁÞÉÔ z = x.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C_1T = C_1T^′ É Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ KT^′T ÏÔÒÅÚÏË C_1I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉŒ ÞÅÒÅÚ M ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ C_1I Ó ŒÙÓÏÔÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÏÐÕÝÅÎÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ C, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ CKIM | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ CM = KI = IT . ôÏÇÄÁ I É M ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÙ ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÉ A_1B_1, ÐÏÜÔÏÍÕ C_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ IM. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ C É T ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C_2, ÔÏ ÅÓÔØ, C, C_2 É T ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ T ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ C_3, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

òÉÓ. 6Ä òÉÓ. 6Å

10 { 11 ËÌÁÓÓ

1. (é. ûÁÒÙÇÉÎ) äÁÎ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ðÒÑÍÁÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ BC, ÐÅÒÅÓÅ- ËÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÙ AB É AC Œ ÔÏÞËÁÈ M É P ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÞÅË M É P ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BMP , ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ?

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÑÍÏÊ MP ∠BMP = 180^∘ − ∠B. éÓ-

òÉÓ. 1

ÐÏÌØÚÕÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÉÎÕÓÏŒ, ÎÁÊÄÅÍ ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ

ÏËÏÌÏ △BMP : R = BP 2 sin ∠B

. ïÎ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏŒÒÅ-

ÍÅÎÎÏ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ BP , ÔÏ ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ BP ⊥ AC (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

2. (á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ) îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ AB ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ C É D. XY | ÄÉÁÍÅÔÒ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ K ÈÏÒÄÙ CD. ôÏÞËÁ M | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÔÏÞËÉ X ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ AC, Á ÔÏÞËÁ N | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÔÏÞËÉ Y ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ BD. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ M, N É K ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË ∠XKC = ∠XMC = 90^∘, ÔÏ ÔÏÞËÉ X,

òÉÓ. 2

K, C É M ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ∠MKC = ∠MXC (ÓÍ. ÒÉÓ. 2). ôÁË ËÁË MX ⊥ AC É BC ⊥ AC, ÔÏ ∠MXC = = ∠BCX. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ∠NKD = ∠ADY . éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÕÇ AY É BX (ÎÁ ÎÉÈ ÏÐÉÒÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÙÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÕÇÌÙ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∠ADY = ∠BCX, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.

3. (ó. íÁÒËÅÌÏŒ) ABCDE | ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË. ôÏÞËÁ B^′ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÁ ÔÏÞËÅ B ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ AC (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË). íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÑÔÉÕÇÏÌØ- ÎÉËÁÍÉ, ÒÁŒÎÙÍÉ AB^′CDE, ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ?

òÅÛÅÎÉÅ. äÁ, ÍÏÖÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏŒ, ÐÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ 3Á { Œ.

òÉÓ. 3a òÉÓ. 3Â

òÉÓ. 3Œ

4. (í. œÏÌÞËÅŒÉÞ) œ ÐÉÒÁÍÉÄÕ, ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÍÏÖÎÏ ŒÐÉÓÁÔØ ÓÆÅÒÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÅÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÂÏËÏŒÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁŒÎÙ.

ðÅÒŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ SABCD | ÄÁÎÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4a),

òÉÓ. 4a

K, L, M, N É P | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó ÇÒÁÎÑÍÉ SAB, SBC, SCD, SAD É ABCD.

ôÏÇÄÁ △SMD = △SND (SD | ÏÂÝÁÑ, SN = SM É DN = = DM ËÁË ÏÔÒÅÚËÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÈ Ë ÓÆÅÒÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞ- ËÉ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, △SNA = △SKA, △SKB = △SLB, △SLC = = △SMC. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, △DMC = △DP C, △AND = △AP D, △AKB = △AP B É △BLC = △BP C.

ôÁË ËÁË ABCD | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ P ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: S_{△AP D} + S_{△BP C} = S_{△AP B} + S_{△DP C} , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, S_{△AND} + S_{△BLC} = S_{△AKB} + S_{△DMC} .

ðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÅÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ S_{△ASD} + + S_{△BSC} = S_{△AND} + S_{△BLC} + S_{△SNA} + S_{△SND} + S_{△SLB} + S_{△SLC} = S_{△AKB} + S_{△DMC} + + S_{△SKA} + S_{△SKB} + S_{△SMC} + S_{△SMD} = S_{△ASB} + S_{△DSC} , Þ. Ô. Ä.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÂÏËÏŒÙÍ ÒÅÂÒÁÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ∠ASB + ∠CSD = ∠ASD + ∠BSC.

œÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ SABCD | ÄÁÎÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4a). ôÁË ËÁË Œ ÞÅÔÙÒÅÈÇÒÁÎ- ÎÙÊ ÕÇÏÌ SABCD ÍÏÖÎÏ ŒÐÉÓÁÔØ ÓÆÅÒÕ, ∠ASB + ∠CSD = ∠ASD + ∠BSC (ÓÍ. ËÏÍÍÅÎÔÁ- ÒÉÊ). òÁÚÒÅÖÅÍ ÐÉÒÁÍÉÄÕ ÐÏ ÒÅÂÒÁÍ É ÓËÌÅÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ SAB É SCD ÐÏ ÒÁŒÎÙÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ AB É CD, Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ SBC É SDA ÐÏ ÒÁŒÎÙÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ BC É AD (ÓÍ. ÒÉÓ. 4Â, Œ).

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄŒÁ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a = SA, b = SB, c = SC É d = SD, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÕÇÌÏŒ ÍÅÖÄÕ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É b, c É d ÏÄÎÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÕÇÌÏŒ ÍÅÖÄÕ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É d, b É c ÄÒÕÇÏÇÏ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

òÉÓ. 4Â òÉÓ. 4Œ òÉÓ. 4Ç

ìÅÍÍÁ. ðÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÄÌÉÎ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4Ç) É ËÏÓÉÎÕÓÁ ÓÕÍÍÙ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÕÇÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Œ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÅ KLMN ÓÔÏÒÏÎÙ KL, LM, MN É NL ÒÁŒÎÙ x, y, z É t ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á ÕÇÌÙ K É M | ¸ É ˛. œÙÒÁÚÉÍ ÕÄŒÏÅÎÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ KLMN: 2S = xt sin ¸ + yz sin ˛. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ËÏÓÉÎÕÓÏŒ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ KLN

É MLN:

x^2 + t^2 − y^2 − z^2 2 = xt cos ¸ − yz cos ˛.

œÏÚŒÅÄÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ËŒÁÄÒÁÔ É ÓÌÏÖÉÍ ÉÈ:

4S^2 = x^2t^2 sin^2 ¸ + 2xyzt sin^2 ¸ sin ˛ + y^2z^2 sin^2 ˛; ( x^2 + t^2 − y^2 − z^2 2 )_2 = x^2t^2 cos^2 ¸ − 2xyzt cos ¸ cos ˛ + y^2z^2 cos^2 ˛;

4S^2 +

(x^2 + t^2 − y^2 − z^2 2 )_2

= x^2t^2 + y^2z^2 − 2xyzt cos(¸ + ˛):

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ, Þ. Ô. Ä.

5. (î. óÅÄÒÁËÑÎ) œÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ŒÙÂÒÁÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ MA + MB + MC ⩽ max(AB + BC; BC + AC; AC + AB).

ðÅÒŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, AB ⩾

òÉÓ. 5a

⩾ BC ⩾ AC. ôÏÇÄÁ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M ÐÒÑÍÕÀ, ÐÁÒÁÌÅÌÌØÎÕÀ AC. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÔ AB É BC Œ ÔÏÞËÁÈ A_1 É C_1. ôÁË ËÁË △A_1BC_1 ÐÏÄÏÂÅÎ △ABC, ÔÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ, ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, A_1B ⩾ BC_1 ⩾ A_1C_1 É A_1B ⩾ BM (ÔÁË ËÁË ÞÅŒÉÁÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎÁ ÐÒÏŒÅÄÅÎÁ).

éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ △AA_1M É △CC_1M: AA_1 + + A_1M ⩾ AM É CC_1 + MC_1 ⩾ CM. óËÌÁÄÙŒÁÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ AA_1 + A_1M + CC_1 + MC_1 + A_1B ⩾ AM + CM + BM, ÉÌÉ A_1ó_1 + CC_1 + AB ⩾ AM + + CM + BM, ÎÏ BC ⩾ A_1ó_1 + CC_1 (ÔÁË ËÁË BC_1 ⩾ A_1C_1).

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, íá + íœ + íó ⩽ áœ + œó, Þ. Ô. Ä. œÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ XY Z ∠Y > 90^∘, ÔÏ XY + Y Z < < XZ + h_y, ÇÄÅ h_y | ŒÙÓÏÔÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÁÑ Ë ÓÔÏÒÏÎÅ XZ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5Â).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ P , Q, R | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ

òÉÓ. 5Â

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó XY , XZ, Y Z ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, I | ÅÅ ÃÅÎÔÒ. ôÏÇÄÁ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ IY P ∠IY P =^1_2 ∠XY Z > 45^∘, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ P Y < r <^1_2 h_y, ÇÄÅ r | ÒÁÄÉÕÓ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, XY + Y Z − XZ = (XP + P Y ) + (Y R + RZ) − − (XQ + QZ) = P Y + RY = 2P Y < h_y. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÄÉÎ ÉÚ ÔÒÅÈ ÕÇÌÏŒ ∠AMB, ∠AMC, ∠BMC | ÔÕÐÏÊ. ðÕÓÔØ,

òÉÓ. 5Œ

ÓËÁÖÅÍ, ÜÔÏ ∠AMB. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M_1 ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ CM É AB. ôÏÇÄÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÉŒ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ M ÄÏ AB ÞÅÒÅÚ h, ÉÍÅÅÍ (MA + MB) + MC < (AB + h) + MC ⩽ (AB + MM_1) + MC = = AB + CM_1 ⩽ AB + max(CA; CB), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

6. (é. âÏÇÄÁÎÏŒ) îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÏŒÅÄÅÎÙ ÛÅÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÅÔŒÅÒÔÁÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÎÁÂÏÒÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÂÕÄÕÔ ËÁÓÁÔØÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ŒÓÅ ÛÅÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ?

òÅÛÅÎÉÅ. îÅÔ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ABB^′A^′ |

òÉÓ. 6

ËŒÁÄÒÁÔ, O | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ! É !^′ | ŒÐÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ OAB É OA^′B^′, ‘_1 É ‘_2 | ÏÂÝÉÅ ŒÎÅÛÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ! É !^′ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6).ôÏÇÄÁ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÛÅÓÔÅÒËÁ ÐÒÑÍÙÈ | ÜÔÏ ‘_1, ‘_2, ‘_3 = AB, ‘_4 = A^′B^′, ‘_5 = AB^′, ‘_6 = BA^′.

äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ AB, AB^′, A^′B, A^′B^′, ‘_1 ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÑÔÅÒÏË ÐÒÑÍÙÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ (1; 2; 3; 5; 6), (1; 2; 4; 5; 6), (1; 3; 4; 5; 6), (2; 3; 4; 5; 6) (ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. úÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÐÒÑÍÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÑ- ÔÅÒÏË | ÉÎÁÞÅ ÂÙ Œ ÜÔÏÊ ÔÒÏÊËÅ ÂÙÌÉ ÐÒÑÍÙÅ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 4 (ÉÚ-ÚÁ ÐÅÒŒÏÊ ÐÑÔÅÒËÉ), 3 (ÉÚ-ÚÁ ŒÔÏÒÏÊ), 2 (ÉÚ-ÚÁ ÔÒÅÔØÅÊ) É 1 (ÉÚ-ÚÁ ÞÅÔŒÅÒ- ÔÏÊ), ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

ðÕÓÔØ ‘_1 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ AB, AB^′, A^′B, A^′B^′ Œ ÔÏÞËÁÈ C, E, E^′, C^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AOB É BCE^′ | ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ Ó ÏÂÝÅÊ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ. ôÏÇÄÁ EC = EO, É ÐÏÜÔÏÍÕ △ACE = △EOE^′, ÔÏ ÅÓÔØ AE = EE^′. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, EE^′ = E^′A^′. ôÁËÖÅ ∠AEE^′ = ∠EE^′A^′ = 135^∘, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ A, E, E^′ É A^′ | ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ŒÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á Œ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÐÉÓÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

íÁÔÅÒÉÁÌÙ ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÌÉ: á. áËÏÐÑÎ, á. âÌÉÎËÏŒ, à. âÌÉÎËÏŒ, é. âÏÇÄÁÎÏŒ, ä. œÅÌØÔÉÝÅŒ, í. œÅÌØ- ÔÉÝÅŒ, í. œÏÌÞËÅŒÉÞ, á. çÏÒÓËÁÑ, œ. çÕÒÏŒÉÃ, á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ, ð. ëÏÖÅŒÎÉËÏŒ, ó. íÁÒËÅÌÏŒ, î. îÅÔÒÕÓÏŒÁ, ä. ôÅÒÅÛÉÎ, â. æÒÅÎËÉÎ, á. èÁÞÁÔÕÒÑÎ.