œÔÏÒÁÑ ŒÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÍ. é. æ. ûÁÒÙÇÉÎÁ þÅÔŒÅÒÔÁÑ õÓÔÎÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ç. íÏÓËŒÁ, 2 ÁÐÒÅÌÑ 2006 ÇÏÄÁ

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

8 { 9 ËÌÁÓÓ

1. (á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ) äÉÁÇÏÎÁÌÉ ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ K Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABK, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ CD.

òÅÛÅÎÉÅ. õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ MK É ÈÏÒÄÏÊ

òÉÓ. 1

Bë ÒÁŒÅÎ ÕÇÌÕ BAK, ÔÁË ËÁË ÕÇÏÌ BAK ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ É ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÕ ÖÅ ÄÕÇÕ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ∠CDB = ∠BAK, ÔÁË ËÁË ÜÔÉ ŒÐÉÓÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ ÏÐÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÄÕÇÕ BC. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∠MKB = ∠CDB, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, MK ‖ CD.

2. (í. åŒÄÏËÉÍÏŒ) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÏËÏÌÏ ÕÇÏÌËÁ ÉÚ ÐÑÔÉ ËÌÅÔÏË (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

ïÔŒÅÔ: 1 : 2.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌÏË ABCDEF É ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ŒÏËÒÕÇ ÎÅÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË KLMN (ÓÍ. ÒÉÓ. 2Á). ðÒÏŒÅÄÅÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ XP , Y Q, CR É ZT . ðÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ALB, BP X, CRD, DME, NT Z É ET Z ÒÁŒÎÙ ÐÏ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÅ É ÏÓÔÒÏÍÕ ÕÇÌÕ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, BP = DM = NT = T E É BL = RD = EM. ôÁËÖÅ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÁ- ÌÅÓÁ, BP = P Q = QR. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, NM = 2DM + ME, Á ML = 4DM + 2ME, ÏÔËÕÄÁ NM : ML = 1 : 2.

òÉÓ. 2Á òÉÓ. 2Â

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌÏË ABCDEF É ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ŒÏËÒÕÇ ÎÅÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ- ÎÉË KLMN (ÓÍ. ÒÉÓ. 2Â). ðÕÓÔØ ÓÔÏÒÏÎÁ ËÌÅÔËÉ ÒÁŒÎÁ 1, ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ BCD ÓÔÏÒÏÎÁ BD = √ 10. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BCD É DME ÐÏÄÏÂÎÙ, ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, √ 10 1 = 3 DM = 1 ME , ÏÔËÕÄÁ DM = 3 √ 10 10 É ME = √ 10 10 . ôÁËÖÅ ÐÏÄÏÂÎÙ É ÐÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AKF É BCD, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, 4√ 10 = AK 1 , ÔÏ ÅÓÔØ, AK = 4 √ 10 10 . ðÒÑ- ÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ALB É DME ÒÁŒÎÙ ÐÏ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÅ É ÏÓÔÒÏÍÕ ÕÇÌÕ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, AL = DM = 3 √ 10 10 É LB = ME = √ 10 10 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ:

KL = AK + AL = 4 √ 10 10 + 3 √ 10 10 = 7 √ 10 10 É LM = LB + BD + DM = √ 10 10 + √ 10 + 3 √ 10 10 = 14 √ 10 10 , ÏÔËÕÄÁ KL : LM = 1 : 2.

3. (í. œÏÌÞËÅŒÉÞ) îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB, BC É AC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ C^′, A^′ É B^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ ÕÇÏÌ A^′C^′B^′ | ÐÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË A^′B^′ ÄÌÉÎÎÅÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ A^′B^′. ôÏÇÄÁ MA^′ = MB^′ =

òÉÓ. 3Á

= MC^′. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ M ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ðÕÓÔØ O | ÃÅÎÔÒ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ- ËÁ ABC, r | Åč ÒÁÄÉÕÓ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË KLN, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ ŒÐÉ- ÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ | ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, É, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ∠KNL ≥ 90^∘ (ÓÍ. ÒÉc. 3Á). ôÏÇÄÁ ∠BKL = = ∠KNL = ∠BLK, ÔÏ ÅÓÔØ, Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ BKL ÄŒÁ ÎÅÏÓÔÒÙÈ ÕÇÌÁ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ M É O ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A^′, B^′ É C^′ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, MA^′ > r É ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÔÏÞÅË O É M, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ. ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ M É ÒÁÄÉÕÓÏÍ MA^′, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÏÂ- ÝÉÅ ÔÏÞËÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ- ËÁ É ÌÅÖÁÝÉÅ ŒÎÅ ÅÇÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 3Â). ôÏÞËÉ ÐÏÐÁÒÎÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÐÏÄÏÂÎÙÊ ÄÁÎÎÏÍÕ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÂÏÌØÛÉÍ 1. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ŒÐÉÓÁÎÁ Œ ÎÅÇÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÅ ÒÁÄÉÕÓ MA^′ > r, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

òÉÓ. 3Â òÉÓ. 3Œ

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÒÏŒÅÄčÍ ÞÅÒÅÚ O ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ïÎÉ ÒÁÚÄÅÌÑÔ ÅÇÏ ÎÁ ÔÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ É ÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 3Œ). ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ M ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ Ó ÔÏÞËÏÊ M ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ (ÄÌÑ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÏÇÒÁÍÍÁ ÜÔÏ ÓÔÏ- ÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ, ÄÌÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ | ÌÀÂÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÕ). ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, BC | ÔÁËÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ, ÔÏÇÄÁ MA^′ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÅÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ r.

4. (M. œÏÌÞËÅŒÉÞ) äÁÎ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ B É ÄÅÌÑÝÕÀ ÅÇÏ ÎÁ ÄŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÒÁÄÉÕÓÙ ŒÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÙ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ BD | ÉÓËÏÍÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, O_1, O_2, I | ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ŒÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABD, BCD É ABC (ÓÍ. ÒÉÓ. 4). ôÏÇÄÁ O_1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AI, O_2 | ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ CI, O_1O_2 ‖ AC É ∠O_1BO_2 = ∠B 2 . ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÄÕÇÕ, ÉÚ ÔÏÞÅË ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÒÅÚÏË AC ŒÉÄÅÎ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ ∠B 2 , É ÎÁÊÄÅÍ ÔÏÞËÕ P ÅÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÌÕÞÏÍ IB. ðÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ B É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ P A É P C, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ IA É IC, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ ÔÏÞËÁÈ O_1, O_2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ P AC É BO_1O_2 ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙ

Ó ÃÅÎÔÒÏÍ I, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ∠O_1BO_2 = ∠B 2 . éÓËÏÍÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ BA ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ BO_1.

òÉÓ. 4 òÉÓ. 5

5. (á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ) îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ŒÏ ŒÎÅÛÎÀÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABC_1, BCA_1, CAB_1. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ A_1B_1 ŒÏ ŒÎÅÛÎÀÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A_1B_1C_1 ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A_1B_1C_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ C_1C_2.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÏÓËÏÌØËÕ AB = AC_1, AB_1 = AC É ∠BAB_1 = 60^∘ + ∠BAC = = ∠C_1AC, ÔÏ △ABB_1 = △AC_1C (ÓÍ. ÒÉÓ. 5). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ A_1BB_1 É CA_1C_2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ CC_1 = BB_1 = CC_2. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ C, C_1 É C_2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ∠C_1CB + ∠BCA_1 + ∠A_1CC_2 = 180^∘: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ∠BCA_1 = 60^∘, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ: ∠A_1CC_2 = ∠A_1BB_1 = 60^∘ + ∠CBB_1 = 60^∘ + ∠CBA − ∠ABB_1 = ∠C_1BC − ∠ABB_1 = ∠C_1BC − − ∠AC_1C. ðÏÜÔÏÍÕ, ∠C_1CB + ∠BCA_1 + ∠A_1CC_2 = ∠C_1CB + 60^∘ − ∠AC_1C + ∠C_1BC = ∠C_1CB + + ∠CC_1B + ∠C_1BC = 180^∘.

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ: ÐÅÒŒÙÊ | Ó ÃÅÎÔÒÏÍ A, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ C_1 Œ B, ŒÔÏÒÏÊ | Ó ÃÅÎÔÒÏÍ A_1, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ B Œ C. üÔÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ C_1 Œ C, Á C Œ C_2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÇÌÙ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙ, ÔÏ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ, C_1C = CC_2. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ C | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ C_1C_2.

6. (á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ) œ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏŒ ÒÁŒÅÎ 60^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑ- ÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÔÓÅËÁÅÔ ÏÔ ÎÅÇÏ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ O | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ

òÉÓ. 6

ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, M | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÜÔÏ- ÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6). ôÏÇÄÁ OM | ÐÒÑÍÁÑ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ H É MH = 2MO. ôÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC | ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ, ÔÏ ÔÏÞËÉ O É H ÌÅÖÁÔ ŒÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ. ðÒÏŒÅÄÅÍ OL ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ AB. ôÏÇÄÁ ∠ACB = 1 2 ∠AOB = ∠AOL, ÏÔËÕÄÁ OL = R cos ∠ACB, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, CH = 2OL = 2R cos ∠ACB.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC AC < BC É ∠ACB = 60^∘, ÔÏÇÄÁ CH = R = CO. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ∠ACH = = ∠OCB, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ OCH ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ÕÇÌÁ ACB. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ OH, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÁÑ OH ÏÔÓÅËÁÅÔ ÎÁ ÌÕÞÁÈ CB É CA

ÒÁŒÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ∠HCA = 90^∘ −∠CAB < ∠OCA = 90^∘ −∠ACB É ∠HAC < ∠OAC, Ô. Å. H ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ OAC. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ HBC. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÑÍÁÑ OH ÐÅÒÅÓÅËÁÑ ÓÔÏÒÏÎÙ AC É BC, ÏÔÓÅËÁÅÔ ÏÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÕÇÌÏÍ 60^∘, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ.

10 { 11 ËÌÁÓÓ

1. (á. âÌÉÎËÏŒ) äÁÎ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÑÍÕÀ, ÒÁÚÂÉŒÁÀÝÕÀ ÅÇÏ ÎÁ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÙ ÒÁÄÉÕÓÙ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ABC | ÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ∠ABC | ÅÇÏ

òÉÓ. 1Á

ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÕÇÏÌ (ÓÍ. ÒÉÓ 1Á). ðÒÏŒÅÄÅÍ ÌÕÞÉ AK É CM ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∠BAK = ∠BCM = ∠ABC = ¸. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÔÏÞËÉ M É K ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÑÍÁÑ MK | ÉÓËÏÍÁÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË AMKC | ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ, ÔÁË ËÁË ∠MAK = ∠MCK. òÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÎÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ MK

2 sin ff

. ôÁËÉÍ ÖÅ ÂÕÄÅÔ É ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÏËÒÕÇ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ MBK. åÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÅÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ-

òÉÓ. 1Â

ÎÏÅ. åÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏ- ÇÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC AB = BC (ÓÍ. ÒÉÓ. 1Â).

ðÒÏŒÅÄÅÍ ÐÒÑÍÕÀ BD, ÇÄÅ D | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÏÔ- ÒÅÚËÁ AC. ôÁË ËÁË sin ∠BDA = sin ∠BDC, ÔÏ ÒÁÄÉÕÓÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ABD é BCD, ÒÁŒÎÙ.

2. (C. íÁÒËÅÌÏŒ) ûÅÓÔØ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÅÔÒÁÜÄÒ?

ïÔŒÅÔ: ÎÅÔ, ÎÅŒÅÒÎÏ.

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÑÔØ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÄÌÉÎÙ 1 É ÏÄÉÎ ÏÔÒÅÚÏË

òÉÓ. 2

ÄÌÉÎÙ √ 3, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ. ðÕÓÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÅÔÒÁÜÄÒ. ôÏÇÄÁ ÄŒÅ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ ABC É BDC | ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2). œ ÔÁËÏÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÅ ÄÌÉÎÁ ÒÅÂÒÁ AD ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÉÔ √ 3, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ A, B, C É D ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

3. (â. æÒÅÎËÉÎ) îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ ÄŒÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C_1 É C_2 Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ O_1 É O_2 É ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ 2R É R ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. îÁÊÄÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÃÅÎÔÒÏŒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ C_1, Á ÄŒÅ ÄÒÕÇÉÅ | ÎÁ C_2.

ïÔŒÅÔ. œÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 4 3 R Ó ŒÙËÏÌÏÔÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ, ÄÅÌÑÝÉÍ ÏÔÒÅÚÏË O_1O_2 Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 1.

ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ ŒÅÒÛÉÎÁ A ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ŒÅÒÛÉÎÙ B É C | ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ, D | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ BC, M | ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ëÏ- ÇÄÁ B É C ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ŒÔÏÒÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÏ D ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ Åč ËÒÕÇÁ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅÒÛÉÎÁ A ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ, ÔÏ M ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ, ÒÁÄÉÕÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ 2 3 R, Á ÃÅÎÔÒ O ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË AO_2 Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 1. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ A ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÅÒŒÕÀ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÏ O ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÒÁÄÉÕÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ 2 3 R, Á ÃÅÎÔÒ O_0 ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË O_1O_2 Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 1. ôÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ ËÒÕÇÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÔÏÞËÉ M,

ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 4 3 R Ó ŒÙËÏÌÏÔÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ O_0.

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ C ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ c ÃÅÎÔÒÏÍ O_2, A, B | ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O_1, M | ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ABC, M_0 | ÔÏÞËÁ, ÄÅÌÑÝÁÑ ÏÔÒÅÚÏË O_2O_1 Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 1. ôÏÇÄÁ

M_0M = 1 3 (M_0A + M_0B + M_0C) = 1 3 (2M_0O_1 + O_1A + O_1B + M_0O_2 + O_2C) = 1 3 (O_1A + O_1B + O_2C):

ôÁË ËÁË ÔÏÞËÉ A É B ÒÁÚÌÉÞÎÙ, |O_1A + O_1B| < 2R. ôÁË ËÁË ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ O_2C ŒÓÅÇÄÁ ÒÁŒÎÁ 2R, ÓÕÍÍÁ ÔÒÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ ŒÓÅÇÄÁ ÍÅÎØÛÅ 4R. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ÍÅÖÄÕ 0 É 4R, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÁ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÏÖÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÉÓËÏÍÙÍ çíô ÂÕÄÅÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ M_0 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ 4 3 R, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÉ M_0.

4. (á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ) þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD ŒÐÉÓÁÎ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÃÅÎÔÒ O ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÁÈ A É C É ÐÒÑÍÁÑ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ BD ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ O ÄÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÙ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ B^′ É D^′ | ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ B É D ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÐÒÑÍÁÑ B^′D^′ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË). éÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ P D^′C É P CB^′ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P C

P B^′

= CD^′

CB^′

, Á ÉÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ

P D^′A É P AB^′ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P A

P B^′

= AD^′

AB^′

. ðÏÓËÏÌØËÕ P A = P C, ÔÏ CD^′ · AB^′ = AD^′ · CB^′.

òÉÓ. 4

ðÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚ ÔÏÞËÉ O Ë ÐÒÑÍÙÍ AB, BC, CD É DA, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ABB^′, CBB^′, CDD^′ É ADD^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÌÉÎÙ ÜÔÉÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑ- ÒÏŒ ÒÁŒÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ 1 2 AB^′, 1 2 CB^′, 1 2 CD^′ É 1 2 AD^′, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÉÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

5. (í. œÏÌÞËÅŒÉÞ) ïÓÎÏŒÁÎÉÅÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÓÌÕÖÉÔ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ É ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ŒÐÉÓÁÎÎÙÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏÍ?

ïÔŒÅÔ. äÁ.

òÉÓ. 5Á

òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ V | ŒÅÒÛÉÎÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ABCD | Åč ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5Á). åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÕÇÌÏŒ ÒÁŒÎÁ ı, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏŒ A É C ÂÏÌØÛÅ ı. œÏÚØÍčÍ ÔÏÞËÉ A^′; B^′; D^′ ÎÁ ÒčÂÒÁÈ AV; BV; DV ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, É ÐÕÓÔØ C^′ | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ A^′B^′D^′ Ó ÒÅÂÒÏÍ CV . äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ A^′; B^′; D^′, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏŒ A^′ É C^′ ÍÅÎØÛÅ ı (ÐÅÒÅÔÑÇÉŒÁÑ ÔÁËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ Œ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ, ÍÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÕÍÍÕ ÕÇÌÏŒ A^′ É C^′, ÒÁŒÎÕÀ ı, Ô.Å. ÓÅÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ŒÐÉÓÁÎÎÙÍ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÏÍ).

âÕÄÅÍ ÂÒÁÔØ ÔÏÞËÉ B^′ É D^′ ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ŒÙÓÏÔÅ. ôÁË ËÁË ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ B^′D^′ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÏ, ÔÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ É ÅÇÏ ÕÇÏÌ ¸ > 0 Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ BCV . õÇÏÌ D^′B^′C^′ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ¸. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÕÇÏÌ B^′D^′C^′ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˛ > 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÇÏÌ B^′C^′D^′ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ı −¸−˛ < ı. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ŒÚÑÔØ B^′ É D^′ ÂÌÉÚËÏ Ë ŒÅÒÛÉÎÅ ÐÉÒÁÍÉÄÙ V , ÔÏ ÕÇÏÌ B^′A^′D^′ ÂÕÄÅÔ ÂÌÉÚÏË Ë 0 É ÐÏÔÏÍÕ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ Ó ÕÇÌÏÍ B^′C^′D^′ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ ı.

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ V ABCD | ÎÁÛÁ ÐÉÒÁÍÉÄÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5Â, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏËÁ ÎÅÔ). äÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ÌÕÞÉ V A, V B, V C, V D Œ ÔÏÞËÁÈ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÔÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ V ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅ- ÒÅÊÄÕÔ ÎÁ ÒÅÂÒÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, Á ÎÅ ÎÁ ÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ).

œÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ K ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ V AB É V CD (ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ V É ÏÔÒÅÚÏË Bó ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ V AD). ðÕÓÔØ B^′ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÌÕÞÅ V B, A^′ | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÅÊ KB^′ É V A. ôÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ KA^′ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ K ÄÏ V A. ðÏÜÔÏÍÕ, ŒÙÂÉÒÁÑ B^′ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÁÌÅËÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ KA^′ · KB^′ > 2KV^2. ðÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ B^′ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Ë V ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ; ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ B^′ ÏÎÏ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁŒÎÙÍ 2KV^2.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ ÌÕÞÅ V C ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ C^′, ÞÔÏ KC^′ · KD^′ = KV^2, ÇÄÅ D^′ | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÅÊ KC^′ É V D. ôÏÇÄÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ KB^′C^′ | ÉÓËÏÍÁÑ, ÉÂÏ ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÞÅÔÙÒÅÈ- ÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÐÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÕ A^′B^′C^′D^′, ÐÒÉÞÅÍ KA^′ · KB^′ = KC^′ · KD^′, ÇÄÅ K | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ A^′B^′ É C^′D^′.

6. (á.úÁÓÌÁŒÓËÉÊ) äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC É ÔÏÞËÁ P . A_1, B_1, C_1 | ŒÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AP , BP , CP Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ABC, A_2, B_2, C_2 | ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ A_1, B_1, C_1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ BC, CA, AB, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ A_1B_1C_1 É A_2B_2C_2 ÐÏÄÏÂÎÙ.

òÅÛÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ P A_1B_1 É P A_2B_2 ÐÏÄÏÂÎÙ. úÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ∠P BA_2 = ∠B_1BA_1 −2∠CBA_1 = |∠B_1AC−∠CBA_1| = ∠P AB_2. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, A^2B

B_2A

= A^1B

B_1A = sin ∠P AB sin ∠P BA

= P B P A . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ P BA_2 É P AB_2 ÐÏÄÏÂÎÙ, Ô.Å. P A^2

P B_2

= P B P A = P A^1

P B_1 É ∠A_2P B = ∠AP B_2. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ∠A_2P B_2 = ∠B_1P A_1, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.