ôÒÅÔØÑ ŒÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÍ. é. æ. ûÁÒÙÇÉÎÁ ðÑÔÁÑ ÕÓÔÎÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ç. íÏÓËŒÁ, 1 ÁÐÒÅÌÑ 2007 ÇÏÄÁ

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

8 { 9 ËÌÁÓÓ

1. (œ. ûÅŒÑËÏŒ) äÁÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÐÏÌÏÓËÁ ÒÁÚ-

òÉÓ. 8.1.1

ÍÅÒÏÍ 12 × 1. ïËÌÅÊÔÅ ÜÔÏÊ ÐÏÌÏÓËÏÊ Œ ÄŒÁ ÓÌÏÑ ËÕÂ Ó ÒÅÂÒÏÍ 1 (ÐÏÌÏÓËÕ ÍÏÖÎÏ ÓÇÉÂÁÔØ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÎÁÄÒÅ- ÚÁÔØ).

òÅÛÅÎÉÅ. óÌÏÖÉÍ ÐÏÌÏÓËÕ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ 8.1.1

òÉÓ. 8.1.2

É 8.1.2 (ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ ÐÕÎËÔÉÒÏÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÌÉÎÉÉ ÓÇÉÂÁ, Á ÎÁ ŒÔÏ- ÒÏÍ ÓÅÒÙÍ ÃŒÅÔÏÍ ÚÁËÒÁÛÅÎÁ ÏÂÏÒÏÔÎÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÐÏÌÏÓËÉ). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÏËÌÅÉÔØ ËÕÂ Œ ÄŒÁ ÓÌÏÑ.

äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÐÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÉËÁ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÄÏ ÛÅ- ÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ, ÒÁŒÎÑÌÁÓØ ÓÅÍÉ. îÁ ÒÁÚŒÅÒÔËÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÔÁËÖÅ.

2. (æÏÌØËÌÏÒ) äÁÎ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. îÁ ÐÒÏÄÏÌÖÎÉÑÈ ËÁÔÅÔÏŒ AB É AC ÚÁ ŒÅÒÛÉÎÙ B É C ÏÔÌÏÖÉÌÉ ÒÁŒÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ BK É CL. E É F | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ KL É ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ KC É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ B É A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ EF = F L.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. äÏÓÔÒÏÉÍ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË AKL ÄÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ AKDL (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.2.1). ðÕÓÔØ S É N ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ BE É AF Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ DL. ôÏÇÄÁ ∠AKC = ∠LAN É AL = AK, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ALN É AKC ÒÁŒÎÙ ÐÏ ËÁÔÅÔÕ É ÐÒÉÌÅÖÁÝÅÍÕ ÏÓÔÒÏÍÕ ÕÇÌÕ. ôÏ ÅÓÔØ, LN = AC = AB. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ- ÎÉË ABSN | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, SN = AB = LN. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÙÅ BS É AN ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÁÌÅÓÁ EF = F L.

òÉÓ. 8.2.1 òÉÓ. 8.2.2

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ L ÐÒÑÍÕÀ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÐÒÑÍÏÊ KC. ðÕÓÔØ P | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÒÑÍÏÊ AB (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.2.2). ôÏÇÄÁ ∠AKC = ∠F AC = = ∠ALP É AL = AK, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ALP É AKC ÒÁŒÎÙ ÐÏ ËÁÔÅÔÕ É ÐÒÉÌÅÖÁÝÅÍÕ ÏÓÔÒÏÍÕ ÕÇÌÕ. ôÏ ÅÓÔØ, AP = AC = AB. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÙÅ BE, AF É P L ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÁÌÅÓÁ EF = F L.

3. (æÏÌØËÌÏÒ) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ABCD, ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ: ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÅÇÏ ŒÙÓÏÔ BH É BP É ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ AD.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ABCD ÐÏÓÔÒÏÅÎ. ðÕÓÔØ K É L | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÅÇÏ ŒÙÓÏÔ œH É BP ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ AD (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.3). ðÒÏŒÅÄÅÍ ÏÔÒÅÚÏË ML. ðÏÓËÏÌØËÕ AM = MD É BL = LP , ÔÏ ML | ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ABP D, ÐÏÜÔÏÍÕ ML ‖ CD É ML ⊥ BP . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÅÒÛÉÎÁ B ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÕ ML. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÐÒÑÍÕÀ KM É ÏÔÌÏÖÉÍ ÏÔÒÅÚËÏË KN, ÒÁŒÎÙÊ ÏÔÒÅÚËÕ KM. ôÁË ËÁË △KBN = △KHM (ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁËÕ), ÔÏ ∠NBK = 90^∘, ÔÏ ÅÓÔØ, ŒÅÒÛÉÎÁ œ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ‚, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ NK ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅÒÛÉÎÁ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ‚. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

òÉÓ. 8.3

úÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÄŒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ. üÔÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÌÉÞÅ- ÓÔŒÁ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ‚.

4. (æÏÌØËÌÏÒ) ðÕÓÔØ I | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË áœó. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ,

òÉÓ. 8.4.1

ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BIC, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÙÅ áœ É áó Œ ÔÏÞËÁÈ å É F ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ EF ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË áœó.

òÅÛÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ E É F ÌÅÖÁÔ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÌÕÐÌÏÓ- ËÏÓÔÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ BC. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.

1) ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ I, E É F ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ BC (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.4.1). ðÏÓËÏÌØËÕ BI É CI | ÂÉÓ- ÓÅËÔÒÉÓÙ, ÔÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÐÉÓÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏŒ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÕÇ: ^ EI =^ IC É ^ BI =^ IF . ðÏÓËÏÌØËÕ ^ IC >^ IF , ÔÏ É ^ EI >^ BI, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

2) ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ E É F ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ BC, Á ÔÏÞËÁ I | Œ ÄÒÕÇÏÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.4.2). ôÏÇÄÁ ∠BEI = = ∠ICB, Á ∠AF I = ∠IBC (ŒÐÉÓÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ, ÏÐÉÒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÄÕÇÕ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ∠ABC > ∠ACB (Œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÏÞËÉ E É F ÓÏŒÐÁÄÕÔ Ó ÔÏÞËÁÍÉ B É C). îÏ ÔÏÇÄÁ ∠AF I > ∠ICA É ÔÏÞËÁ F ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÌÕÞÅ CA.

òÉÓ. 8.4.2 òÉÓ. 8.4.3

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ E É F ÌÅÖÁÔ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ BC (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.4.3). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏ, ÞÔÏ CI | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ ACB É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÐÉÓÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏŒ,

ÏÐÉÒÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÒÁŒÎÙÅ ÄÕÇÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ∠IEF = ∠ICF = ∠ICB = ∠IEB, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABC É AEF ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ŒÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

5. (á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ) äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË áœó. ôÏÞËÉ á_1, œ_1 É ó_1 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÁÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ. ó_2 | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ áœ_1 É œá_1, ÔÏÞËÉ á_2 É œ_2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ á_1á_2, œ_1œ_2 É ó_1ó_2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. äÏËÁÖÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ A_1A_2 É C_1C_2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.5.1). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÏÄÏÂÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ BA_2A_1 É BC_1C_2.

ôÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABC, ABC_1, A_1BC É AB_1C ÒÁŒÎÙ (ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÏÓÅŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ∠BCA_2 = 180^∘ − 2∠C, ∠A_2BC = 180^∘ − 2∠B, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∠BA_2C = 180^∘ − 2∠A.

ôÁËÖÅ ∠C_2BA = 180^∘ − 2∠B É ∠C_2AB = 180^∘ − 2∠A, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BA_2C É BAC_2 ÐÏÄÏÂÎÙ. ôÏÇÄÁ BC

BA_2

= BC^2 BA . ðÏÓËÏÌØËÕ BC = BC_1 É BA = BA_1, ÔÏ BC^1

BA_2

= BC^2

BA_1

. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ∠C_1BC_2 = ∠A_1BA_2 (ËÁË ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BA_2A_1 É BC_1C_2 ÐÏÄÏÂÎÙ.

ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ C_1C_2 É B_1B_2 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

òÉÓ. 8.5.1 òÉÓ. 8.5.2

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ O | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, H | ÅÇÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ(ÓÍ. ÒÉÓ. 8.5.2). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ C_1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ CH. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ C_2 ÌÅÖÉÔ ÎÁ CO. ðÕÓÔØ C^′ É C^{′′} | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AB_1 É BA_1 Ó ÐÒÑÍÏÊ CO. ôÏÇÄÁ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ CB_1C^′: ∠CB_1C^′ = ∠B, ∠C^′CB_1 = ∠C + ∠OCA = ∠C + ı=2 − ∠B É, ÚÎÁÞÉÔ, ∠B_1C^′C = ı=2 − ∠C. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÉÎÕÓÏŒ CC^′ = B^1C sin B

cos C

= 2R sin A sin B

cos C

. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A_1C^{′′}C ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ CC^{′′} = 2R sin A sin B

cos C

, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ C^′, C^{′′} É C_2 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÉÎÕÓÏŒ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BHC ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ BC

sin ∠BHC

= CH

sin ∠HBC

, ÔÏ ÅÓÔØ, BC sin A = CH cos C

, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

CC_1 2BC = sin B, ÏÔËÕÄÁ

2 sin A sin B

cos C = CC_1 CH . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

CC_2 CO = CC_1 CH , ÔÏ ÅÓÔØ, ÐÒÑÍÁÑ C_1C_2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ OH. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ A_1A_2 É B_1B_2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ OH.

6. (á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ) œÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÔÏÞËÁ P . C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, AB | ÈÏÒÄÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÏÔÒÅÚËÕ P C. ôÏÞËÉ X É Y ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ AC É BC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ XY ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ P Q ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ XY ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ C. œÙÒÁÚÉÍ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÈÏÒÄ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P (É ÔÏ É ÄÒÕÇÏÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ).

òÉÓ. 8.6.1 ÒÉÓ. 8.6.2

ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË P XCY | ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.6.1), ÐÏÜÔÏÍÕ ∠ACP = = ∠P Y X. éÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ P QY ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ P Q = P Y · sin ∠P Y X = = P Y · sin ∠ACP . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ACP É P BY ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ sin ∠ACP = AP AC É P Y = P B · sin ∠ABC. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, P Q = AP · P B sin ∠ABC AC . ôÁËÖÅ, ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÉÎÕÓÏŒ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ sin ∠ABC AC = 1 2R , ÏÔËÕÄÁ P Q =

AP · P B 2R . œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ôÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË P XY ŒÐÉÓÁÎ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ P C (ÓÍ. ÒÉÓ.

8.6.1), ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ P Q ÏÔ P ÄÏ XY ÒÁŒÎÏ 2S^{P XY} XY = P X · P Y P C . éÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÏŒ P CA É P CB ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ P X = P A · P C AC , P Y = P B · P C BC . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, P C = 2S^{ABC} AB = = AC · BC sin ∠ACB AB . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, P Q =

P A · P B · P C AC · BC = P A · P B · sin ∠ACB AB = P A · P B 2R . ôÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ Œ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ P . ïÐÕÓÔÉÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ P ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ P X, P Y , P Z É P W ÎÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ. ôÏÇÄÁ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË XY ZW | ÏÐÉÓÁÎ ÏËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ P (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.6.2). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÄÉÕÓ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD.

íÁÔÅÒÉÁÌÙ ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÌÉ: á. âÌÉÎËÏŒ, à. âÌÉÎËÏŒ, á. çÏÒÓËÁÑ, á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ, á. íÑ- ËÉÛÅŒ, ä. ðÒÏËÏÐÅÎËÏ, â. æÒÅÎËÉÎ.

ôÒÅÔØÑ ŒÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÍ. é. æ. ûÁÒÙÇÉÎÁ ðÑÔÁÑ ÕÓÔÎÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ç. íÏÓËŒÁ, 1 ÁÐÒÅÌÑ 2007 ÇÏÄÁ

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

10 { 11 ËÌÁÓÓ

1. (ó. íÁÒËÅÌÏŒ) ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÂÉÌÉ ÎÁ ÐÑÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÅÍÕ ÐÏÄÏÂÎÙÈ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ?

ïÔŒÅÔ: ÎÅÔ, ÎÅŒÅÒÎÏ.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅ-

òÉÓ. 10.1

ÕÇÏÌØÎÉË Ó ÕÇÌÏÍ 120^∘. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÐÑÔØ ÐÏÄÏÂ- ÎÙÈ ÅÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÔÁË, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 10.1.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ.

2. (ä. ðÒÏËÏÐÅÎËÏ) äŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ P É Q. ôÏÞËÁ A ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÎÏ ŒÎÅ ŒÔÏÒÏÊ. ðÒÑÍÙÅ AP É AQ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ŒÔÏÒÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ ÔÏÞËÁÈ œ É ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. õËÁÖÉÔÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ á, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË áœó ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ.

ïÔŒÅÔ: ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ, ËÏÇÄÁ A ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍ ÐÅÒ- ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅ Ë ÏÔÒÅÚËÕ P Q.

òÅÛÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ A ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.2.1) ÕÇÏÌ P áQ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÄÕÇÕ P Q). ôÁËÖÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÕÇÁ P Q ŒÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ∠P AQ = 1 2 (^ BC− ^ P Q), ÔÏ ÕÇÌÏŒÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÄÕÇÉ BC ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÄÌÉÎÁ ÈÏÒÄÙ BC.

òÉÓ. 10.2.1 òÉÓ. 10.2.2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ á Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ áœó ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÕÇÌÁ á É ÄÌÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ œó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ. óÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÏÊ É ÐÒÏÔÉŒÏÌÅ- ÖÁÝÉÍ ÕÇÌÏÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÉÍÅÅÔ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.2.2). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, △áœó ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ, ËÏÇÄÁ á ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÌÉÎÉÉ ÃÅÎÔÒÏŒ ÄÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏÍ Ë ÏÔÒÅÚËÕ P Q.

3. (æÏÌØËÌÏÒ) œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÂÏËÏŒÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÄÌÉÎ ÄÒÕÇÏÊ ÂÏËÏŒÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÄÒÕÇÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÁÐÅÃÉÑ ÒÁŒÎÏÂÏËÁÑ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Œ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ABCD (AD||BC) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ AB+BD = AC+CD. ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÏÓËÏÌØËÕ AB + BD = AC + CD, ÔÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABD (ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ËÁË 2p_1) ÒÁŒÅÎ ÐÅÒÉÍÅÔÒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ACD (2p_2) (ÓÔÏÒÏÎÁ AD Õ ÎÉÈ ÏÂÝÁÑ). ôÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABD É ACD ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉÅ Ó ÒÁŒÎÙÍÉ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁÍÉ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É ÒÁŒÎÙÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ ŒÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (I_1 É I_2 | ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ).

ðÕÓÔØ K É L | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÊ Ó ÂÏËÏŒÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÔÒÁÐÅÃÉÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.3.1). ðÏÓËÏÌØËÕ BK = p_1 − AD, Á CL = p_2 − AD, É p_1 = p_2, ÔÏ BK = CL, Á ÚÎÁÞÉÔ, ∠I_1BK = ∠I_2CL ÉÌÉ ∠ABD = ∠ACD, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÒÁÐÅÃÉÑ ŒÐÉÓÁÎÁ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÂÏËÏÊ.

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. œŒÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ (10.3.2). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, x + d_1 = y + d_2. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABD É ACD ÉÍÅÀÔ ÒÁŒÎÙÅ ŒÙÓÏÔÙ É ÏÂÝÅÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÉ ÒÁŒÎÙ.

òÉÓ. 10.3.1 òÉÓ. 10.3.2

äÁÌÅÅ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ çÅÒÏÎÁ.

S_{ABD} = √( x + d_1 + a 2 )( d_1 + x − a 2 )( d_1 + a − x 2 )( x + a − d_1 2 ) ;

S_{ACD} = √( y + d_2 + a 2 )( d_2 + y − a 2 )( d_2 + a − y 2 )( y + a − d_2 2 ) : ðÒÉÒÁŒÎÑŒ ÜÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ŒÏÚŒÅÄÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ Œ ËŒÁÄÒÁÔ, É, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÐÒÉÄÅÍ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (a + (d_1 − x))(a − (d_1 − x)) = (a + (d_2 − y))(a − (d_2 − y)) ⇔ a^2 − (d_1 − x)^2 = = a^2 − (d_2 − y)^2 ⇔ |d_1 − x| = |d_2 − y|. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÓÌÏŒÉÑ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÄŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ: { d_1 − x = d_2 − y; d_1 + x = d_2 + y; É { d_1 − x = −d_2 + y; d_1 + x = d_2 + y:

éÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÒÁÚÕ (ŒÙÞÔÅÍ ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÅ), ÞÔÏ x = y, Á

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÁÐÅÃÉÑ ÒÁŒÎÏÂÏËÁÑ. œÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ { x = d_2; y = d_1;

. üÔÏ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BAC É BDC | ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ. ïÎÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁŒÎÙÅ ŒÙÓÏÔÙ É ÏÂÝÅÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÉ A É D ÄÏÌÖÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ.

ôÒÅÔÉÊ ÓÐÏÓÏÂ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÌÉÐÓÏÍ Ó ÆÏËÕÓÁÍÉ F_1 É F_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔ çíô X ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ F_1X +F_2X = const. ðÒÑÍÁÑ F_1F_2 É ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ F_1F_2 É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÅÍÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ ÜÌÌÉÐÓÁ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÏÓÑÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÙ A É D ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏËÕÓÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.3.3), Á ÄŒÅ ÄÒÕÇÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÜÔÏÍ ÜÌÌÉÐÓÅ. ïÔÒÅÚÏË BC, ÐÁÒÁÌÌÅÌØ- ÎÙÊ áD, ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë áD, ÄÏÌÖÅÎ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÓÁÍ Œ ÓÅÂÑ (ÔÁË ËÁË ÜÌÌÉÐÓ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÓÁÍ Œ ÓÅÂÑ É ÐÒÑÍÁÑ BC ÔÁËÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÅÂÑ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÁÐÅÃÉÑ ÒÁŒÎÏÂÏËÁÑ.

òÉÓ. 10.3.3 òÉÓ. 10.4

4. (í. œÏÌÞËÅŒÉÞ) óÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÌÅÖÁÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÏÔÒÅÚ- ËÁÍÉ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÐÏÐÁÒÎÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÒÁŒÎÙ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ M, K, P , L, N É S | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ AB, BC, CD, DE, EF É F A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.4). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ACDF . ôÏÇÄÁ SP = SA + AC + + CP É SP = SF + F D + DP . ðÏÓËÏÌØËÕ SP | ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÓÌÏÖÉŒ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ SP = 1 2 (AC + F D). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, KN = 1 2 (BF + CE) É

LM = 1 2 (DB + EA).

óÌÏÖÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: SP +KN +LM = 1 2 (EA+AC +CE)+ 1 2 (DB +BF +F D) = 0.

ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÅÎ 60^∘, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ SP , KN É LM ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

5. (á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ) œ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ SABCD ÌÅÖÉÔ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ- ÎÉË ABCD, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ ò , É SP ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÓÏÔÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞËÉ ò ÎÁ ÂÏËÏŒÙÅ ÇÒÁÎÉ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ K, L, M É N | ÐÒÏÅËÃÉÉ

òÉÓ. 10.5

P ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ SAB, SBC, SCD É SDA, Á K^′, L^′, M^′ É N^′ | ÐÒÏÅËÃÉÉ P ÎÁ AB, BC, CD É DA (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.5).

ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ôÁË ËÁË ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ P K^′BL^′, P L^′CM^′, P M^′DN^′, P N^′AK^′ ŒÐÉÓÁÎ- ÎÙÅ, ÔÏ ∠P L^′K^′ = ∠P BK^′, ∠P L^′M^′ = ∠P CM^′, ∠P N^′M^′ = ∠P DM^′ É ∠P N^′K^′ = ∠P AK^′. ëÒÏ- ÍÅ ÔÏÇÏ, ∠K^′L^′M^′ + ∠M^′N^′K^′ = 180^∘, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ K^′, L^′, M^′ É N^′ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

P K | ŒÙÓÏÔÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ SP K^′, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, SK ·SK^′ = SP^2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, SL·SL^′ = = SP^2. ôÏ ÅÓÔØ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ SKL É SL^′K^′ ÐÏÄÏÂÎÙ É KL = K^′L^′ · SP^2

SK^′ · SL^′

. éÚ ÜÔÏÇÏ É ÄÒÕÇÉÈ ÔÁËÉÈ ÖÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ KL·MN +LM · NK = KM · LN.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË K, L, M É N Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KL·MN + +LM ·NK ⩾ KM ·LN, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ K, L, M É N ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÆÅÒÕ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ SP . ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÔÏÞÅË K, L, M É N ÏÔÒÅÚÏË SP ŒÉÄÅÎ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ, ÔÏ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÅ. ðÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ K → K^′, L → L^′, M → M^′ É N → N^′, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ (ÓÍ. ñ.ð. ðÏÎÁÒÉÎ, ĂüÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑĄ (2 Ô., ÓÔÒ. 154)).

óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÅÒÓÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ S É ÒÁÄÉÕÓÏÍ SP (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÎŒÅÒÓÉÉ). ðÏÓËÏÌØËÕ K^′, L^′, M^′ É N^′ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÃÅÎÔÒ ÉÎŒÅÒÓÉÉ, ÔÏ K, L, M É N ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

6. (á.úÁÓÌÁŒÓËÉÊ) äÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÔÏÞËÁ ò ŒÎÕÔÒÉ ÎÅÅ. äŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ- ÌÑÒÎÙÈ ÌÕÞÁ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ ò ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ ÔÏÞËÁÈ á É œ. ôÏÞËÁ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÔÏÞËÉ ò ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ áœ, Y | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÏ- ŒÅÄÅÎÎÙÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ á É œ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ XY ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Q | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ XY É OP (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.6.1). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ A). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ OP QO = const. œÙÒÁÚÉÍ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÈÏÒÄ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P (É ÔÏ É ÄÒÕÇÏÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ).

òÉÓ. 10.6.1 òÉÓ. 10.6.2

ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ AP B: P X =

AP · P B AB = AP · sin ¸. ôÁËÖÅ, OY = R cos fi . œÙÒÁÚÉÍ cos ˛ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ P KB: cos ˛ = P K BK . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P X OY = AP · sin ff cos fi R = = AP · P K · sin ff

BK · R

= AP · P K R · sin ff BK . ðÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÉÎÕÓÏŒ, sin ff BK = 1 2R , ÔÏ ÅÓÔØ, P X OY = = AP · P K

2R^2 . œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ôÁË ËÁË OY ⊥ AB, ÔÏ OY ‖ P X É P Q OQ = P X OY . ðÕÓÔØ Z | ÓÅÒÅÄÉÎÁ AB, C | ÓÅÒÅÄÉÎÁ OP , D | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ZX. ôÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ OZB É OBY ÐÏÄÏÂÎÙ, OY · OZ = R^2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, P X OY = P X · OZ

R^2 = CD^2 − (OC^2 − ZD^2) R^2

= CZ^2 − OC^2

R^2

. ðÕÓÔØ U | ÞÅÔŒÅÒÔÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ AP BU. ôÏÇÄÁ OP^2 + OU^2 = OA^2 + OB^2. úÎÁÞÉÔ CZ^2 = = OU^2 4 = 2R^2 − OP^2 4 , É P X ·OZ = R^2 − OP^2

2R^2

ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÕÞÅÊ OA, OB. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ Q ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÉÈ ÌÕÞÅÊ.

ôÒÅÔÉÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ

òÉÓ. 10.6.3

ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P , ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ ÔÏÞËÁÈ A, B, C É D (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.6.3). óÏÓÅÄÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÞÅÔÙ- ÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË Y Y_1Y_2Y_3. X, X_1, X_2 É X_3 | ÏÓÎÏ- ŒÁÎÉÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏŒ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD. ôÏ- ÇÄÁ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË XX_1X_2X_3 ÏÐÉÓÁÎ ÏËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ P É, ÓÏÇÌÁÓ- ÎÏ ÚÁÄÁÞÅ Ć6 ÉÚ ŒÁÒÉÁÎÔÁ 8 { 9 ËÌÁÓÓÁ, ÒÁ- ÄÉÕÓ r ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏ- ÒÁ ÐÒÑÍÙÈ AC É BD. ðÏÓËÏÌØËÕ AO ⊥ Y Y_1, P X ⊥ AD É ∠OAD = ∠X_1XP , ÔÏ XX_1 ‖ Y Y_1.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÏÒÏÎÙ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ XX_1X_2X_3 É Y Y_1Y_2Y_3 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. éÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ AOY É T P X ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Y A = r R XT . áÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏ, Y_1A = r R X_1T , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Y Y_1 = r R XX_1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Y_1Y_2 = r R X_1X_2, Y_2Y_3 = r R X_2X_3 É Y Y_3 = r R XX_3, ÔÏ ÅÓÔØ, ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ XX_1X_2X_3 É Y Y_1Y_2Y_3 ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÃÅÎÔÒ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ OP , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ŒÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÜÔÉ ÞÅÔÙ- ÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÒÁŒÅÎ r R , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÃÅÎÔÒ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÑÍÙÈ AC É BD.

íÁÔÅÒÉÁÌÙ ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÌÉ: á. âÌÉÎËÏŒ, à. âÌÉÎËÏŒ, á. çÏÒÓËÁÑ, á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ, á. íÑ- ËÉÛÅŒ, ä. ðÒÏËÏÐÅÎËÏ, â. æÒÅÎËÉÎ.