
þÅÔ×ÅÒÔÁÑ ×ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÍ. é. æ. ûÁÒÙÇÉÎÁ
ûÅÓÔÁÑ ÕÓÔÎÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

Ç. íÏÓË×Á, 13 ÁÐÒÅÌÑ 2008 ÇÏÄÁ

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ
8 { 9 ËÌÁÓÓ

1. (æÏÌØËÌÏÒ, ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÷. çÕÒÏ×ÉÃ) îÁ ÄÏÓËÅ ÂÙÌÁ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÔÍÅ-
ÞÅÎÙ ÔÏÞËÉ A(1; 2) É B(3; 1). óÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÔÅÒÌÉ. ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÅÅ ÐÏ Ä×ÕÍ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ
ÔÏÞËÁÍ.

òÅÛÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ á(1; 2), ÷(3; 1) É ï(0; 0) |
ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 1). ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÙ
ÓÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉ× 4ABO.

äÁÌÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ:
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òÉÓ. 1

1) ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÏÞËÕ C, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÔÏÞËÅ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
B. åÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (5; 0) (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 1), ÚÁÔÅÍ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ
ÏÓØ Ox, Á ÚÁÔÅÍ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÅÊ ÏÓØ Oy.

2) ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÏÞËÕ (0; 2). ïÎÁ ÂÕÄÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ×ÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÏÊ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÷ É ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÷ï É ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ïá ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ. ðÏÓÔÒÏÉ×
ÔÏÞËÕ (0; 2), ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ ÏÓØ OÕ, Á ÚÁÔÅÍ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ-
ÎÕÀ ÅÊ ÏÓØ OÈ.

2. (æÏÌØËÌÏÒ, ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ á. íÑËÉÛÅ×) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ Ä×ÕÈ ×ÎÕ-
ÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏ× ÐÒÏÄÏÌÖÉÌÉ ÄÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ É ÐÏÌÕÞÉÌÉ Ä×Å ÒÁ×ÎÙÅ
ÈÏÒÄÙ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ?

ïÔ×ÅÔ: ÎÅÔ, ÎÅ×ÅÒÎÏ.
òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC,
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òÉÓ. 2

× ËÏÔÏÒÏÍ ∠A = 60◦. ðÕÓÔØ BB1 É CC1 | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÏ× B É
C ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 2).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ∠C1AB = ∠C1CB = ∠C
2 (×ÐÉÓÁÎÎÙÅ, ÏÐÉÒÁÀÝÉ-

ÅÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÄÕÇÕ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ∠ACB1 = ∠ABB1 = ∠B
2 . ôÏÇÄÁ

∠C1AC = ∠A+ ∠C
2 É ∠BCB1 = ∠C+ ∠B

2 , ÎÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ∠A = 60◦,

ÔÏ ∠C
2 + ∠B

2 = 60◦ = ∠A, ÏÔËÕÄÁ ∠C1AC = ∠BCB1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
BB1 = CC1.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÈÏÒÄÙ
ÒÁ×ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∠BAC = 60◦ ÉÌÉ AB = AC.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉ ÈÏÒÄÙ ÒÁ×ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ÕÇÌÙ, ÎÁ ÎÉÈ ÏÐÉÒÁÀÝÉÅÓÑ,
ÒÁ×ÎÙ, ÉÌÉ × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÔ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÙÊ ÕÇÏÌ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ,
ÞÔÏ ∠BAC = 60◦.

3. (ëÉÅ×ÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ) ÷ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ á÷óDEF ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ AF ×ÚÑÔÁ
ÔÏÞËÁ X ÔÁË, ÞÔÏ ÕÇÏÌ XóD ÒÁ×ÅÎ 45◦. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ FXE.

ïÔ×ÅÔ: ∠FXE = 75◦.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÏÔÒÅÚËÉ AC, AE É CX (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 3). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ∠DCA =

= ∠CAF = 90◦, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÁ-
ÍÅÔÒÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ÎÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ∠XCD = 45◦, ÔÏ ÅÓÔØ, ∠ACX = 45◦, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË AXC |
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ É AX = AC. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ÒÁ×-
ÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ AC É AE, ÏÔËÕÄÁ AE = AX, ÔÏ ÅÓÔØ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË AEX | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ.
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ðÏÓËÏÌØËÕ ∠EAX = 30◦, ÔÏ ∠AXE = ∠AEX = 180◦ − 30◦
2 = 75◦.

A

B

C D

E

FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF X

B

A

C

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

P

Q

R T

òÉÓ. 3 òÉÓ. 4

4. (á. íÑËÉÛÅ×) ïËÏÌÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ôÏÞËÁ P |
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ, ÏÐÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÔÏÞËÉ á ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ ÷ó, Q | ÉÚ á ÎÁ DC, R | ÉÚ
D ÎÁ á÷ É ô | ÉÚ D ÎÁ ÷ó. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P , Q, R É T ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ RPTQ | ÒÁ×ÎÏÂÏËÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ, É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÏËÒÕÇ ÎÅÅ ÍÏÖ-
ÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ARDQ | ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ∠RQD = ∠DAR.
ôÁËÖÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD | ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ, ÔÏ ∠BCD = 180◦ − ∠DAR. óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, ∠RQD + ∠BCD = 180◦, ÔÏ ÅÓÔØ, ÐÒÑÍÙÅ PT É RQ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ × ÔÒÁÐÅÃÉÉ RPTQ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÁ×ÎÙ. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË APCQ ×ÐÉÓÁÎ
× ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ AC, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÉÎÕÓÏ× ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ PQ =
= AC sin ∠BAD. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ RBTD ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ RT =
= BD sin ∠ABC. ôÁËÖÅ, ÉÚ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ AC

sin ∠ABC =

= BD
sin ∠BAD = 2R. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, PQ = RT .

5. (á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ) ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÕ É ÓÅÒÅÄÉÎÁÍ
Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ.

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ôÏÞËÉ B1 É C1 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏ-
ÒÏÎ AC É AB, H | ÅÇÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ.

îÁ ÐÒÑÍÏÊ B1C1 ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÉ B′ É C ′ ÔÁË, ÞÔÏ B1C1 = C1B′ = B1C ′ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 5Á). ôÏÇÄÁ
B1B′BC É C1BCC ′ | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ∠B′BH = ∠C ′CH = 90◦. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÔÏÞËÁ B ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ w1, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ B′H ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ, É ÔÏÞËÁ C
ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ w2, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ C ′H ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ.

äÁÌÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ.
ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ w′1 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ w1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C1, w′2 | ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔØ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ w2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B1. ðÏÓËÏÌØËÕ B1 É C1 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AC É BC,
ÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ w′1 É w′2 ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.

÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ôÏÞËÉ B2 É C2 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ H ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÅË B1 É C1 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË
5Â). ðÏÓËÏÌØËÕ AC2BH | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÔÏ ∠ABC2 = ∠BAH. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ∠BAH +
+∠ABC = 90◦ (ËÁË ÕÇÌÙ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ∠ABC2+∠ABC = 90◦,
ÔÏ ÅÓÔØ, ÔÏÞËÁ C2 | ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁ ÔÏÞËÅ C. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ B2 ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁ ÔÏÞËÅ B. ðÏÓËÏÌØËÕ
B1C1 | ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÔÏ B1C1||BC, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, C2B ⊥ B1C1. áÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ, B2C ⊥ B1C1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ B | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ w1 É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ,
ÏÐÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÔÏÞËÉ C2 ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË B′C ′. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÞËÁ ó | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ w2 É
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ, ÏÐÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÔÏÞËÉ B2 ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË B′C ′.
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6. (á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ) ðÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.
îÁÚÏ×ÅÍ �×ÙÓÏÔÏÊ� ÔÁËÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÁÍÉ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ ÉÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÏËÒÕÇ ÜÔÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ
ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ �×ÙÓÏÔÙ� ÍÏÖÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÅ-
ÒÅÎÅÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCDEF ÍÏÖ-
ÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁ×ÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ AA1A2, ÇÄÅ A1 É A2 |
ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞËÉ A ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ CD É DE ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 6Á). ôÏÇÄÁ ÞÅÔÙÒÅÈ-
ÕÇÏÌØÎÉË AA1DA2 | ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ É ÄÉÁÍÅÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AA1A2 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÒÁ×ÅÎ AD. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ
ÜÔÏÍÕ ÄÉÁÍÅÔÒÕ, ÔÏ ÅÓÔØ AD = BE = CF . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, AB É DE Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ
ÒÁ×ÎÏÂÏËÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ É, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ. üÔÏÔ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ AD É BE, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÈÏÄÉÔ
ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ O ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ.
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ÔÏÞËÕ O, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÏËÒÕÇ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCDEF ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.
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òÉÓ. 6Á òÉÓ. 6Â

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ABCDEF | ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 6Â). ÷ÎÏ×Ø ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ
×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË AA1DA2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∠DA1A2 = ∠DAA2 = 90◦−∠DAB = ∠BCD−
− 90◦, ÔÏ ÅÓÔØ, A1A2 ⊥ BC. ïÐÕÓÔÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ CC1 É CC2 ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ FE É AF ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ C1C2 ⊥ DE.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AA1A2 É CC1C2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ
ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É AA1 = CC1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁ×ÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÒÅÚÏË
A1A2 ÒÁ×ÅÎ ÔÒÅÔØÅÊ �×ÙÓÏÔÅ� ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ.
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íÁÔÅÒÉÁÌÙ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÌÉ: á. âÌÉÎËÏ×, à. âÌÉÎËÏ×, á. çÏÒÓËÁÑ, ÷. çÕÒÏ×ÉÃ, á. úÁÓÌÁ×-
ÓËÉÊ, á. íÑËÉÛÅ×.
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þÅÔ×ÅÒÔÁÑ ×ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÍ. é. æ. ûÁÒÙÇÉÎÁ
ûÅÓÔÁÑ ÕÓÔÎÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

Ç. íÏÓË×Á, 13 ÁÐÒÅÌÑ 2008 ÇÏÄÁ

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ
10 { 11 ËÌÁÓÓ

1. (ä. ûÎÏÌØ) ëÁÖÄÙÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÚÒÅÚÁÌÉ ÎÁ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ÔÁË, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÞÁÓÔÅÊ ÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÄÏÂÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ÄÒÕÇÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÞÁÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÐÏÄÏÂÎÙ?

ïÔ×ÅÔ: ÎÅÔ, ÎÅ ×ÅÒÎÏ.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ 4ABC ∼ 4A′B′C ′ É ÏÎÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÍÉ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÎÁ

ÓÔÏÒÏÎÁÈ á÷ É B′C ′ ÔÏÞËÉ í É M ′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∠BCM = ∠B′A′M ′. ôÏÇÄÁ
4BCM ∼ 4B′A′M ′ ÐÏ Ä×ÕÍ ÕÇÌÁÍ. ïÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÇÕÔ, ÔÁË
ËÁË ∠MCA < ∠M ′C ′A′ É ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ∠M ′C ′A′ 6= ∠MAC.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÏÞÅË M É M ′ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ.
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B
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òÉÓ. 1Á òÉÓ. 1Â

2. (æÏÌØËÌÏÒ, ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ á. íÑËÉÛÅ×) äÁÎÙ ÒÁÄÉÕÓÙ r É R Ä×ÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÅÊ. ïÂÝÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ. îÁÊÔÉ ÐÌÏÝÁÄØ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÜÔÉÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÏÂÝÅÊ ×ÎÅÛÎÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ.

ïÔ×ÅÔ: rR.
òÅÛÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ Ä×Á ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.
1) ðÕÓÔØ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ BC = a ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÓÍ. ÒÉ-

ÓÕÎÏË 2Á), ÔÏÇÄÁ S4ABC = (p − a)ra, ÇÄÅ p | ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ra | ÒÁÄÉÕÓ ÜÔÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.
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òÉÓ. 2Á òÉÓ. 2Â

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, S4ABC = S4ABOa + S4ACOa − S4BCOa = cra
2 + bra

2 − ara
2 = (p− a)ra.

2) ðÕÓÔØ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÁÔÅÔÁ áó ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó
Ó ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ ó (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 2Â), ÔÏÇÄÁ rb = p− a, ÇÄÅ BC = a, Á p | ÐÏÌÕÐÅ-
ÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ðÕÓÔØ M , N É K | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ
BC, AB É AC. ôÏÇÄÁ, ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÉ, óM = CK, AN = AK, ÏÔËÕÄÁ BN = BM = p É rb = BM −BC = p− a.
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òÉÓ. 2×

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÓËÏÍÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ S4ABC = S (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 2×). ÷ ÓÉÌÕ ÐÅÒ×ÏÊ ÌÅÍÍÙ, S =
= (p− a)R É S = (p− b)r. ðÅÒÅÍÎÏÖÉ× ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ S2 = Rr(p− a)(p− b). îÏ,
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ×ÔÏÒÏÊ ÌÅÍÍÅ, p− a = r É p− b = R. ðÏÜÔÏÍÕ S2 = (Rr)2, ÔÏ ÅÓÔØ, S = Rr.

3. (í. ÷ÏÌÞËÅ×ÉÞ) äÁÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD. A′, B′, C ′ É
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òÉÓ. 3

D′ | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ BC, CD, DA É AB ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. éÚ-
×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ AA′ = CC ′, BB′ = DD′. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ABCD ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌÏÇÒÁÍÍ?

ïÔ×ÅÔ: ÄÁ, ×ÅÒÎÏ.
òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË ÔÏÞËÉ A′, B′, C ′ É D′ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁ-

ÍÉ ÓÔÏÒÏÎ, ÔÏ −−→AA′ =
−−→AB +−→AC

2 , −−→BB′ =
−−→BD +−−→BC

2 , −−→CC ′ =
−−→CD +−→CA

2 ,
−−→DD′ =

−−→DB +−−→DA
2 . óËÌÁÄÙ×ÁÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ −−→AA′ +−−→BB′ +−−→CC ′ +−−→DD′ = −→0 .

ôÏ ÅÓÔØ, ÄÁÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÓÑ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ-
ÎÉË. ðÏÓËÏÌØËÕ AA′ = CC ′, Á BB′ = DD′, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÙÅ AA′ É CC ′ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ É ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË AA′CC ′ |
ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ Aó ′ É Cá′ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ É ÒÁ×ÎÙ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ ÷ó É AD ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ É ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ, ABCD | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï −−→AA′ +−−→BB′ +−−→CC ′ +−−→DD′ = −→0 ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÎÁÞÅ. ðÅÒÅ-
ÎÅÓÅÍ Ä×Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ É ×ÏÚ×ÅÄÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × Ë×ÁÄÒÁÔ :

(
−−→
AA′ +

−−→
BB′)2 = (−−−→CC ′ −−−→DD′)2 ⇔

⇔ (AA′)2 + (BB′)2 + 2
−−→
AA′ · −−→BB′ = (CC ′)2 + (DD′)2 + 2

−−→
CC ′ · −−→DD′ ⇔
⇔ −−→

AA′ · −−→BB′ =
−−→
CC ′ · −−→DD′:

ôÏ ÅÓÔØ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ −−→AA′ É −−→BB′ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ −−→CC ′ É −−→DD′. òÁÓÓÕ-
ÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ −−→AA′ É −−→DD′ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏ-
ÒÁÍÉ −−→BB′ É −−→CC ′. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÒÅÚËÉ AA′ É CC ′ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ É ÒÁ×ÎÙ.

4. (÷. ðÒÏÔÁÓÏ×) ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ á÷ó ÕÇÏÌ á ÒÁ×ÅÎ 120◦. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ
ÃÅÎÔÒÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÁ ÒÁ×ÎÏ á÷ + áó.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÁËÔÏ×:
ìÅÍÍÁ 1. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÚÑÔÁ ÐÒÏÉÚ-

×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÎÅÅ ÄÏ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ ÔÒÅÔØÅÍÕ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ á÷ó | ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, Á D | ÔÏÞËÁ ÎÁ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎ-

ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. îÅ ÔÅÒÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ D ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÄÕÇÅ ÷ó, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ
ÔÏÞËÕ á. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÔÏÌÅÍÅÑ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABDC: AC · BD + AB · CD =
AD ·BC. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÔÏÒÏÎ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ BD + CD = AD.

ôÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÏ×ÏÒÏÔ ×ÏËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÕÇÏÌ 120◦.

2



ìÅÍÍÁ 2. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ Ó ÕÇÌÏÍ 60◦ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ ÄÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÁ
ÒÁ×ÎÏ ÒÁÄÉÕÓÕ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ á÷ó | ÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË,

A

H

B C

D

O

B1

C1

òÉÓ. 4

∠á = 60◦, ó1 É B1 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ Ë ÓÔÏÒÏ-
ÎÁÍ á÷ É áó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, H | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
á÷ó. ôÏÇÄÁ4AB1C1 ÐÏÄÏÂÅÎ4ABC Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÏÄÏ-
ÂÉÑ cos ∠A = 1

2 . õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓÏ× ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÅÊ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁ×ÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÏÄÏÂÉÑ
É ÔÏ, ÞÔÏ AH | ÄÉÁÍÅÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷1ó1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ
ó1 É B1 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ
Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ á÷ É áó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, H | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ï | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ
D | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÄÕÇ ÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË BDC | ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ É ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1, AD = AB+
+AC. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÐÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏOH =
= AD. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ODAH | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. äÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÙÅ OD É AH | ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ËÁË ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑ-
ÒÙ Ë ÷ó. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2, AH = OD. éÔÁË, OH = AD
ËÁË ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.

÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. îÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÓÔÏÒÏÎÙ AC ÚÁ ÔÏÞËÕ A ÏÔÌÏÖÉÍ ÏÔÒÅÚÏË AB′, ÒÁ×ÎÙÊ
ÏÔÒÅÚËÕ AB. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ OH = AB. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ OB′HC | ÒÁ×ÎÏ-
ÂÏËÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 4AB′B | ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ, ÔÏÇÄÁ OB′ ⊥ AB, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ
O É B′ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅ Ë AB. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, OB′ ⊥ AB É HC ⊥ AB,
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, OB′||HC.

ôÁË ËÁË BB1 | ×ÙÓÏÔÁ × ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ AB′B, ÔÏ BB1, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É
HB | ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÏÔÒÅÚËÕ AB′, ÔÏ ÅÓÔØ, HB′ = HA. ðÕÓÔØ K | ÓÅÒÅÄÉÎÁ
ÏÔÒÅÚËÁ BC, ÔÏÇÄÁ HA = 2OK (× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÁ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎÙ × Ä×Á
ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÅÊ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ
ÓÔÏÒÏÎÙ). ðÏÓËÏÌØËÕ ∠BOC = 120◦, ÔÏ ∠KCO = 30◦, ÔÏ ÅÓÔØ, 4KCO | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ Ó
ÕÇÌÏÍ 30◦, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, OC = 2OK, ÏÔËÕÄÁ OC = HB′.

A

H

B C

B′

O

K

B1

C1

5. (ó. íÁÒËÅÌÏ×). åÓÔØ Ä×Á ÐÌÁÔËÁ: ÏÄÉÎ × ÆÏÒÍÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÄÒÕÇÏÊ | × ÆÏÒÍÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÈ ÐÅÒÉÍÅÔÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ
ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏËÌÅÉÔØ ÜÔÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÐÌÁÔËÁÍÉ ÂÅÚ ÎÁÌÏÖÅÎÉÊ (ÐÌÁÔËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÇÉÂÁÔØ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ
ÒÅÚÁÔØ)?
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ïÔ×ÅÔ: ÄÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ 5Á É 5Â ÐÕÎËÔÉÒÏÍ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÌÉÎÉÉ ÓÇÉ- A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′

B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′

C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′

D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′

E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′

F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′ G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′

H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′

òÉÓ. 5Á

ÂÁ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×ÍÅ-
ÓÔÑÔÓÑ ÐÒÉ ÓËÌÅÊËÅ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 5× É 5Ç ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÜÓËÉÚ ÓÌÏÖÅÎÎÙÈ
ÆÉÇÕÒ. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÌÏÖÅÎ ÔÁË, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ G, D É E ÐÏÄÎÑÌÉÓØ ÎÁÄ
ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÔÏ ÅÓÔØ AG, AD É AE | ÜÔÏ �ÈÒÅÂÔÙ�, Á AF É AH |
�×ÐÁÄÉÎÙ�. ë×ÁÄÒÁÔ ÓÌÏÖÅÎ ÔÁË, ÎÁÄ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÐÏÄÎÑÌÉÓØ ÔÏÞËÉ
D, E, F , G É H. óÌÏÖÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �ÐÏÌÏÖÉÍ
Ó×ÅÒÈÕ� ÎÁ ÓÌÏÖÅÎÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÓÏ×ÍÅÝÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ.
îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 5Ä ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ×ÉÄ Ó×ÅÒÈÕ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ.
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A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′

B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′B′

C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′

D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′

E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′

F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′F ′

G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′G′ H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′H ′

òÉÓ. 5Â òÉÓ. 5× òÉÓ. 5Ç òÉÓ. 5Ä

6. (á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ) äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC É ÔÏÞËÉ P É Q. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ,
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ P É Q ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ABC, ÐÏÄÏÂÎÙ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ×ÅÒ-
ÛÉÎÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ
PQ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

òÅÛÅÎÉÅ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÒÉ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.
ìÅÍÍÁ 1. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ ABC, ÐÏÄÏÂÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÍÕ ×ÔÏÒÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AP ,
BP , CP Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ABC.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A1, B1, C1 | ÐÒÏÅËÃÉÉ P ÎÁ BC, CA, AB; A2, B2, C2 | ×ÔÏÒÙÅ
ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ AP , BP , CP Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 6Á). ôÁË ËÁË ÞÅÔÙ-
ÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË PA1BC1 ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ PC1A1 É PBA1 ÒÁ×ÎÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÒÁ×ÎÙ ÕÇÌÙ B1C1P É B1AP . ôÏÇÄÁ, ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ APBC ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ∠B1C1A1 =
∠BPA − ∠BCA. îÏ ÕÇÏÌ BPA ÒÁ×ÅÎ ÐÏÌÕÓÕÍÍÅ ÄÕÇ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ) BA É B2A2, ÔÏ ÅÓÔØ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A1B1C1 É A2B2C2 ÒÁ×ÎÙ.
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òÉÓ. 6Á òÉÓ. 6Â

ìÅÍÍÁ 2. ÷ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ×ÐÉÓÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ðÕÓÔØ ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ × ÔÕ ÖÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A′B′C ′ ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÏËÒÕÇ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁ O. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÅÇÏ ÐÏ-
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ÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÑÍÙÅ AA′, BB′ É CC ′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ P (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË
6Â).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅ-
ÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ AP , BP , CP ÒÁ×ÎÙ ÐÏÌÕÓÕÍÍÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÕÇ ÉÌÉ ÓÕÍÍÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É A′B′C ′, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
∠BPA = ∠BCA + ∠B′C ′A′.ôÁË ËÁË ÄÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ, ÔÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÏÞËÕ P ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÀÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ A"B"C" | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎË-
ÔÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ A′B′C ′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ OP . ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ AA", BB" É CC" ÐÅÒÅÓÅËÁ-
ÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÈÏÒÄÁÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ò .
÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ∠APA" =^ AA" = ∠AOA". óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ A", O, P É A ÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× É ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ∠A"PO = ∠A"AO = ∠OA"A. ðÕÓÔØ AA" ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ OP × ÔÏÞËÅ P ′. ôÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË A′, A"; ÕÇÌÙ A′OP É A"OP ′ ÒÁ×ÎÙ É ÕÇÌÙ OPA′ É OPA" ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÙ,
ÞÔÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÇÌÏ× OPA′ É OA"P ′. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ OPA′ É OA"P ′ ÐÏÄÏÂÎÙ, Ô.Å. OP ′ = OA2

OP . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ P ′
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ ò É ÒÁÄÉÕÓÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. (÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ò É P ′
ÉÎ×ÅÒÓÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÙÅ BB" É CC" ÔÁËÖÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ
ÞÅÒÅÚ P ′.
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òÉÓ. 6×

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 3 ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-
ÎÏÊ ÂÁÂÏÞËÅ: äÁÎÁ ÔÏÞËÁ á ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ ÷ó ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ w. ôÏÞËÉ X É Y ÎÁ w ÔÁËÏ×Ù,
ÞÔÏ ∠XAB = ∠Y AC. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ XY ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÉÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÎ×ÅÒÓÉÀ, ÉÌÉ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ
ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏÌÑÒÅ
ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ
×ÔÏÒÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AP , BP , CP É AQ, BQ, CQ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ,
ÒÁ×ÎÙ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÐÏÄÏÂÎÙ É ×ÐÉÓÁÎÙ × ÏÄÎÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ïÄÉÎÁËÏ×Ï ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÏÎÉ
ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÇÕÔ, ÔÁË ËÁË ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅ-
ÞÉÔ ÌÅÍÍÅ 2. ôÏ ÅÓÔØ, ÏÎÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ É ×ÐÉÓÁÎÙ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ,
Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3 ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ P , Q.

íÁÔÅÒÉÁÌÙ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÌÉ: á. âÌÉÎËÏ×, à. âÌÉÎËÏ×, í. ÷ÏÌÞËÅ×ÉÞ, á. çÏÒÓËÁÑ, á. úÁ-
ÓÌÁ×ÓËÉÊ, ó. íÁÒËÅÌÏ×, á. íÑËÉÛÅ×, ÷. ðÒÏÔÁÓÏ×, ä. ûÎÏÌØ.
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