
XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ8 êëàññÏåðâûé äåíü8.1. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñåìü èç âîñüìè îòðåç-êîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ñ ñåðåäèíàìè ïðîòèâîïî-ëîæíûõ ñòîðîí, ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî âñå âîñåìü îò-ðåçêîâ ðàâíû.8.2. Ïåòÿ çàäóìàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî è äëÿ êàæäîé ïàðûåãî öè�ð âûïèñàë íà äîñêó èõ ðàçíîñòü. Ïîñëå ýòîãî îíñòåð íåêîòîðûå ðàçíîñòè, è íà äîñêå îñòàëèñü ÷èñëà 2,0, 0, 7. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìîã çàäóìàòü Ïåòÿ?8.3. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà p1, p2, . . . , p2007,÷òî p2
1
− 1 äåëèòñÿ íà p2, p2

2
− 1 äåëèòñÿ íà p3, . . . ,

p2
2007

− 1 äåëèòñÿ íà p1?8.4. Íà øàõìàòíîé äîñêå ðàññòàâëåíû âî âñåõ êëåòêàõ 32 áå-ëûõ è 32 ÷åðíûõ ïåøêè. Ïåøêà ìîæåò áèòü ïåøêè ïðî-òèâîïîëîæíîãî öâåòà, äåëàÿ õîä ïî äèàãîíàëè íà îäíóêëåòêó è ñòàíîâÿñü íà ìåñòî âçÿòîé ïåøêè (áåëûå ïåø-êè ìîãóò áèòü òîëüêî âïðàâî-ââåðõ è âëåâî-ââåðõ, à ÷åð-íûå � òîëüêî âëåâî-âíèç è âïðàâî-âíèç). Äðóãèì îáðà-çîì ïåøêè õîäèòü íå ìîãóò. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷å-ñòâî ïåøåê ìîæåò îñòàòüñÿ íà äîñêå?

XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ8 êëàññÂòîðîé äåíü8.5. Ñðåäè 11 âíåøíå îäèíàêîâûõ ìîíåò 10 íàñòîÿùèõ, âå-ñÿùèõ ïî 20 ã, è îäíà �àëüøèâàÿ, âåñÿùàÿ 21 ã. Èìå-þòñÿ ÷àøå÷íûå âåñû, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ â ðàâíîâå-ñèè, åñëè ãðóç íà ïðàâîé èõ ÷àøêå ðîâíî âäâîå òÿæåëåå,÷åì íà ëåâîé. (Åñëè ãðóç íà ïðàâîé ÷àøêå ìåíüøå, ÷åìóäâîåííûé ãðóç íà ëåâîé, òî ïåðåâåøèâàåò ëåâàÿ ÷àø-êà, åñëè áîëüøå, òî ïðàâàÿ.) Êàê çà òðè âçâåøèâàíèÿ íàýòèõ âåñàõ íàéòè �àëüøèâóþ ìîíåòó?8.6. Â íàòóðàëüíîì ÷èñëå A ïåðåñòàâèëè öè�ðû, ïîëó÷èâ÷èñëî B. Èçâåñòíî, ÷òî A − B = 11 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

N åäèíèö. Íàéäèòå íàè-ìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå N .8.7. Âíóòðè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC (AB =
= BC) âûáðàíà òî÷êà M òàêèì îáðàçîì, ÷òî ∠AMC =
= 2∠ABC. Íà îòðåçêå AM íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà K, ÷òî

∠BKM = ∠ABC. Äîêàæèòå, ÷òî BK = KM + MC.8.8. Â êëàññå ó÷èòñÿ 15 ìàëü÷èêîâ è 15 äåâî÷åê. Â äåíü8 ìàðòà íåêîòîðûå ìàëü÷èêè ïîçâîíèëè íåêîòîðûì äå-âî÷êàì è ïîçäðàâèëè èõ ñ ïðàçäíèêîì (íèêàêîé ìàëü-÷èê íå çâîíèë îäíîé è òîé æå äåâî÷êå äâàæäû). Îêàçà-ëîñü, ÷òî äåòåé ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèòüíà 15 ïàð òàê, ÷òîáû â êàæäîé ïàðå îêàçàëèñü ìàëü÷èêñ äåâî÷êîé, êîòîðîé îí çâîíèë. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëîçâîíêîâ ìîãëî áûòü ñäåëàíî?



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÏåðâûé äåíü9.1. Ïåòÿ ïðèäóìàë 1004 ïðèâåäåííûõ êâàäðàòíûõ òðåõ-÷ëåíà f1, . . . , f1004, ñðåäè êîðíåé êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿâñå öåëûå ÷èñëà îò 0 äî 2007. Âàñÿ ðàññìàòðèâàåò âñå-âîçìîæíûå óðàâíåíèÿ fi = fj (i 6= j), è çà êàæäûé íàé-äåííûé ó íèõ êîðåíü Ïåòÿ ïëàòèò Âàñå ïî ðóáëþ. Êàêîâíàèìåíüøèé âîçìîæíûé äîõîä Âàñè?9.2. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà p1, p2, . . . , p2007,÷òî p2
1
− 1 äåëèòñÿ íà p2, p2

2
− 1 äåëèòñÿ íà p3, . . . ,

p2
2007

− 1 äåëèòñÿ íà p1?9.3. 25 ìàëü÷èêîâ è íåñêîëüêî äåâî÷åê ñîáðàëèñü íà âå-÷åðèíêå è îáíàðóæèëè çàáàâíóþ çàêîíîìåðíîñòü. Åñ-ëè âûáðàòü ëþáóþ ãðóïïó íå ìåíüøå ÷åì èç 10 ìàëü-÷èêîâ, à ïîòîì äîáàâèòü ê íèì âñåõ äåâî÷åê, çíàêîìûõõîòÿ áû ñ îäíèì èç ýòèõ ìàëü÷èêîâ, òî â ïîëó÷èâøåéñÿãðóïïå ÷èñëî ìàëü÷èêîâ îêàæåòñÿ íà 1 ìåíüøå, ÷åì ÷èñ-ëî äåâî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðàÿ äåâî÷êà çíàêîìàíå ìåíåå ÷åì ñ 16 ìàëü÷èêàìè.9.4. Ó äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû íàèáîëüøèå ñòîðîíû èðàâíû íàèìåíüøèå óãëû. Ñòðîèòñÿ íîâûé òðåóãîëüíèêñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè ñóììàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòî-ðîí äàííûõ òðåóãîëüíèêîâ (ñêëàäûâàþòñÿ íàèáîëüøèåñòîðîíû äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, ñðåäíèå ïî äëèíå ñòîðîíûè íàèìåíüøèå ñòîðîíû). Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü íîâî-ãî òðåóãîëüíèêà íå ìåíüøå óäâîåííîé ñóììû ïëîùàäåéèñõîäíûõ.

XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÂòîðîé äåíü9.5. Ñðåäè 11 âíåøíå îäèíàêîâûõ ìîíåò 10 íàñòîÿùèõ, âå-ñÿùèõ ïî 20 ã, è îäíà �àëüøèâàÿ, âåñÿùàÿ 21 ã. Èìå-þòñÿ ÷àøå÷íûå âåñû, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ â ðàâíîâå-ñèè, åñëè ãðóç íà ïðàâîé èõ ÷àøêå ðîâíî âäâîå òÿæåëåå,÷åì íà ëåâîé. (Åñëè ãðóç íà ïðàâîé ÷àøêå ìåíüøå, ÷åìóäâîåííûé ãðóç íà ëåâîé, òî ïåðåâåøèâàåò ëåâàÿ ÷àø-êà, åñëè áîëüøå, òî ïðàâàÿ.) Êàê çà òðè âçâåøèâàíèÿ íàýòèõ âåñàõ íàéòè �àëüøèâóþ ìîíåòó?9.6. Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà ïðîèçâîëü-íàÿ òî÷êà D. Â òðåóãîëüíèêè ABD è ACD âïèñàíûîêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè K è L ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæè-òå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ BKD è

CLD âòîðè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ íà �èêñèðîâàííîé îêðóæ-íîñòè.9.7. Áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-ñèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîäåðæèò òî÷-íûé êóá íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî îíà ñîäåð-æèò è òî÷íûé êóá, íå ÿâëÿþùèéñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.9.8. Ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 1200 âûáðàëè 372ðàçëè÷íûõ ÷èñëà òàê, ÷òî íèêàêèå äâà èç íèõ íå ðàçëè-÷àþòñÿ íà 4, 5 èëè 9. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 600 ÿâëÿåòñÿîäíèì èç âûáðàííûõ.



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÏåðâûé äåíü10.1. Â 25 êîðîáêàõ ëåæàò øàðèêè íåñêîëüêèõ öâåòîâ. Èç-âåñòíî, ÷òî ïðè ëþáîì k (1 6 k 6 25) â ëþáûõ k êî-ðîáêàõ ëåæàò øàðèêè ðîâíî k + 1 ðàçëè÷íûõ öâåòîâ.Äîêàæèòå, ÷òî øàðèêè îäíîãî èç öâåòîâ ëåæàò âî âñåõêîðîáêàõ.10.2. Äëÿ âåùåñòâåííûõ x > y > 0 è íàòóðàëüíûõ n > käîêàæèòå íåðàâåíñòâî (xk − yk)n < (xn − yn)k.10.3. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n äëÿ ëþáîãî íàáîðà A èç2007 ìíîæåñòâ íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð B èç n ìíîæåñòâ,÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî íàáîðà A ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåìäâóõ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ íàáîðà B?10.4. Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû B è C òðåóãîëü-íèêà ABC è ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AC â òî÷êàõ Dè E ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçêè CD è BE ïåðåñåêàþòñÿ âòî÷êå O. Ïóñòü M è N � öåíòðû îêðóæíîñòåé, âïèñàí-íûõ ñîîòâåòñòâåííî â òðåóãîëüíèêè ADE è ODE. Äî-êàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà ìåíüøåé äóãè DE ëåæàò íà ïðÿ-ìîé MN .

XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÂòîðîé äåíü10.5. Â íàòóðàëüíîì ÷èñëå A ïåðåñòàâèëè öè�ðû, ïîëó÷èâ÷èñëî B. Èçâåñòíî, ÷òî A − B = 11 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

N åäèíèö. Íàéäèòå íàè-ìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå N .10.6. Òî÷êà D íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC òàêîâà, ÷òîðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABDè ACD ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû îêðóæíîñòåé,âíåâïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABD è ACD, êàñàþùèõ-ñÿ ñîîòâåòñòâåííî îòðåçêîâ BD è CD, òàêæå ðàâíû.10.7. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 6. �àññìàòðèâàþòñÿ íàòó-ðàëüíûå ÷èñëà, ëåæàùèå â ïðîìåæóòêå (n(n − 1); n2) èâçàèìíî ïðîñòûå ñ n(n−1). Äîêàæèòå, ÷òî íàèáîëüøèéîáùèé äåëèòåëü âñåõ òàêèõ ÷èñåë ðàâåí 1.10.8. Â êëåòêàõ òàáëèöû 15× 15 èçíà÷àëüíî çàïèñàíû íóëè.Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü ëþáîé åå ñòîëáåö èëèëþáóþ ñòðîêó, ñòåðåòü çàïèñàííûå òàì ÷èñëà è çàïèñàòüòóäà âñå ÷èñëà îò 1 äî 15 â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå � ïîîäíîìó â êàæäóþ êëåòêó. Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ñóììó÷èñåë â òàáëèöå ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèìè õîäàìè?



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÏåðâûé äåíü11.1. Â 25 êîðîáêàõ ëåæàò øàðèêè íåñêîëüêèõ öâåòîâ. Èç-âåñòíî, ÷òî ïðè ëþáîì k (1 6 k 6 25) â ëþáûõ k êî-ðîáêàõ ëåæàò øàðèêè ðîâíî k + 1 ðàçëè÷íûõ öâåòîâ.Äîêàæèòå, ÷òî øàðèêè îäíîãî èç öâåòîâ ëåæàò âî âñåõêîðîáêàõ.11.2. Êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû f1(x) è f2(x) òàêîâû, ÷òî

f ′1(x)f ′2(x) > |f1(x)| + |f2(x)|ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäå-íèå f1(x)f2(x) ðàâíî êâàäðàòó íåêîòîðîãî òðåõ÷ëåíà.11.3. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå BC âûáðàíà òî÷êà Mòàê, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABMëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ACM , àòî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ACM ëåæèò íàîïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABM . Äîêàæèòå,÷òî ìåäèàíû òðåóãîëüíèêîâ ABM è ACM èç âåðøèíû
M ðàâíû.11.4. Íà ñòîëå ëåæàò êóïþðû äîñòîèíñòâîì 1, 2, . . . , 2n òóã-ðèêîâ. Äâîå õîäÿò ïî î÷åðåäè. Êàæäûì õîäîì èãðîêñíèìàåò ñî ñòîëà äâå êóïþðû, á�îëüøóþ îòäàåò ñîïåð-íèêó, à ìåíüøóþ çàáèðàåò ñåáå. Êàæäûé ñòðåìèòñÿ ïî-ëó÷èòü êàê ìîæíî áîëüøå äåíåã. Ñêîëüêî òóãðèêîâ ïî-ëó÷èò íà÷èíàþùèé ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÂòîðîé äåíü11.5. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå a, b,
c, ÷òî èõ ñóììà ðàâíà íóëþ, à ÷èñëî an + bn + cn �ïðîñòîå?11.6. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî íåñêîëüêî òî÷åê, êàæäàÿ ïîêðà-øåíà â ñèíèé, æåëòûé èëè çåëåíûé öâåò. Íà ëþáîì îò-ðåçêå, ñîåäèíÿþùåì îäíîöâåòíûå òî÷êè, íåò òî÷åê ýòî-ãî æå öâåòà, íî åñòü õîòÿ áû îäíà äðóãîãî öâåòà. Êàêîâîìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî âñåõ òî÷åê?11.7. Íàçîâåì ìíîãîãðàííèê õîðîøèì, åñëè åãî îáúåì (èç-ìåðåííûé â ì3) ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè åãî ïîâåðõíî-ñòè (èçìåðåííîé â ì2). Ìîæíî ëè êàêîé-íèáóäü õîðî-øèé òåòðàýäð ðàçìåñòèòü âíóòðè êàêîãî-íèáóäü õîðî-øåãî ïàðàëëåëåïèïåäà?11.8. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn äîêàæèòåíåðàâåíñòâî

(1 + x1)(1 + x1 + x2) . . . (1 + x1 + x2 + . . . + xn) >

>

√

(n + 1)n+1
√

x1x2 . . . xn .


