
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÏåðâûé äåíü9.1. Äàíû ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c. Äîêàæè-òå, ÷òî õîòÿ áû äâà èç óðàâíåíèé (x − a)(x − b) = x − c,
(x− b)(x− c) = x−a, (x− c)(x−a) = x− b èìåþò ðåøåíèå.9.2. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü Ω.Êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå ê Ω â òî÷êàõ B è C, ïåðåñåêàþò-ñÿ â òî÷êå P . Òî÷êè D è E �îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ,îïóùåííûõ èç òî÷êè P íà ïðÿìûå AB è AC. Äîêàæèòå,÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ADE ÿâëÿåòñÿñåðåäèíîé îòðåçêà BC.9.3. Íà äîñêå íàïèñàëè 100 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ÷èñåë a1, a2, . . . , a100. Çàòåì ïîä êàæäûì ÷èñëîì ai íàïè-ñàëè ÷èñëî bi, ïîëó÷åííîå ïðèáàâëåíèåì ê ai íàèáîëüøåãîîáùåãî äåëèòåëÿ îñòàëüíûõ 99 èñõîäíûõ ÷èñåë. Êàêîå íàè-ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæåò áûòüñðåäè b1, b2, . . . , b100?9.4. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû n ïðÿìûõ, ñðåäè êîòîðûõ íåò ïà-ðàëëåëüíûõ. Íèêàêèå òðè èç íèõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîéòî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ n-çâåííàÿ íåñàìî-ïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ A0A1A2 . . . An, ÷òî íà êàæäîé èç
n ïðÿìûõ ëåæèò ðîâíî ïî îäíîìó çâåíó ýòîé ëîìàíîé.
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÏåðâûé äåíü10.1. Äàíû ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c. Äîêàæè-òå, ÷òî õîòÿ áû äâà èç óðàâíåíèé (x − a)(x − b) = x − c,
(x− b)(x− c) = x−a, (x− c)(x−a) = x− b èìåþò ðåøåíèå.10.2. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè n òî÷åê, ðàçáèâàþùèå å¼ íà n äóã.Îêðóæíîñòü ïîâåðíóëè âîêðóã öåíòðà íà óãîë 2πk/n (ïðèíåêîòîðîì íàòóðàëüíîì k), â ðåçóëüòàòå ÷åãî îòìå÷åííûåòî÷êè ïåðåøëè â n íîâûõ òî÷åê, ðàçáèâàþùèõ îêðóæíîñòüíà n íîâûõ äóã. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ íîâàÿ äóãà, êîòî-ðàÿ öåëèêîì ëåæèò â îäíîé èç ñòàðûõ äóã. (Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òîêîíöû äóãè åé ïðèíàäëåæàò.)10.3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåð-âûõ k ïðîñòûõ ÷èñåë, óìåíüøåííîå íà 1, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîéñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (áîëüøåé, ÷åì ïåðâàÿ).10.4. Âíóòðè âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD îòìå÷åíû òà-êèå òî÷êè P è Q, ÷òî ∠PDC+∠PCB = ∠PAB+∠PBC =
= ∠QCD+∠QDA = ∠QBA+∠QAD = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òîïðÿìàÿ PQ îáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ ïðÿìûìè AD è BC.
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÏåðâûé äåíü11.1. Äàíû ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) äåñÿòîé ñòåïåíè, ñòàðøèåêîý��èöèåíòû êîòîðûõ ðàâíû 1. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå
P (x) = Q(x) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Äîêàæèòå,÷òî óðàâíåíèå P (x + 1) = Q(x − 1) èìååò õîòÿ áû îäèíäåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.11.2. Âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ ñ�åðû òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû
ABCD êàñàþòñÿ å¼ ãðàíè BCD â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ X è Y .Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê AXY òóïîóãîëüíûé. (Âíåâïè-ñàííàÿ ñ�åðà ïèðàìèäû êàñàåòñÿ îäíîé å¼ ãðàíè, à òàêæåïëîñêîñòåé îñòàëüíûõ ãðàíåé âíå ýòèõ ãðàíåé.)11.3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåð-âûõ k íå÷¼òíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, óìåíüøåííîå íà 1, ÿâëÿåò-ñÿ òî÷íîé ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (áîëüøåé, ÷åì ïåð-âàÿ).11.4. Íà êàæäîé èç 2013 êàðòî÷åê íàïèñàíî ïî ÷èñëó, âñå ýòè 2013÷èñåë ðàçëè÷íû. Êàðòî÷êè ïåðåâ¼ðíóòû ÷èñëàìè âíèç. Çàîäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ óêàçàòü íà äåñÿòü êàðòî÷åê, è â îò-âåò ñîîáùàò îäíî èç ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà íèõ (íåèçâåñòíî,êàêîå). Äëÿ êàêîãî íàèáîëüøåãî t ãàðàíòèðîâàííî óäàñòñÿíàéòè t êàðòî÷åê, ïðî êîòîðûå èçâåñòíî, êàêîå ÷èñëî íàïè-ñàíî íà êàæäîé èç íèõ?
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