
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÂòîðîé äåíü9.5. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíî 2n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êî-òîðûõ ïîëîæèòåëüíà. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ðàññìîòðèì îáåãðóïïû èç n ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñåë, â êîòîðûõ ýòî ÷èñëîÿâëÿåòñÿ êðàéíèì. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî, äëÿ êî-òîðîãî ñóììà ÷èñåë â êàæäîé èç äâóõ òàêèõ ãðóïï ïîëîæè-òåëüíà.9.6. Ïåòÿ è Âàñÿ ïðèäóìàëè äåñÿòü êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ. Çà-òåì Âàñÿ ïî î÷åðåäè íàçûâàë ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëü-íûå ÷èñëà (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî), à Ïåòÿ êàæäîå íàçâàí-íîå ÷èñëî ïîäñòàâëÿë â îäèí èç òð¼õ÷ëåíîâ ïî ñâîåìó âû-áîðó è çàïèñûâàë ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ íà äîñêó ñëåâà íà-ïðàâî. Îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëà, çàïèñàííûå íà äîñêå, îáðàçó-þò àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ (èìåííî â ýòîì ïîðÿäêå).Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë Âàñÿ ìîã íàçâàòü?9.7. Íà ñòîðîíàõ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âíå íåãîïîñòðîåíû êâàäðàòû CAKL è CBMN . Ïðÿìàÿ CN ïåðå-ñåêàåò îòðåçîê AK â òî÷êå X , à ïðÿìàÿ CL ïåðåñåêàåò îò-ðåçîê BM â òî÷êå Y . Òî÷êà P , ëåæàùàÿ âíóòðè òðåóãîëü-íèêà ABC, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, îïè-ñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ KXN è LYM . Òî÷êà S � ñå-ðåäèíà îòðåçêà AB. Äîêàæèòå, ÷òî ∠ACS = ∠BCP .9.8. Èç êëåò÷àòîãî êâàäðàòà 55 × 55 âûðåçàëè ïî ãðàíèöàìêëåòîê 400 òð¼õêëåòî÷íûõ óãîëêîâ (ïîâ¼ðíóòûõ êàêóãîäíî) è åù¼ 500 êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâå âû-ðåçàííûå �èãóðû èìåþò îáùèé îòðåçîê ãðàíèöû.
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÂòîðîé äåíü10.5. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåíó-ëåâûõ öè�ð a è b ÷èñëî anb äåëèòñÿ íà ab? (Çäåñü ÷åðåç
x . . . y îáîçíà÷åíî ÷èñëî, ïîëó÷àåìîå ïðèïèñûâàíèåì äðóãê äðóãó äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé ÷èñåë x, . . . , y.)10.6. Ïåòÿ è Âàñÿ ïðèäóìàëè äåñÿòü ìíîãî÷ëåíîâ ïÿòîé ñòåïå-íè. Çàòåì Âàñÿ ïî î÷åðåäè íàçûâàë ïîñëåäîâàòåëüíûå íà-òóðàëüíûå ÷èñëà (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî), à Ïåòÿ êàæäîå íà-çâàííîå ÷èñëî ïîäñòàâëÿë â îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ ïî ñâîåìóâûáîðó è çàïèñûâàë ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ íà äîñêó ñëåâàíàïðàâî. Îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëà, çàïèñàííûå íà äîñêå, îáðà-çóþò àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ (èìåííî â ýòîì ïîðÿä-êå). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë Âàñÿ ìîã íà-çâàòü?10.7. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì I, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC,êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåò-ñòâåííî. Ïóñòü Ia, Ib, Ic �öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíî-ñòåé òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàþùèõñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñòî-ðîí BC, CA, AB. Îòðåçêè IaB1 è IbA1 ïåðåñåêàþòñÿ âòî÷êå C2. Àíàëîãè÷íî, îòðåçêè IbC1 è IcB1 ïåðåñåêàþòñÿâ òî÷êå A2, à îòðåçêè IcA1 è IaC1� â òî÷êå B2. Äîêàæè-òå, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëîòðåóãîëüíèêà A2B2C2.10.8. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí êâàäðàò, ñòîðîíû êîòîðîãî ãîðè-çîíòàëüíû è âåðòèêàëüíû. Â í¼ì ïðîâåäåíû íåñêîëüêî îò-ðåçêîâ, ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì, ïðè÷åì íèêàêèå äâà îò-ðåçêà íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî òî÷-êå, âíóòðåííåé äëÿ îáîèõ îòðåçêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî îòðåçêèðàçáèëè êâàäðàò íà ïðÿìîóãîëüíèêè, ïðè÷¼ì ëþáàÿ âåðòè-êàëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ êâàäðàò è íå ñîäåðæàùàÿîòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ, ïåðåñåêàåò ðîâíî k ïðÿìîóãîëüíèêîâðàçáèåíèÿ, à ëþáàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿêâàäðàò è íå ñîäåðæàùàÿ îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ � ðîâíî ℓïðÿìîóãîëüíèêîâ. Êàêèì ìîãëî îêàçàòüñÿ êîëè÷åñòâî ïðÿ-ìîóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ?
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÂòîðîé äåíü11.5. Èç öåëûõ ÷èñåë îò 0 äî 1000 âûáðàëè 101 ÷èñëî. Äîêàæè-òå, ÷òî ñðåäè ìîäóëåé èõ ïîïàðíûõ ðàçíîñòåé åñòü äåñÿòüðàçëè÷íûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 100.11.6. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c è d óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
2(a+b+c+d) > abcd. Äîêàæèòå, ÷òî a2+b2+c2+d2 > abcd.11.7. �ëàâà Ìîíåòíîãî äâîðà õî÷åò âûïóñòèòü ìîíåòû 12 íîìè-íàëîâ (êàæäûé� â íàòóðàëüíîå ÷èñëî ðóáëåé) òàê, ÷òîáûëþáóþ ñóììó îò 1 äî 6543 ðóáëåé ìîæíî áûëî çàïëàòèòüáåç ñäà÷è, èñïîëüçóÿ íå áîëåå 8 ìîíåò. Ñìîæåò ëè îí ýòîñäåëàòü? (Ïðè óïëàòå ñóììû ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåñêîëü-êî ìîíåò îäíîãî íîìèíàëà.)11.8. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì âòî÷êå I. Îêîëî òðåóãîëüíèêà AIB îïèñàíà îêðóæíîñòü Γ.Îêðóæíîñòè ω è Γ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ X è Y . Îáùèåêàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì ω è Γ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Z.Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíè-êîâ ABC è XY Z, êàñàþòñÿ.
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