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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.1. Äàíû ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c. Äîêàæèòå, ÷òîõîòÿ áû äâà èç óðàâíåíèé (x− a)(x− b) = x− c, (x− b)(x− c) =
= x− a, (x− c)(x− a) = x− b èìåþò ðåøåíèå. (È. Áîãäàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì f1(x) = (x−b)(x−c)−(x−a),
f2(x) = (x− c)(x− a)− (x− b) è f3(x) = (x− a)(x− b)− (x− c).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåâåðíî, òî åñòü ìàêñè-ìóì ó îäíîé èç ýòèõ �óíêöèé åñòü êîðåíü. Çíà÷èò, äâå èç íèõ�ñêàæåì, f1 è f2 �êîðíåé íå èìåþò. Ïîñêîëüêó ñòàðøèå êîý�-�èöèåíòû ýòèõ êâàäðàòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëîæèòåëüíû, ïîëó-÷àåì, ÷òî f1(x) > 0 è f2(x) > 0 ïðè âñåõ x. Îäíàêî ìíîãî÷ëåí

f1(x) + f2(x) = (x− c)(x− b+ x− a)− (x− a+ x− b) =

= (2x− a− b)(x− c− 1)èìååò, íàïðèìåð, êîðåíü x0 = c + 1; çíà÷èò, íåâåðíî, ÷òî
f1(x0) > 0 è f2(x0) > 0. Ïðîòèâîðå÷èå.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè a < b < c.�àññìîòðèì ãðà�èêè �óíêöèé fbc(x) = (x− b)(x − c) è fa(x) =
= x− a. Ïðè x = a òî÷êà ïåðâîãî ãðà�èêà âûøå òî÷êè âòîðîãî:
fbc(a) = (a − b)(a − c) > 0 = fa(a), à ïðè x = b�íèæå: fbc(b) =
= 0 < b − a = fa(b). Çíà÷èò, óðàâíåíèå fbc(x) = fa(x) èìååòêîðåíü íà îòðåçêå [a, b] (ñì. ðèñ. 1).
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fb�èñ. 1 �èñ. 2Àíàëîãè÷íî, åñëè ðàññìîòðåòü ãðà�èêè �óíêöèé fac(x) =
= (x − a)(x − c) è fb(x) = x− b, òî ïîëó÷èì, ÷òî fac(a) > fb(a)3



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâè fac(b) < fb(b), òàê ÷òî óðàâíåíèå fac(x) = fb(x) òàêæå èìååòêîðåíü íà îòðåçêå [a, b] (ñì. ðèñ. 2).Òðåòüå ðåøåíèå. Êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè, ïðåäïîëîæèì,÷òî f1(x) è f2(x) íå èìåþò êîðíåé. Òîãäà èõ äèñêðèìèíàíòû îò-ðèöàòåëüíû, òî åñòü (b+c+1)2 < 4(bc+a) è (c+a+1)2 < 4(ca+ b).Ýòè íåðàâåíñòâà ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå (b− c− 1)2 < 4a− 4b è
(c− a+ 1)2 < 4b− 4a. Çíà÷èò, îáà ÷èñëà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïîëî-æèòåëüíû; îäíàêî èõ ñóììà ðàâíà íóëþ. Ïðîòèâîðå÷èå.9.2. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü Ω. Êà-ñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå ê Ω â òî÷êàõ B è C, ïåðåñåêàþòñÿ âòî÷êå P . Òî÷êè D è E � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåí-íûõ èç òî÷êè P íà ïðÿìûå AB è AC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïå-ðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ADE ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåç-êà BC. (Ï. Êîæåâíèêîâ)
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�åøåíèå. Ïóñòü M � ñåðåäè-íà BC. Òðåóãîëüíèê BPC ðàâíî-áåäðåííûé (BP = PC êàê îòðåç-êè êàñàòåëüíûõ); çíà÷èò, åãî ìåäèà-íà PM ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé. Òàê êàê

∠PMC = ∠PEC = 90◦, ÷åòûð¼õ-óãîëüíèê MCEP � âïèñàííûé; çíà-÷èò, ∠MEP = ∠MCP . Äàëåå, CP �êàñàòåëüíàÿ ê Ω, ïîýòîìó ∠MCP =
= ∠BAC. Ïîëó÷àåì, ÷òî ∠MEP =
= ∠BAC. Çíà÷èò, ∠MEA+∠BAC =
= (90◦−∠MEP )+∠BAC = 90◦, îòêóäà ME ⊥ AB (ñì. ðèñ. 3).Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òîMD ⊥ AC. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî
M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ADE.9.3. Íà äîñêå íàïèñàëè 100 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
a1, a2, . . . , a100. Çàòåì ïîä êàæäûì ÷èñëîì ai íàïèñàëè ÷èñëî bi,ïîëó÷åííîå ïðèáàâëåíèåì ê ai íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿîñòàëüíûõ 99 èñõîäíûõ ÷èñåë. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïî-ïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü ñðåäè b1, b2, . . . , b100?(Ñ. Áåðëîâ)4



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÎòâåò. 99.Ïåðâîå ðåøåíèå. Åñëè ïîëîæèòü a100 = 1 è ai = 2i ïðè
i = 1, 2, . . . , 99, òî b1 = b100 = 3, òàê ÷òî ñðåäè ÷èñåë bi áóäåòíå áîëüøå 99 ðàçëè÷íûõ. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë biâñåãäà íàéäóòñÿ 99 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a1 < a2 <
< . . . < a100. Ïóñòü di �íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ 99èñõîäíûõ ÷èñåë, êðîìå ai; òîãäà bi = ai + di. Ïóñòü dk �íàè-áîëüøåå èç ÷èñåë d1, d2, . . . , d100. Òîãäà ïðè i 6= k ÷èñëà ai äå-ëÿòñÿ íà dk. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè i < j è i 6= k 6= j ðàçíîñòü
aj − ai òàêæå äåëèòñÿ íà dk. Ïîñêîëüêó îíà ïîëîæèòåëüíà,
aj − ai > dk > di. Ïîýòîìó

bj > aj > ai + di = bi,îòêóäà bi 6= bj . Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî bj 6= bi ïðè i 6= k 6= j.Ñòàëî áûòü, âñå 99 ÷èñåë bi ïðè i 6= k ðàçëè÷íû.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî,÷òî ñðåäè ÷èñåë bi õîòÿ áû 99 ðàçëè÷íûõ. Ìû ñíîâà áóäåì ïîëü-çîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì di èç ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ; òàêæå ìûáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a1 < . . . < a100.Îáîçíà÷èì ci = ai+1 − ai. Ïóñòü cℓ �ìèíèìàëüíîå èç ÷èñåë
c1, c2, . . . , c99. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè i < j è i 6= ℓ+ 1 6= j, òî ÷èñëà
bi è bj ðàçëè÷íû. Îòñþäà, îïÿòü æå, áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i < j − 1. Òîãäà i 6 98, è ÷èñëà ai+1è ai+2 äåëÿòñÿ íà di. Çíà÷èò, di 6 ai+2 − ai+1 < aj − ai, îòêóäà

bi = ai + di < ai + (aj − ai) = aj < bj .Ïóñòü òåïåðü j = i + 1. Òîãäà i 6= ℓ + 1 è i 6= ℓ (ïîñêîëüêó
j 6= ℓ + 1). Çíà÷èò, ÷èñëà aℓ è aℓ+1 äåëÿòñÿ íà di. Îòñþäà di 6
6 aℓ+1 − aℓ = cℓ 6 ci, ÷òî âëå÷¼ò çà ñîáîé

bi = ai + di 6 ai + ci = ai+1 = aj < bj .Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷èëè, ÷òî bi < bj , ÷òî è òðå-áîâàëîñü.9.4. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû n ïðÿìûõ, ñðåäè êîòîðûõ íåò ïàðàë-ëåëüíûõ. Íèêàêèå òðè èç íèõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äî-êàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ n-çâåííàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿ-5



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâñÿ ëîìàíàÿ A0A1A2 . . . An, ÷òî íà êàæäîé èç n ïðÿìûõ ëåæèòðîâíî ïî îäíîìó çâåíó ýòîé ëîìàíîé. (�îëüêëîð)�åøåíèå. Äîêàæåì áîëåå ñèëüíûé �àêò. Ïóñòü A0 �ïðî-èçâîëüíàÿ òî÷êà íà îäíîé èç äàííûõ ïðÿìûõ, ÷åðåç êîòîðóþ íåïðîõîäèò íè îäíà èç îñòàëüíûõ ïðÿìûõ. Ìû äîêàæåì, ÷òî ñó-ùåñòâóåò òðåáóåìàÿ ëîìàíàÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ A0.Èíäóêöèÿ ïî n. Åñëè n = 1, òî ëîìàíàÿ (èç îäíîãî îòðåçêà)ñòðîèòñÿ òðèâèàëüíî. Ïóñòü n > 2, äàííûå ïðÿìûå � ℓ1, . . . , ℓn,è A0 ëåæèò íà ℓn. Ïóñòü A1 � áëèæàéøàÿ ê A0 òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ ℓn ñ îñòàëüíûìè ïðÿìûìè (åñëè áëèæàéøèõ òî÷åê äâå,âûáåðåì ëþáóþ èç íèõ); ñêàæåì, A1 = ℓn ∩ ℓn−1. Ïî óñëîâèþ,÷åðåç A1 íå ïðîõîäèò äðóãèõ äàííûõ ïðÿìûõ.Âûáðîñèì èç ðàññìîòðåíèÿ ℓn. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-öèè, ñóùåñòâóåò íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ A1A2 . . . An,íà÷èíàþùàÿñÿ ñ A1 è ñîäåðæàùàÿ ïî îäíîìó çâåíó íà êàæäîéèç ïðÿìûõ ℓ1, . . . , ℓn−1. Äîêàæåì, ÷òî A0A1 . . . An � òðåáóåìàÿëîìàíàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îäíîìó å¼ çâåíó ëåæèò íà ℓ1, . . . , ℓn;îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îíà íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ. Åñëè ýòî íåòàê, òî îòðåçîê A0A1 ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàêèì-òî äðóãèì îòðåçêîìëîìàíîé (îòëè÷íûì îò A1A2), è, çíà÷èò, íà A0A1 åñòü òî÷êà ïå-ðåñå÷åíèÿ ñ îäíîé èç ïðÿìûõ ℓ1, . . . , ℓn−2. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èòâûáîðó òî÷êè A1. Ïåðåõîä èíäóêöèè äîêàçàí.
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü10 êëàññ10.1. Äàíû ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c. Äîêàæèòå, ÷òîõîòÿ áû äâà èç óðàâíåíèé (x− a)(x− b) = x− c, (x− b)(x− c) =
= x− a, (x− c)(x− a) = x− b èìåþò ðåøåíèå. (È. Áîãäàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì f1(x) = (x−b)(x−c)−(x−a),
f2(x) = (x− c)(x− a)− (x− b) è f3(x) = (x− a)(x− b)− (x− c).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåâåðíî, òî åñòü ìàêñè-ìóì ó îäíîé èç ýòèõ �óíêöèé åñòü êîðåíü. Çíà÷èò, äâå èç íèõ�ñêàæåì, f1 è f2 �êîðíåé íå èìåþò. Ïîñêîëüêó ñòàðøèå êîý�-�èöèåíòû ýòèõ êâàäðàòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëîæèòåëüíû, ïîëó-÷àåì, ÷òî f1(x) > 0 è f2(x) > 0 ïðè âñåõ x. Îäíàêî ìíîãî÷ëåí

f1(x) + f2(x) = (x− c)(x− b+ x− a)− (x− a+ x− b) =

= (2x− a− b)(x− c− 1)èìååò, íàïðèìåð, êîðåíü x0 = c + 1; çíà÷èò, íåâåðíî, ÷òî
f1(x0) > 0 è f2(x0) > 0. Ïðîòèâîðå÷èå.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè a < b < c.�àññìîòðèì ãðà�èêè �óíêöèé fbc(x) = (x− b)(x − c) è fa(x) =
= x− a. Ïðè x = a òî÷êà ïåðâîãî ãðà�èêà âûøå òî÷êè âòîðîãî:
fbc(a) = (a − b)(a − c) > 0 = fa(a), à ïðè x = b�íèæå: fbc(b) =
= 0 < b − a = fa(b). Çíà÷èò, óðàâíåíèå fbc(x) = fa(x) èìååòêîðåíü íà îòðåçêå [a, b] (ñì. ðèñ. 4).
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fb�èñ. 4 �èñ. 5Àíàëîãè÷íî, åñëè ðàññìîòðåòü ãðà�èêè �óíêöèé fac(x) =
= (x − a)(x − c) è fb(x) = x− b, òî ïîëó÷èì, ÷òî fac(a) > fb(a)è fac(b) < fb(b), òàê ÷òî óðàâíåíèå fac(x) = fb(x) òàêæå èìååòêîðåíü íà îòðåçêå [a, b] (ñì. ðèñ. 2).Òðåòüå ðåøåíèå. Êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè, ïðåäïîëîæèì,7



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ÷òî f1(x) è f2(x) íå èìåþò êîðíåé. Òîãäà èõ äèñêðèìèíàíòû îò-ðèöàòåëüíû, òî åñòü (b+c+1)2 < 4(bc+a) è (c+a+1)2 < 4(ca+ b).Ýòè íåðàâåíñòâà ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå (b− c− 1)2 < 4a− 4b è
(c− a+ 1)2 < 4b− 4a. Çíà÷èò, îáà ÷èñëà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïîëî-æèòåëüíû; îäíàêî èõ ñóììà ðàâíà íóëþ. Ïðîòèâîðå÷èå.10.2. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè n òî÷åê, ðàçáèâàþùèå å¼ íà n äóã.Îêðóæíîñòü ïîâåðíóëè âîêðóã öåíòðà íà óãîë 2πk/n (ïðè íåêî-òîðîì íàòóðàëüíîì k), â ðåçóëüòàòå ÷åãî îòìå÷åííûå òî÷êè ïå-ðåøëè â n íîâûõ òî÷åê, ðàçáèâàþùèõ îêðóæíîñòü íà n íîâûõäóã. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ íîâàÿ äóãà, êîòîðàÿ öåëèêîì ëå-æèò â îäíîé èç ñòàðûõ äóã. (Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êîíöû äóãè åé ïðè-íàäëåæàò.) (È. Ìèòðî�àíîâ)�åøåíèå. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðà-âåí 1, à ïîâîðîò ïðîèñõîäèë ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Åñëè äâå íîâûõòî÷êè ëåæàò íà îäíîé ñòàðîé äóãå, òî íîâàÿ äóãà ìåæäó íèìè �òðåáóåìàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèõ íîâûõ òî÷åê íåò. Òàê êàêåñòü n ñòàðûõ äóã è n íîâûõ òî÷åê, ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó-÷àå, êîãäà íà êàæäîé ñòàðîé äóãå ëåæèò ðîâíî ïî îäíîé íîâîéòî÷êå (ïðè÷¼ì ýòè òî÷êè íå ñîâïàäàþò ñ êîíöàìè ñòàðûõ äóã).Çàíóìåðóåì ñòàðûå òî÷êè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå A1, A2, . . . , An;ïóñòü ïðè ïîâîðîòå òî÷êà Ai ïåðåõîäèò â íîâóþ òî÷êó Bi (ìûñ÷èòàåì íóìåðàöèþ öèêëè÷åñêîé, òî åñòü An+i = Ai è Bn+i =
= Bi). Ïóñòü òî÷êà B1 ëåæèò íà äóãå AjAj+1; òàê êàê íà êàæ-äîé ñòàðîé äóãå ðîâíî ïî îäíîé íîâîé òî÷êå, ñîñåäíèå òî÷êè ïî-ïàäàëè íà ñîñåäíèå äóãè. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì i òî÷êà Biëåæèò íà äóãå Aj+i−1Aj+i.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j 6 k. Çàìåòèì, ÷òî âñå äóãè âèäà
AiAi+1 . . . Ai+j ïîêðûâàþò îêðóæíîñòü ðîâíî â j ñëî¼â; çíà-÷èò, ñóììà èõ äëèí ðàâíà 2πj 6 2πk. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëè-íà äóãè AiAi+1 . . . Ai+j ñòðîãî áîëüøå äëèíû äóãè AiBi, êîòî-ðàÿ ðàâíà 2πk/n; çíà÷èò, ñóììà èõ äëèí ñòðîãî áîëüøå, ÷åì
n · 2πk/n = 2πk; ïðîòèâîðå÷èå.Àíàëîãè÷íî, åñëè j > k, òî ñóììà äëèí âñåõ äóã âèäà
AiAi+1 . . . Ai+j−1 ðàâíà 2π(j − 1) > 2πk; ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà8



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ñóììà äëèí äóã âèäà AiBi, êîòîðàÿ ðàâ-íà 2πk. Îïÿòü ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.10.3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ kïðîñòûõ ÷èñåë, óìåíüøåííîå íà 1, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ñòåïåíüþíàòóðàëüíîãî ÷èñëà (áîëüøåé, ÷åì ïåðâàÿ). (Â. Ñåíäåðîâ)Îòâåò. k = 1.�åøåíèå. Ïóñòü n > 2, è 2 = p1 < . . . < pk �ïåðâûå kïðîñòûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
p1p2 . . . pk = an + 1. (∗)Åñëè a = 1, òî an + 1 = 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, k = 1.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî a > 1; òîãäà k > 1. ×èñëî a íå÷¼ò-íî, ïîýòîìó ó íåãî ñóùåñòâóåò íå÷¼òíûé ïðîñòîé äåëèòåëü q. Òî-ãäà q > pk, èíà÷å ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (∗) äåëèëàñü áû íà q,÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó è a > pk.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n�ïðîñòîå÷èñëî (åñëè n = st, òî ìîæíî çàìåíèòü n íà t, à a�íà as). Çà-ìåòèì, ÷òî n > 2, ïîñêîëüêó a2+1 íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 3 = p2.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî n > pk. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååì

n = pi ïðè íåêîòîðîì 1 < i 6 k. Òîãäà api + 1
... pi; ñ äðóãîéñòîðîíû, ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà api − a

... pi. Çíà÷èò, ÷èñëî
a+ 1 = (api + 1) − (api − a) òàêæå äåëèòñÿ íà pi. Çàìåòèì, ÷òî
1 + api = (1 + a)(1− a+ . . . + api−1), ãäå a+ 1

... pi è
1− a+ . . . + api−1 ≡ 1 + 1 + . . . + 1 = pi ≡ 0 (mod pi).Çíà÷èò, ÷èñëî 1+api äåëèòñÿ íà p2i , ÷òî íåâîçìîæíî ïî óñëîâèþ.Èòàê, a > pk è n > pk, îòêóäà an +1 > p

pk
k

> p1p2 . . . pk, ÷òîïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (∗).10.4. Âíóòðè âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD îòìå÷åíû òàêèåòî÷êè P è Q, ÷òî ∠PDC + ∠PCB = ∠PAB + ∠PBC =
= ∠QCD + ∠QDA = ∠QBA + ∠QAD = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òîïðÿìàÿ PQ îáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ ïðÿìûìè AD è BC.(À. Ïàñòîð)�åøåíèå. Îáîçíà÷èì îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî ÷åòû-ð¼õóãîëüíèêà ABCD è òðåóãîëüíèêîâ ABP , CDP , ABQ, CDQ÷åðåç Ω, ω1, ω2, ω3, ω4 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 6).Ïóñòü X �ïðîåêöèÿ P íà BC; îáîçíà÷èì ïðÿìóþ PX ÷å-9
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Ω

ℓ1

ℓ2

�èñ. 6ðåç ℓ1. Òîãäà ∠BPX = 90◦ − ∠PBC = ∠PAB; çíà÷èò, ïðÿ-ìàÿ ℓ1 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω1. Àíàëîãè÷íî, ℓ1 êàñàåòñÿ îêðóæ-íîñòè ω2; èòàê, ïðÿìàÿ ℓ1 è îêðóæíîñòè ω1, ω2 êàñàþòñÿ â òî÷-êå P . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìàÿ ℓ2, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Qè ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ AD, è îêðóæíîñòè ω3 è ω4 êàñàþòñÿ â òî÷-êå Q.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìûå AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â íåêî-òîðîé òî÷êå R. Ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ RP ñîâïàäàåò ñ ℓ1. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç P1 è P2 âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé RP ñ ω1è ω2 (òàêèì îáðàçîì, P1 = P , åñëè RP êàñàåòñÿ ω1; àíàëîãè÷íîäëÿ P2). Òîãäà RP · RP1 = RA · RB = RD · RC = RP · RP2, òîåñòü P1 = P2. Òàê êàê P � åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ òî÷êà ω1 è ω2,òî P1 = P2 = P . Çíà÷èò, RP ñîâïàäàåò ñ ℓ1, ò.å. RP 2 = RA ·RB.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî RQ ñîâïàäàåò ñ ℓ2, è
RQ2 = RA · RB. Ñëåäîâàòåëüíî, RP 2 = RA · RB = RQ2, òîåñòü òðåóãîëüíèê PQR � ðàâíîáåäðåííûé è åãî îñíîâàíèå PQîáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ ïðÿìûìè QR è PR, à çíà÷èò � è ñ ïåð-ïåíäèêóëÿðíûìè èì ïðÿìûìè AD è BC.Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñòîðîíû AB è CDïàðàëëåëüíû. Â ýòîì ñëó÷àå ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåò-ñÿ ðàâíîáîêîé òðàïåöèåé èëè ïðÿìîóãîëüíèêîì. Ýòîò ÷åòûð¼õ-óãîëüíèê è âñå ðàññìàòðèâàåìûå îêðóæíîñòè ñèììåòðè÷íû îò-íîñèòåëüíî îáùåãî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AB è CD.10



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÑëåäîâàòåëüíî, òî÷êè P è Q ëåæàò íà ýòîé ïðÿìîé, à îíà, î÷å-âèäíî, îáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ ïðÿìûìè AD è BC.Çàìå÷àíèå. Â äàííîé êîíñòðóêöèè R� îáùèé ðàäèêàëü-íûé öåíòð (òî åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïîïàðíûõ ðàäèêàëüíûõîñåé) îêðóæíîñòåé Ω, ω1, ω2, ω3 è ω4.

11



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññ11.1. Äàíû ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) äåñÿòîé ñòåïåíè, ñòàðøèåêîý��èöèåíòû êîòîðûõ ðàâíû 1. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå
P (x) = Q(x) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òîóðàâíåíèå P (x+1) = Q(x− 1) èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëü-íûé êîðåíü. (È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü P (x) = x10+p9x

9+ . . .+p0 è Q(x) = x10+
+q9x

9+. . .+q0. Òîãäà ìíîãî÷ëåí P (x)−Q(x) = (p9−q9)x
9+. . .+

+(p0− q0) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé; íî, åñëè p9 6= q9, òîñòåïåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íå÷¼òíà, è êîðåíü ó íåãî åñòü. Çíà÷èò,
p9 = q9.Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî P (x + 1) = x10 + (p9 + 10)x9 + . . . è
Q(x− 1) = x10 + (q9 − 10)x9 + . . .; çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí P (x+ 1)−
−Q(x−1) = 20x9+ . . . èìååò äåâÿòóþ ñòåïåíü è, ñëåäîâàòåëüíî,èìååò êîðåíü.11.2. Âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ ñ�åðû òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû
ABCD êàñàþòñÿ å¼ ãðàíè BCD â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ X è Y .Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê AXY òóïîóãîëüíûé. (Âíåâïèñàí-íàÿ ñ�åðà ïèðàìèäû êàñàåòñÿ îäíîé å¼ ãðàíè, à òàêæå ïëîñêî-ñòåé îñòàëüíûõ ãðàíåé âíå ýòèõ ãðàíåé.) (Â. Øìàðîâ)
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J�èñ. 7
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü

X � òî÷êà êàñàíèÿ ïëîñêîñòè
(BCD) ñî âïèñàííîé ñ�åðîé.Ïóñòü ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì âòî÷êå A, ïåðåâîäÿùàÿ âíåâïè-ñàííóþ ñ�åðó âî âïèñàííóþ,ïåðåâîäèò òî÷êó Y â íåêîòîðóþòî÷êó Z âïèñàííîé ñ�åðû. Ýòàãîìîòåòèÿ ïåðåâîäèò ïëîñêîñòü
(BCD) â ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëü-íóþ (BCD) è êàñàþùóþñÿ âïè-ñàííîé ñ�åðû â òî÷êå Z. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî X è Z �äèàìåò-ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè âïèñàííîé ñ�åðû, à ñëåäîâà-òåëüíî, XZ ⊥ (BCD). Ïîñêîëüêó Z ëåæèò íà îòðåçêå AY , òî
∠AXY > ∠ZXY = 90◦, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.12



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÂòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü I è J � ñîîòâåòñòâåííî öåíòðûâïèñàííîé è âíåâïèñàííîé ñ�åð, è ïóñòü AH �âûñîòà ïèðàìè-äû. Òî÷êè A, I è J ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (âñå òî÷êè êîòîðîéðàâíîóäàëåíû îò ïëîñêîñòåé (ABC), (ACD) è (ADB)), ïðè÷¼ì Iëåæèò ìåæäó A è J . Çíà÷èò, èõ ïðîåêöèè H, X è Y íà ïëîñ-êîñòü (BCD) òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷¼ì X ëåæèòìåæäó H è Y . Èòàê, îñíîâàíèå âûñîòû AH òðåóãîëüíèêà AXYëåæèò âíå ñòîðîíû XY ; ýòî è çíà÷èò, ÷òî ýòîò òðåóãîëüíèê òó-ïîóãîëüíûé.11.3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ kíå÷¼òíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, óìåíüøåííîå íà 1, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîéñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (áîëüøåé, ÷åì ïåðâàÿ).(Â. Ñåíäåðîâ)Îòâåò. Òàêèõ k íå ñóùåñòâóåò.�åøåíèå. Ïóñòü n > 2, è 3 = p1 < . . . < pk �ïåðâûå kíå÷¼òíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
3 · . . . · pk = an + 1. (∗)Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1. Ïóñòü a ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Çàìåòèì, ÷òîñòåïåíè äâîéêè äàþò ëèøü îñòàòêè 1, 2 è 4 ïðè äåëåíèè íà 7,à an + 1 äåëèòñÿ íà 7 ïðè k > 3. Çíà÷èò, k 6 2, è âîçìîæíûìèçíà÷åíèÿìè äëÿ an ÿâëÿþòñÿ ëèøü 3−1 = 2 è 3 ·5−1 = 14. Îáàâàðèàíòà íå ïîäõîäÿò.Ñëó÷àé 2. Ïóñòü ó ÷èñëà a ñóùåñòâóåò íå÷¼òíûé ïðîñòîé äå-ëèòåëü q. Òîãäà q > pk, èíà÷å ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (∗) äåëè-ëàñü áû íà q, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó è a > pk.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n�ïðîñòîå÷èñëî (åñëè n = st, òî ìîæíî çàìåíèòü n íà t, à a�íà as). Çà-ìåòèì, ÷òî n > 2, ïîñêîëüêó a2+1 íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 3 = p1.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî n > pk. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååì

n = pi ïðè íåêîòîðîì 1 6 i 6 k. Òîãäà api + 1
... pi; ñ äðóãîéñòîðîíû, ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà api − a

... pi. Çíà÷èò, ÷èñëî
a+ 1 = (api + 1) − (api − a) òàêæå äåëèòñÿ íà pi. Çàìåòèì, ÷òî
1 + api = (1 + a)(1− a+ . . . + api−1), ãäå a+ 1

... pi è
1− a+ . . . + api−1 ≡ 1 + 1 + . . . + 1 = pi ≡ 0 (mod pi). 13



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÇíà÷èò, ÷èñëî 1+api äåëèòñÿ íà p2i , ÷òî íåâîçìîæíî ïî óñëîâèþ.Èòàê, a > pk è n > pk, îòêóäà an + 1 > p
pk
k

> 3 · . . . · pk, ÷òîïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (∗).11.4. Íà êàæäîé èç 2013 êàðòî÷åê íàïèñàíî ïî ÷èñëó, âñå ýòè 2013÷èñåë ðàçëè÷íû. Êàðòî÷êè ïåðåâ¼ðíóòû ÷èñëàìè âíèç. Çà îäèíõîä ðàçðåøàåòñÿ óêàçàòü íà äåñÿòü êàðòî÷åê, è â îòâåò ñîîáùàòîäíî èç ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà íèõ (íåèçâåñòíî, êàêîå). Äëÿ êà-êîãî íàèáîëüøåãî t ãàðàíòèðîâàííî óäàñòñÿ íàéòè t êàðòî÷åê,ïðî êîòîðûå èçâåñòíî, êàêîå ÷èñëî íàïèñàíî íà êàæäîé èç íèõ?(È. Áîãäàíîâ)Îòâåò. t = 1986 = 2013 − 27.�åøåíèå. 1. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî 1987 êàðòî÷åê óãàäàòüíå óäàñòñÿ. Çàíóìåðóåì êàðòî÷êè A1, . . . , A2013; ïîêàæåì, êàêóñòðîèòü îòâåòû òàê, ÷òîáû íè îäíî èç ÷èñåë íà êàðòî÷êàõ
A1, . . . , A27 îïðåäåëèòü íå óäàëîñü.

A3i−2

A3i−1

A3i

3i

3i− 2 3i− 1

Ti�èñ. 8
Ïðè êàæäîì i = 1, . . . , 9 îáúåäèíèìêàðòî÷êè A3i−2, A3i−1, A3i â òðîéêó Ti.Åñëè ñðåäè óêàçàííûõ 10 êàðòî÷åê ïðè-ñóòñòâóåò êàðòî÷êà An ñ n > 27, òî îò-âåòèì ÷èñëî n. Åñëè æå âñå 10 êàðòî÷åêëåæàò â òðîéêàõ, òî â êàêîé-òî òðîéêå Tiëåæàò õîòÿ áû äâå êàðòî÷êè; â ýòîì ñëó-÷àå ìû îòâåòèì ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ðåáðå ìåæäó ýòèìè êàðòî÷êà-ìè íà ðèñ. 8. Ýòèì îòâåòàì óäîâëåòâîðÿþò òàêèå äâå ñèòóàöèè:íà êàðòî÷êàõ ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè 27, íàïèñàíû èõ íîìåðà,è ëèáî íà êàæäîé êàðòî÷êå èç òðîåê ñòîèò ÷èñëî íà ðåáðå, âû-õîäÿùåì èç íåé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ëèáî íà êàæäîé òàêîéêàðòî÷êå ñòîèò ÷èñëî íà ðåáðå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Çíà÷èò, íèîäíîãî èç ÷èñåë íà êàðòî÷êàõ â òðîéêàõ îïðåäåëèòü íåëüçÿ.2. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà íà âñåõ êàðòî÷êàõ, êðîìå 27,îïðåäåëèòü óäàñòñÿ. Äëÿ ýòîãî ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè çàäàòüâñå âîçìîæíûå âîïðîñû î êàêèõ-òî 28 êàðòî÷êàõ, òî ïî îòâåòàìóäàñòñÿ îïðåäåëèòü ÷èñëî íà îäíîé èç íèõ. Ïîñëå ýòîãî ýòó êàð-òî÷êó ìîæíî áóäåò çàìåíèòü íà îäíó èç îñòàâøèõñÿ è ïîâòîðèòü14



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüïðîöåäóðó; äåéñòâóÿ òàê, ìû â ðåçóëüòàòå îïðåäåëèì ÷èñëà íàâñåõ êàðòî÷êàõ, êðîìå 27.Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà. Ïóñòü â ãðà�å íå ìåíåå, ÷åì 3n − 2 âåðøèíû, èíå áîëåå, ÷åì 3n − 2 ðåáðà (n > 2). Òîãäà íàéäóòñÿ n âåðøèí,ìåæäó êîòîðûìè íåò ð¼áåð.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ìîæ-íî âûêèíóòü íåñêîëüêî âåðøèí è ïîñëå ýòîãî äîáàâèòü íåñêîëü-êî ð¼áåð òàê, ÷òîáû âåðøèí è ð¼áåð ñòàëî ïî 3n − 2. Ïðè n = 2íà 4 âåðøèíàõ ìåíüøå 6 ð¼áåð; çíà÷èò, êàêàÿ-òî ïàðà âåðøèí íåñîåäèíåíà, è ìîæíî âûáðàòü ýòè äâå âåðøèíû.Ïóñòü òåïåðü n > 2. Îáîçíà÷èì ñòåïåíè âåðøèí ÷åðåç
d1, . . . , d3n−2; òîãäà d1 + . . . + d3n−2 = 2(3n − 2). Çíà÷èò, ëè-áî íàéä¼òñÿ ÷èñëî di < 2 è ÷èñëî dj > 2, ëèáî âñå ñòåïåíè ðàâ-íû 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå âûêèíåì èç ãðà�à i-þ è j-þ âåðøèíó,à òàêæå åäèíñòâåííîãî ñîñåäà i-é âåðøèíû (åñëè îí åñòü); ìûâûêèíóëè íå áîëåå 3 âåðøèí è íå ìåíåå 3 ð¼áåð. Âî âòîðîì ñëó-÷àå âûêèíåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó (ïóñòü å¼ íîìåð ðàâåí i) èäâóõ å¼ ñîñåäåé; òàê êàê èõ ñòåïåíè ðàâíû 2, òî îïÿòü æå ìûâûêèíóëè íå ìåíåå 3 ð¼áåð (è ðîâíî 3 âåðøèíû). Â îñòàâøåìñÿãðà�å ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íàéäóòñÿ n− 1 âåðøèíà áåçð¼áåð ìåæäó íèìè; äîáàâèâ ê íèì i-þ âåðøèíó, ïîëó÷àåì òðåáó-åìûé íàáîð èç n âåðøèí (ïîñêîëüêó ìû âûêèíóëè âñåõ ñîñåäåé
i-é âåðøèíû). Ëåììà äîêàçàíà. �Âåðí¼ìñÿ ê ðåøåíèþ. Ïóñòü ìû çàäàëè âñå âîïðîñû î 28 êàð-òî÷êàõ, è ïóñòü c1, . . . , ck � âñå ÷èñëà, âñòðå÷àþùèåñÿ â îòâåòàõ(òîãäà k 6 28). Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , k ðàññìîòðèì âñå äå-ñÿòêè êàðòî÷åê, â îòâåò íà êîòîðûå ìû ïîëó÷àëè ÷èñëî ci; îáî-çíà÷èì èõ ïåðåñå÷åíèå ÷åðåç Si (ÿñíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íåïó-ñòî, èáî îíî ñîäåðæèò êàðòî÷êó ñ ÷èñëîì ci). Åñëè â ýòîì ìíî-æåñòâå îäèí ýëåìåíò, òî ýòî è åñòü êàðòî÷êà ñ ÷èñëîì ci, è ìûîïðåäåëèëè ÷èñëî íà íåé.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â êàæäîì èç ìíîæåñòâ õîòÿ áû ïî äâåêàðòî÷êè. Ïðè êàæäîì i âûáåðåì äâå êàðòî÷êè â Si è ñîåäèíèìèõ ðåáðîì. Ìû ïîëó÷èëè ãðà�, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ëåì-ìû ïðè n = 10; çíà÷èò, â í¼ì ìîæíî âûáðàòü 10 êàðòî÷åê áåç15



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâð¼áåð ìåæäó íèìè. Îòâåòîì íà ýòó äåñÿòêó áûëî êàêîå-òî ÷èñ-ëî ci. Çíà÷èò, â ýòîé äåñÿòêå äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ ìíîæåñòâî Si,à çíà÷èò, äâå êàðòî÷êè èç äåñÿòêè ñîåäèíåíû ñîîòâåòñòâóþùèìðåáðîì. Ïðîòèâîðå÷èå, çàâåðøàþùåå ðåøåíèå çàäà÷è.
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