
XL Всероссийская математическая олимпиада школьников

9 класс

Первый день

9.1. По кругу расставлены 111 различных натуральных чисел,
не превосходящих 500. Могло ли оказаться, что для каждо-
го из этих чисел его последняя цифра совпадает с послед-
ней цифрой суммы всех остальных чисел?

9.2. В четырёхугольнике ABCD стороны AD и BC параллель-
ны. Докажите, что если биссектрисы углов DAC, DBC,
ACB и ADB образовали ромб, то AB = CD.

9.3. Учитель записал Пете в тетрадь четыре различных нату-
ральных числа. Для каждой пары этих чисел Петя нашёл
их наибольший общий делитель. У него получились шесть
чисел: 1, 2, 3, 4, 5 и N , где N > 5. Какое наименьшее зна-
чение может иметь число N?

9.4. Все клетки квадратной таблицы 100 × 100 пронумерованы
в некотором порядке числами от 1 до 10000. Петя закраши-
вает клетки по следующим правилам. Вначале он закраши-
вает k клеток по своему усмотрению. Далее каждым ходом
Петя может закрасить одну еще не закрашенную клетку с
номером a, если для неё выполнено хотя бы одно из двух
условий: либо в одной строке с ней есть уже закрашенная
клетка с номером меньшим, чем a; либо в одном столбце
с ней есть уже закрашенная клетка с номером большим,
чем a. При каком наименьшем k независимо от исходной
нумерации Петя за несколько ходов сможет закрасить все
клетки таблицы?
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XL Всероссийская математическая олимпиада школьников

10 класс

Первый день

10.1. Ученик за одну неделю получил 17 оценок (каждая из
них — 2, 3, 4 или 5). Среднее арифметическое этих 17 оце-
нок — целое число. Докажите, что какую-то оценку он по-
лучил не более двух раз.

10.2. Стозначное число n назовём необычным, если десятичная
запись числа n3 заканчивается на n, а десятичная запись
числа n2 не заканчивается на n. Докажите, что существует
не менее двух стозначных необычных чисел.

10.3. В языке племени АУ две буквы — «a» и «y». Некоторые
последовательности этих букв являются словами, причём
в каждом слове не больше 13 букв. Известно, что если на-
писать подряд любые два слова, то полученная последо-
вательность букв не будет словом. Найдите максимальное
возможное количество слов в таком языке.

10.4. На стороне AB треугольника ABC выбраны точки C1 и C2.
Аналогично, на стороне BC выбраны точки A1 и A2, а на
стороне AC — точки B1 и B2. Оказалось, что отрезки A1B2,
B1C2 и C1A2 имеют равные длины, пересекаются в одной
точке, и угол между любыми двумя из них равен 60◦. До-

кажите, что
A1A2

BC
=

B1B2

CA
=

C1C2

AB
.
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11 класс

Первый день

11.1. Дан выпуклый 7-угольник. Выбираются четыре произволь-
ных его угла и вычисляются их синусы, от остальных трёх
углов вычисляются косинусы. Оказалось, что сумма таких
семи чисел не зависит от изначального выбора четырёх уг-
лов. Докажите, что у этого 7-угольника найдутся четыре
равных угла.

11.2. На доске написано выражение a
b
·
c
d
·
e
f
, где a, b, c, d, e, f —

натуральные числа. Если число a увеличить на 1, то значе-
ние этого выражения увеличится на 3. Если в исходном вы-
ражении увеличить число c на 1, то его значение увеличит-
ся на 4; если же в исходном выражении увеличить число e

на 1, то его значение увеличится на 5. Какое наименьшее
значение может иметь произведение bdf?

11.3. Все клетки квадратной таблицы n × n пронумерованы в
некотором порядке числами от 1 до n2. Петя делает ходы
по следующим правилам. Первым ходом он ставит ладью в
любую клетку. Каждым последующим ходом Петя может
либо поставить новую ладью на какую-то клетку, либо пе-
реставить ладью из клетки с номером a ходом по горизон-
тали или по вертикали в клетку с номером большим, чем a.
Каждый раз, когда ладья попадает в клетку, эта клетка
немедленно закрашивается; ставить ладью на закрашенную
клетку запрещено. Какое наименьшее количество ладей по-
требуется Пете, чтобы независимо от исходной нумерации
он смог за несколько ходов закрасить все клетки таблицы?

11.4. Плоскость α пересекает ребра AB, BC, CD и DA тре-
угольной пирамиды ABCD в точках K, L, M и N соответ-
ственно. Оказалось, что двугранные углы ∠(KLA,KLM),
∠(LMB,LMN), ∠(MNC,MNK) и ∠(NKD,NKL) равны.
(Здесь через ∠(PQR, PQS) обозначается двугранный угол
при ребре PQ в тетраэдре PQRS.) Докажите, что проек-
ции вершин A, B, C и D на плоскость α лежат на одной
окружности.
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