
XLI Всероссийская математическая олимпиада школьников

9 класс

Второй день

9.5. После просмотра фильма зрители по очереди оценивали
фильм целым числом баллов от 0 до 10. В каждый момент
времени рейтинг фильма вычислялся как сумма всех вы-
ставленных оценок, делённая на их количество. В некото-
рый момент времени T рейтинг оказался целым числом,
а затем с каждым новым проголосовавшим зрителем он
уменьшался на единицу. Какое наибольшее количество зри-
телей могло проголосовать после момента T ?

9.6. Дан прямоугольный треугольник ABC с прямым углом C.
Пусть BK — биссектриса этого треугольника. Окружность,
описанная около треугольника AKB, пересекает вторично
сторону BC в точке L. Докажите, что CB + CL = AB.

9.7. Числа a, b, c и d таковы, что a2+b2+c2+d2 = 4. Докажите,
что (2 + a)(2 + b) > cd.

9.8. Петя хочет выписать все возможные последовательности из
100 натуральных чисел, в каждой из которых хотя бы раз
встречается тройка, а любые два соседних члена различа-
ются не больше, чем на 1. Сколько последовательностей
ему придётся выписать?
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10.5. После просмотра фильма зрители по очереди оценивали
фильм целым числом баллов от 0 до 10. В каждый момент
времени рейтинг фильма вычислялся как сумма всех вы-
ставленных оценок, делённая на их количество. В некото-
рый момент времени T рейтинг оказался целым числом,
а затем с каждым новым проголосовавшим зрителем он
уменьшался на единицу. Какое наибольшее количество зри-
телей могло проголосовать после момента T ?

10.6. Дан прямоугольный треугольник ABC с прямым углом C.
Пусть BK — биссектриса этого треугольника. Окружность,
описанная около треугольника AKB, пересекает вторично
сторону BC в точке L. Докажите, что CB + CL = AB.

10.7. Коэффициенты a, b, c квадратного трёхчлена f(x) = ax2+
+ bx + c— натуральные числа, сумма которых равна 2000.
Паша может изменить любой коэффициент на 1, заплатив 1
рубль. Докажите, что он может получить квадратный трёх-
член, имеющий хотя бы один целый корень, заплатив не бо-
лее 1050 рублей.

10.8. Дано натуральное число n > 2. Рассмотрим все покраски
клеток доски n × n в k цветов такие, что каждая клетка
покрашена ровно в один цвет, и все k цветов встречаются.
При каком наименьшем k в любой такой покраске найдутся
четыре окрашенных в четыре разных цвета клетки, распо-
ложенные в пересечении двух строк и двух столбцов?
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11.5. Квадратный трехчлен f(x) имеет два различных корня.
Оказалось, что для любых чисел a и b верно неравенство
f(a2+ b2) > f(2ab). Докажите, что хотя бы один из корней
этого трёхчлена — отрицательный.

11.6. Есть полусферическая ваза, закрытая плоской крышкой.
В вазе лежат четыре одинаковых апельсина, касаясь ва-
зы, и один грейпфрут, касающийся всех четырёх апельси-
нов. Верно ли, что все четыре точки касания грейпфрута
с апельсинами обязательно лежат в одной плоскости? (Все
фрукты являются шарами.)

11.7. По кругу расставлено 300 положительных чисел. Могло ли
случиться так, что каждое из этих чисел, кроме одного,
равно разности своих соседей?

11.8. Петя хочет выписать все возможные последовательности из
100 натуральных чисел, в каждой из которых хотя бы раз
встречается число 4 или 5, а любые два соседних члена раз-
личаются не больше, чем на 2. Сколько последовательно-
стей ему придётся выписать?
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