
XLIV Всероссийская математическая олимпиада школьников

9 класс

Первый день

9.1. Разбейте какой-нибудь клетчатый квадрат на клетчатые
квадратики так, чтобы не все квадратики были одинако-
вы, но квадратиков каждого размера было одно и то же
количество.

9.2. На доске написаны пять натуральных чисел. Оказалось,
что сумма любых трёх из них делится на каждое из осталь-
ных. Обязательно ли среди этих чисел найдутся четыре
равных?

9.3. Внутри параллелограмма ABCD выбрана точка E так, что
AE = DE и ∠ABE = 90◦. Точка M — середина отрезка BC.
Найдите угол DME.

9.4. Кондитерская фабрика выпускает N сортов конфет. На Но-
вый год фабрика подарила каждому из 1000 учеников шко-
лы подарок, содержащий по конфете нескольких сортов (со-
ставы подарков могли быть разными). Каждый ученик за-
метил, что для любых 11 сортов конфет он получил кон-
фету хотя бы одного из этих сортов. Однако оказалось, что
для любых двух сортов найдётся ученик, получивший кон-
фету ровно одного из этих двух сортов. Найдите наиболь-
шее возможное значение N .

9.5. Числа x, y и z удовлетворяют условию x2 + y2 + z2 = 1.
Докажите, что

(x− y)(y − z)(x− z) 6
1√
2
.
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XLIV Всероссийская математическая олимпиада школьников

10 класс

Первый день

10.1. Разбейте какой-нибудь клетчатый квадрат на клетчатые
квадратики так, чтобы не все квадратики были одинако-
вы, но квадратиков каждого размера было одно и то же
количество.

10.2. Петя и Вася по очереди выписывают на доску натуральные
числа, не превосходящие 2018 (выписывать уже имеющее-
ся число запрещено); начинает Петя. Если после хода игро-
ка на доске оказываются три числа, образующих арифме-
тическую прогрессию, — этот игрок выигрывает. У кого из
игроков есть стратегия, позволяющая ему гарантированно
выиграть?

10.3. Положительные числа x, y таковы, что x5− y3 > 2x. Дока-
жите, что x3 > 2y.

10.4. Пусть O — центр окружности Ω, описанной около остро-
угольного треугольника ABC. На дуге AC этой окружно-
сти, не содержащей точку B, взята точка P . На отрезке BC

выбрана точка X так, что PX ⊥ AC. Докажите, что центр
окружности, описанной около треугольника BXP , лежит
на окружности, описанной около треугольника ABO.

10.5. Дано нечётное число n > 10. Найдите количество способов
расставить по кругу в некотором порядке натуральные чис-
ла 1, 2, 3, . . . , n так, чтобы каждое число являлось делите-
лем суммы двух соседних с ним чисел. (Способы, отлича-
ющиеся поворотом или отражением, считаются одинаковы-
ми.)

XLIV Всероссийская математическая олимпиада школьников

10 класс

Первый день

10.1. Разбейте какой-нибудь клетчатый квадрат на клетчатые
квадратики так, чтобы не все квадратики были одинако-
вы, но квадратиков каждого размера было одно и то же
количество.

10.2. Петя и Вася по очереди выписывают на доску натуральные
числа, не превосходящие 2018 (выписывать уже имеющее-
ся число запрещено); начинает Петя. Если после хода игро-
ка на доске оказываются три числа, образующих арифме-
тическую прогрессию, — этот игрок выигрывает. У кого из
игроков есть стратегия, позволяющая ему гарантированно
выиграть?

10.3. Положительные числа x, y таковы, что x5− y3 > 2x. Дока-
жите, что x3 > 2y.

10.4. Пусть O — центр окружности Ω, описанной около остро-
угольного треугольника ABC. На дуге AC этой окружно-
сти, не содержащей точку B, взята точка P . На отрезке BC

выбрана точка X так, что PX ⊥ AC. Докажите, что центр
окружности, описанной около треугольника BXP , лежит
на окружности, описанной около треугольника ABO.

10.5. Дано нечётное число n > 10. Найдите количество способов
расставить по кругу в некотором порядке натуральные чис-
ла 1, 2, 3, . . . , n так, чтобы каждое число являлось делите-
лем суммы двух соседних с ним чисел. (Способы, отлича-
ющиеся поворотом или отражением, считаются одинаковы-
ми.)



XLIV Всероссийская математическая олимпиада школьников

11 класс

Первый день

11.1. Внутри выпуклого пятиугольника отметили точку и соеди-
нили её со всеми вершинами. Какое наибольшее число из
десяти проведенных отрезков (пяти сторон и пяти отрез-
ков, соединяющих отмеченную точку с вершинами пяти-
угольника) может иметь длину 1?

11.2. В каждую клетку таблицы 1001 × 1001 поставили 0 или 1.
Оказалось, что в любом столбце нулей больше, чем еди-
ниц. Обязательно ли найдутся два столбца таких, что чис-
ло строк, в пересечениях которых с этими двумя столбца-
ми стоят только нули, больше числа строк, в пересечениях
которых с этими двумя столбцами стоят только единицы?

11.3. Дан неравнобедренный треугольник ABC, в котором ∠B =
= 135◦. Пусть M — середина отрезка AC. Точка O —
центр окружности Ω, описанной около треугольника ABC.
Луч BM вторично пересекает окружность Ω в точке D.
Докажите, что центр окружности Γ, описанной около тре-
угольника BOD, лежит на прямой AC.

11.4. Изначально на доску выписали числа 1−
√
2,

√
2 и 1 +

√
2.

Каждую минуту с доски стираются все три написанных на
ней числа x, y и z, а вместо них на доску записываются
числа x2 + xy + y2, y2 + yz + z2 и z2 + xz + x2. Могут
ли в некоторый момент все три числа на доске оказаться
рациональными?

11.5. Назовём лодочкой трапецию с основаниями 1 и 3,
получающуюся приклеиванием к противоположным сторо-
нам единичного квадратика двух треугольничков (полукле-
ток). В квадрате 100×100 расположена невидимая лодочка
(её можно поворачивать, она не выходит за границы квад-
рата, её средняя клетка целиком лежит на одной из клеток
квадрата). Одним выстрелом можно накрыть любую тре-
угольную половинку клетки. Если выстрел пересекается с
внутренностью лодочки (т. е. пересечение треугольника вы-
стрела с лодочкой имеет ненулевую площадь), то она счита-
ется потопленной. Какого наименьшего количества выстре-
лов достаточно, чтобы наверняка потопить лодочку?
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